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Yoi'AVort. 

Die  „Vorlesungen  über  Algebra",  deren  erster  Band  hier  vorliegt, 
sollen  eine  auf  algebraische  Methoden  gegründete  Einführung  in  die 
Untersuchungsgebiete  liefern,  welche  den  Hauptbereich  der  höheren 
Algebra  bilden.  Sie  sollen  mit  den  elementarsten  Theilen  dieser 
mathematischen  Disciplin  beginnen  und  bis  zu  den  neueren,  tiefer 
gehenden  Fragen  und  Forschungen  hinführen,  indem  sie  die  allgemeine 
Theorie  der  einzelnen  algebraischen  Gleichung  sowie  diejenige  mehrerer 
algebraischer  Gleichungen  und  so  insbesondere  auch  die  Elimination 
behandeln.  Von  dem  umfangreichen,  bisher  angesammelten  Stoffe 
hoffe  ich  nichts  Wesentliches  bei  Seite  gelassen  und  das  Gebotene 
durchsichtig  und  übersichtlich  angeordnet  zu  haben;  dass  mancherlei 
eigene  Arbeiten  in  den  Vorlesungen  Platz  gefunden  haben,  mag,  wenn 
nicht  anerkannt,  dann  doch  entschuldigt  werden. 

Unter  die  algebraischen  Hülfsmittel  der  Untersuchung  rechne  ich 
die  Theorie  der  Determinanten  in  weitestem  Umfange  und  setze  eine 
vollkommene  Beherrschung  ihrer  Methoden  für  die  Benutzung  dieser 
Vorlesungen  voraus.  Es  wäre  ja  leicht  gewesen,  einer  scheinbaren 
theoretischen  Vollständigkeit  zu  Liebe  auf  wenige  Seiten  die  Frincipien 
dieser  Lehre  zusammenzudrängen;  in  der  Sache  würde  aber  meiner 
Meinung  nach  doch  nichts  geändert  worden  sein,  und  deshalb  ver- 
zichtete ich  lieber  darauf.  Das  Gleiche  gilt  von  dem  Wenigen,  was 
aus  den  Elementen  der  Zahlentheorie  benutzt  wird;  auch  das  habe  ich 
einfach  als  bekannt  vorausgesetzt. 

Bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft  war  es  noch 
nicht  möglich,  die  Darstellung  lediglich  auf  arithmetische  Grundlagen 
zu  stützen,  wie  das  wohl  erstrebenswerth  sein  möchte.  Deshalb  habe 
ich  davon  abgesehen,  die  nach  dieser  Seite  hin  gerichteten  Unter- 
suchungen systematisch  vorzutragen  und  bin  nur  gelegentlich,  wo  es 
ohne  Mühe  geschehen  konnte,  darauf  eingegangen. 

Eine  Behandlung  der  algebraischen  Formen  und  der  Theorie  der 
Invarianten    war    nicht   beabsichtigt-    sie  lag,  um  so   weniger  in   dem 


IV  Vorwort. 

Plane  des  Buches,  als  für  dieses  Gebiet  bereits  ausgezeichnete  Dar- 
stellungen vorhanden  sind,  denen  kaum  etwas  hinzuzufügen  wäre. 
Dass  aber  dort  und  hier  kleinere  Gebiete  gemeinsam  durchforscht 
werden  mussteu,  ist  natürlich.  Auch  das  Heranziehen  der  Gruppen- 
und  der  Substitutionen-Theorie  habe  ich  vermieden;  einmal  um  die 
algebraischen  Methoden  in  möglichster  Reinheit  und  möglichstem  Um- 
fange zu  verwenden,  und  dann,  um  gerade  für  diese  Forschungen  den 
Boden  erst  zuzubereiten. 

Das  folgende  ausführliche  Inhaltsverzeichniss  wird  hinlängliche 
Auskunft  über  die  Auswahl  und  die  Gliederung  des  Stoffes  geben,  so 
dass  ich  hier  nicht  darauf  einzugehen  brauche.  Ich  will  nur  erwähnen, 
dass  der  zweite  Band  der  Vorlesungen  in  erster  Linie  auf  die  al- 
frebraische  Lösbarkeit  der  Gleichungen  und  auf  die  Theorie  der  Eli- 
mination  eingehen  wird. 

Die  Literaturangaben  habe  ich  so  vollständig,  als  es  mir  möglich 
war,  dem  Texte  beigefügt. 


Giessen. 


Engeu  Netto. 
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Erste  Vorlesung. 

Die  complexeii  Grössen. 

§  1.  Wir  betrachten  zunäclist  nur  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen. 
Dieses  reproducirt  sich  durch  die  elementaren  Rechnungsoperationen 
der  Addition,  Subtraction,  Miütiplication  und  Division,  so  dass,  wenn 
a,  b,  c,  ■  ••  beliebige  Grössen  des  reellen  Zahlenbereiches  sind,  die 
Resultate 

a  -\-  h,     a  —  h,     a  -h,     j 

ebenfalls  dem  Gebiete  angehören.  Nur  ist  hierbei  festzuhalten,  dass 
in  dem  Quotienten  ^  der  Nenner  den  Werth  0  nicht  annehmen  darf, 
da  sonst   r  keinen  Sinn  hat. 

0 

Für  die  Addition  bestehen  zwei  Gesetze,  aus  denen  geschlossen 
werden  kann,  dass  bei  der  Bildung  einer  Summe  aus  einer  beliebigen 
endlichen  Anzahl  von  Suoimanden  die  Reihenfolge  der  Operationen 
ohne  Einfluss  auf  den  Werth  der  Summe  ist.  Das  erste,  das  com- 
mutative  Gesetz,  wird  durch  die  Gleichung 

(1)  rt  +  &  =  &  +  a, 

das  zweite,  das  associative,  durch  die  Gleichung 

(2)  (a  +  Z.)  +  c  =  {a  +  c)  +  6 
ausgedrückt. 

Drei  Grössen  a,  h,  c  lassen  sich  auf  die  folgenden  zwölf  verschie- 
denen Arten  zu  einer  Summe  vereinigen: 

(«  +  ^)  +  c,  {a  +  c)  +  h,  (&  +  «)  +  c,  (&  +  c)  +  «,  ic-\-a)i-h,  (c  +  h)  +  a, 
a  +  (b-\-c),  a  +  (c  +  J),  &  +  (a  +  c),  &  +  (c  +  «),  c  +  (a  +  &),  c  +  {h  +  a), 
so  dass  die  Möglichkeit  besteht,  je  nach  der  Ausführung  der  Summation 
auch  zwölf  verschiedene  Werthe  zu  erhalten.  Nun  gehen  aber  die 
G  Resultate  der  unteren  Zeile  aus  denen  der  oberen  durch  die  An- 
wendmig  von  (1)  auf  die  beiden  vorhandenen  Summanden  hervor; 
wegen  (2)  stimmen  ferner  die  beiden  ersten  Summen  der  oberen  Zeile, 
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ebenso  die  beiden  mittleren  und  auch  die  beiden  letzten  unter  einander 
überein.     Da  endlich,  wiederum  wegen  (1),  auch  noch 

(a  +  h)  -f  (  =  (^  -f  «)  -f  c,     (a  -f  c)  +  7>  =  (c  +  a)  +  ?> 
ist,    so   folgt   bei   drei    Summanden   die   Unabhängigkeit   des   Suuimen- 
werthes  von  der  Art  der  Ausführung  der  Summation.     Man  ist  daher 
berechtigt,  die  Summe  kurz  und  unzweideutig 

a  -\-  h  -\-  c 
zu  schreiben. 

Bei  n  Summanden  giebt  es 

2  •  6  •  10  •  •  •  {4n  —  6) 
Möglichkeiten,  die  Summe  zu  bilden*).     Auch  hier  gilt  derselbe  Satz 
über    die    Unabhängigkeit    des    Resultates    von    der    Operationenfolge. 
Wir  nehmen  an,  er  wäre  wie  für  3  so  auch  für  4,  5,  •  •  •  («  —  1)  Sum- 
manden bereits  bewiesen,  so  dass  in  diesen  Fällen  die  Summe 

^^1   +  <'(■>  +   «•!  +  •■'  -\-  ily.  (x  =  4,  5,  •  •  •  «  —  1) 

einen  bestimmten  von  der  Ausführung  der  Operation  unabhängigen 
Sinn  hat.  Dann  stellt  sich  jede  Summe  aus  n  Summanden  vor  der 
Ausführung  der  letzten  Operation  als  Resultat  einer  Addition  zweier 
Grössen  dar,  etwa  A^  -\- A^,  wobei  jeder  Summand  Ay,  A^  eine  Summe 
von  weniger  als  n  Summanden  ist.  Nach  (1)  können  wir  diejenige 
der  beiden  Grössen,  etwa  A.>,  welche  a„  enthält,  an  die  zweite  Stelle 
gesetzt  denken;  dann  innerhalb  A^  und  A^  die  etwa  vorhandenen 
Klammern  weglassen  und  in  A.^  das  Element  a„  als  letztes  nehmen, 
so  dass  ^.2  =  ^2-1"^«  entsteht;  endlich  können  wir  auf  Grund  der 
Voraussetzung  über  (w  —  1)  Summanden 

A^-\-  A^  =  (^1  +  A.^)  +  «„  =  (ai  +  «2  + h  ««-i)  +  ö« 

=  «1  +  «'2  H h  «« 

schreiben. 

Hiermit  ist  die  behauptete  Unabhängigkeit  dargethan. 


*)  Dies  erkennt  man  leicht:  Zunächst  können  die  n\  Permutationen  der 
n  Summanden  aufgeschrieben  werden;  jede  derselben  giebt  eine  der  Folgen  der 
hinzuschreibenden  Summanden  an,  und  es  kommt  nur  noch  auf  die  Vertheilung 
der  Klammern  in  dieser  Folge  an;  in  jeder  Klammer  dürfen  dabei  immer  nur 
zwei  Summanden,  d.  h.  einzelne  Grössen  oder  andere  Klammem  stehen.  Durch 
strenge  Induction  findet  man  die  Anzahl  der  Vertheilungsmöglichkeiten  mittels 
der  Borchardt' sehen  erzeugenden  Function  gleich  dem  Coefficienten  von  x" 
in  der  Entwickelung  von 

A  (i  _  yi-Tx) 

nach    steigenden    Potenzen    von   x.      Dadurch   ergiebt   sich    daiui   das   oben   au- 
geführte Resultat. 
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§  2.  Die  beiden  für  die  Multiplication  entsprechend  gebildeten 
und  benannten  Gesetze  werden  durch  die  Gleichungen 

(3)  ah  =  ha, 

(4)  (ah)c  =  iac)h 

gegeben,  und  aus  ihnen  folgt  wieder  nach  der  eben  auseinandergesetzten 
Schlussweise  die  Einwerthigkeit  des  Productes  mehrerer  Factoren  bei 
beliebiger  Anordnung  der  Operationen.  Nimmt  man  zu  (3)  und  (4) 
noch  das  neu  auftretende  distributive  Gesetz 

(5)  (a  -\-  h)c  =  ac  -j-  hc 

hinzu,  welches  die  Multiplication  mit  der  Addition  verbindet,  so  sind 
durch  diese  5  Gesetze  die  Eigenschaften  der  Summen-  und  der  Product- 
bildung  festgelegt. 

§  3.  Für  die  Subtraction  und  die  Division  gelten  die  Definitions- 
gleichungen 

(6)  {a  —  h)  -\-h  =  a,         -~  -h  =  a. 

Bei   der   Division  ist  die    bereits    oben    erwähnte    Einschränkung 

festzuhalten,  dass  der  Divisor  h  von  Null  verschieden  sein  muss. 

Da  übrigens  in  unserem  Gebiete  die  negativen  und  die  gebrochenen 

Zahlen,  nämlich  ( — h)  sowie  ^  vorkommen,    so  können   wir  von   der 

Betrachtung  der  Subtraction  und  der  Division  ganz  absehen,  indem  durch 

beide  Operationen  vermieden  werden  können. 

§  4.  Beschränkt  man  sich  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen, 
dann  erleidet  eine  grosse  Anzahl  von  fundamentalen  algebraischen 
Sätzen  Ausnahmen,  so  z.  B.  der  Satz,  dass  zu  jeder  Grösse  a  eine 
andere  gehört,  deren  Quadrat  jenes  a  ist;  dieser  Satz  gilt  in  dem  bisher 
besprochenen  Bereiche  nur,  wenn  a  positiv  oder  Null  ist.  Diese  Sätze 
bekommen  dagegen  durchgängig  Geltung,  sobald  man  das  Gebiet  der 
Grössen  in  passender  Art  erweitert.    Das  soll  jetzt  durchgeführt  werden. 

Die  bisher  betrachteten  Zahlen  können  durch  die  Anwendung 
einer  endlichen  oder  einer  unendlichen  Anzahl  der  fundamentalen 
Operationen  aus  der  1  abgeleitet  werden.  Wir  führen  neben  dieser 
eine  neue  Einheit  j  ein  und  betrachten  das  Gebiet  aller  Zahlen 

in  denen  «j,  «g  beliebige  reelle  Grössen  bedeuten.  Eine  derartige  Er- 
weiterung ist  nur  dann  von  Werth,  wenn  das  neue  Gebiet  wirklieh 
umfassender  wird,  als  das  frühere,  d.  h.  wenn  j  nicht  schon  unter  den 
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reelleii  Zahlen  enthalteu  ist;  wenn  ferner  auch  dieses  Gebiet  sich  durch 
die  elementaren  Rechnungsoperationen  reproducirt;  und  wenn  endlich 
auch  in  dem  neuen,  erweiterten  Bereiche  die  besprochenen  Gesetze  der 
elementaren  ()j)erationen  gelten. 

Es  ist  also  zunächst  nothwendig,  dass  mit 

r/  =  a,  +  aj,     h  =  /i,  +  ßj 

auch  die  Summe  beider  Gr()ssen  in  dem  neuen  Gebiete  vorkommt. 
Wir  definiren  nun  die  Summe  von  a  und  b  durch  die  Gleichung 

«  +  6  =  («,  +  ß^)  +  («.  +  ß.)j 
und  erkennen  aus  dieser  naturgemässen  Erweiterung  der  Addition,  dass 
nicht  nur  unsere  eben  ausgesprochene  Forderung  befriedigt  ist,  sondern 
dass  auch  die  Gesetze  der  Addition 

a  -^b  =  h-j-  n,     {a -\- b)  -\-  c  =  {a -\-  c)  +  b 

bestehen  bleiben,  weil  sie  für  die  reellen  Bestandtheile  u,  ß,  ■  •  • 
Geltung  haben. 

Bei  der  Multiplication  erhalten  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  formalen  Gesetze  der  reellen  Zahlen  auch  hier  gelten, 
ab  =^  aiß^-\-  {u^ß^  +  «a/^Oi  +  Dc,ß.^:)j] 

soll  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  wieder  dem  Gebiete  angehören, 
so  muss  nothwendiger  Weise 

0)  jj  =  «1  +  «2i 

gesetzt  werden,   wobei  1^^,  u.^   reelle   Zahlen    bedeuten.     Je    nach    der 

Wahl  von  «,,  iic^  können  also  verschiedene  Productbildungen 

ab  =  (a,^,  -f-  a,ß,i(^)  +  {cc^ß,  +  a.ß^  +  cc^ß.U^)] 
auftreten. 

Nun  ändert  sich  aber  unser  erweitertes  Zahlengebiet  in  seiner 
Gesammtheit  und  seinem  Umfange  nicht,  Avenn  man  statt  der  Einheit  j 
die  neue  Einheit 

einführt,  da  ja 

«1    +   «2i  =     («1    +    2    «L'^'u')    +   «2^1 

und 

«1  +  «aii  =  («1  ~  2  "^''J  +  "-^^ 

ist.  Diese  Abänderung  hat  den  Vortheil  im  Gefolge,  dass  die  Mul- 
tiplicationsregel  im  neuen  Gebiete 
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einfacher  wird,  als  die  für  j  aufgestellte.  Sie  zeigt,  dass  das 
Quadrat  von  j^  eine  reelle  Zahl  ist.  Wäre  diese  Zahl  positiv 
oder  Null,  so  gehörte  auch  jj  und  folglich  j  dem  reellen  Zahlengebiete 
an,  und  es  träte  sonach  keine  Erweiterung  desselben  ein.  Soll  dies 
vermieden  werden,  so  haben  wir 

iiii  =  — ^^ 
zu  setzen,   indem  wir  dabei  unter  h  eine  reelle  Zahl  verstehen.     Jetzt 
ändern  wir   die  Einheit  j^   wiederum   ab,   indem   wir   ohne   Eingriff  in 
den  Gebietsumfang 

*  A: 

benutzen;   der  aus  1  und  i  gebildete  Bereich  ist  wieder  identisch  mit 
dem  aus  1  und  j^   oder  dem  aus    1   und  j   gebildeten.     Dies   ist  des- 
wegen geschehen,  weil  die  Multiplicationsregel  hier  besonders  einfach 
lautet,  nämlich 
(8)  ü  =  —  1. 

Da  jede  Gleichung  (7)  auf  (8)  führt,  so  ist  dies  ein  Zeichen  dafür, 
dass  es  verschiedene  Gebiete  dieser  Art  nicht  giebt. 

Das  aus   1  und  i  gebildete  Gebiet  nennen  wir  das  gewöhnliche 
complexe,  oder  kurz  das  complexe  Gebiet.     In  ihm  ist 

{ah)c  =  {a,ß,y,  —  a.ß.^y^  —  a.ß^y.,  —  a.,ß,y,) 

+  («1/^172  +  «1^2  71  +  «.^/^i^i  —  «2/^2  7.0  ^ 
und  daraus  erkennt  man  die  Gültigkeit  der  Regeln  (o)  und  (4). 

Es    handelt    sich    noch    um    die    Ausführung    der    Division.      Die 
Gleichung 

1  a,  —  ccai  (X,   —  «o* 


zeigt,  dass  auch  die  Division  stets  innerhalb  des  Gebietes  vollzogen 
werden  kann,  sobald  aj"  -}-  a./  von  Null  verschieden  ist.  Da  nun 
a, ,  «2  reelle  Grössen  sind,  so  ist  auch  hier,  wie  im  Gebiete  der  reellen 
Grössen,  nur  die  Division  durch  die  Null  unausführbar;  denn  aus 
a^^  -\-  a.^  =  0  folgt  auch  a^  ==0,  a^  =  0;  a  =  a^  ■\-  a.,i  =  0. 

§  5.  Es  könnte  den  Anschein  haben,  als  ob  unsere  Untersuchung 
nicht  allgemein  durchgeführt  wäre,  da  wir  von  vorn  herein  die  1  als 
zu  unserem  Gebiete  gehörig  benutzt  haben.  Man  könnte  also  ver- 
suchen, zwei  Einheiten  c^,  e.^  einzuführen,  von  denen  keine  reell  ist, 
und  zwischen  denen  keine  lineare  Gleichung 
(9)  T,r,  -fT.C,  =  0 
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mit  vou  Null  verschiedenen  reellen  Coet'licienten  t  besteht,  hi  diesem 
Falle  handelt  es  sich  um  den  Bereich  der  Zahlen 

in  ihm  sollen  die  oben  aufgestellten  Gesetze  Gültigkeit  behalten.  An 
erster  Stelle  ist  eine  Festsetzung  hinsichtlich  der  Multiplication  in 
der  Form 

(10)  c^c^  =  b^e^  +  b^e.^,     e.^e^  =  b^'e^  +  b^'c.^, 

erforderlich,  damit  alle  Producte  unseres  Gebietes 

(«if,  +  «2^2)  {k^x  +  ^2^2) 
wieder  die  gewünschte  Form  annehmen.     Weiter  müssen  wir,  um  dem 
aus   (3)  folgenden   besonderen  Falle    <",  <^2  =  ^'2 ^'1   Rechnung   zu   tragen, 
l)^  =  b^,   b.^  =  62'  setzen;   dadurch  ist  dann  (3)  auch  gleich   allgemein 
befriedigt,  da  jetzt 
(cc,t\  +  a.e.)  (/3ie,  +  ß.^r.;)  =  cc^ß^e^^  +  {a,ß,  +  a,ß^)  c,e.,  +  cc,ß.,rj 

gesetzt  werden  kann.  Die  Bedingung  (4)  fordert,  wie  man  auf  die- 
selbe Art  sieht,  auch  nur  die  Erfüllung  der  einen  Gleichung 

^1(^1^2)  =  (^1 61)^2; 
welche  in  die  beiden  Forderungen  zwischen  den  reellen  Coefficienten 

a^c,  =b,k^, 

«1^2  +  «2^2  =  «'2^1  +  ^/ 

zerfällt  und  allgemein  durch  die  Annahme 

a^  =  ^v  -\-  ^Q,     b^  =  xf/,     q  =  xv, 
öfg  =  Afi,  b^  =  Iv,     Cg  =  ■x,^  —  VQ 

befriedigt  wird.  Somit  erhält  man  an  Stelle  von  (10)  als  Multipli- 
cationsfestsetzungen ,  die  unseren  Bedingungen  genügen, 

(10*)  e^ea  =  ^^le,  +  kvc.^, 

c,/  =                xv(\  +  {x^  —  vQ)e2. 
Hieraus  kann  man  jedoch  folgern 
/^^\  fi  ^  <'i  —{Iv  4-  (ig)  ^^  _^»JzJjL 

d.  h.  die  Existenz  einer  linearen  Beziehung,  welche  zwischen  c\  und  e.^ 
entgegen  der  in  (9)  gemachten  Annahme  besteht.  Diesem  Dilemma 
können  wir  nur  durch  die  Annahme  fi  =  0,   oder  v  =  0,   oder  durch 
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Q  ==  0  ausweichen.  Aus  einer  der  beiden  ersten  Annahmen  z.  B.  aus 
}i  =  0  würde 

(e^  —  Xv)ei  =  0 

folgen,  d.  h.  e^  bezw.  e^  müsste  eine  reelle  Zahl  sein,  sobald  es,  wie 
wir  annehmen,  aus  dem  Verschwinden  eines  Products  folgt,  dass  einer 
der  Factoren  verschwindet.  Der  Annahme  nach  sollten  aber  c^,  c^ 
nicht  reell  sein.     Man  hat  deshalb  q  =  0  zu  setzen  und  findet 

(10")  e^e^=^%^e^-\r  Ive.;^, 

e^  ^=  'KvCy  -\-  Kiie.^. 
Hieraus  ergiebt  sich  weiter 

hätten  nun  x   und  A   das   gleiche  Vorzeichen,    so   könnte   wieder  eine 
Gleichung  von  der  Form  (9)  mit  reellen  Coefficienten  gefolgert  werden; 
wir  müssen  deshalb  als  Zusatzbedingung  die  Ungleichung 
(10°)  X  •  A  <  0 

aufstellen.  (10'')  und  (10*^)  liefern  dann  alle  gewünschten  Systeme. 
Wir  können  jetzt  leicht  erkennen,  dass  wir  nichts  Neues  erlangt  haben. 
(10^)  liefert 

{Xv  —  ej)ci  4"  A/igg  =  "j  bezw.  (jf^t  —  ^2)61  +  kve^  =  0 

x^uCj  +  {kv  —  61)62  =  0,  xve^  -J-  (xfi  —  62)^2  =  O3 

hieraus  folgt 

(ßi  —  Ivy  ==  jcAfi^,     bezw.     (<?2  —  ^i")^  =  yclv^, 
c,  =  Av  +  /[i  ]/jcA,  62  '^  '^i"'  ib  v]/;cA, 

so  dass  Cj  wie  e.^  zu  unseren  gewöhnlichen  complexen  Zahlen 
gehören.  Die  Grösse  1,  welche  in  unserem  Gebiete  durch  £^^4-^2^2 
dargestellt  und  durch  die,  für  beliebige  «j,  a^  geltende  Gleichung 

(«1^1  +  «2^2)  («1^1  +  h^-i)  ==  «1^1  +  «2^2 
definirt  sei,   lässt   sich  leicht  berechnen.     Man  braucht    nur    zur   Be- 
stimmung von  £,,  £2  die  besonderen  Gleichungen 

^1  (*i^i  "T  ^2^2)  "^^  ^ij         ^2(^1^1    1    ^2^2)  "^^  ^2  • 
zu  verwenden  und  erhält  für  die  Coefficienten  s  die  Werthe 

V  —  u, 

'     —  £.>  — 


so  dass  man 


1 


vBi  —  (le^ 


erhält,  wobei  wegen  (10*^)  der  Nenner  nicht  verschwinden  kann. 


3  Erste  VorlesuDg  §  6. 

{^  6.    Die  Frage  nach  den  Eigenschafteu  uud  der  Darstellung  der 
aus  drei  unabhängigen  Einheiten  gebildeten  Systeme 

ist  schwieriger  zu  beantworten.  Die  Herren  Weierstrass  und  Dede- 
kind  haben  dies  Problem  in  den  Gott.  Nachr.  von  1884,  1885,  1887 
behandelt.  Wir  wollen  hier  nur  eine  Eigenthümlichkeit  dieser  Systeme 
herleiten,  auf  Grund  deren  wir  dann  von  der  Einführung  solcher  all- 
gemeinen Zahlen  absehen  können. 

Die    Nothwendigkeit,    den    Producten    CjC, ,  e^e.^,  ^ifg,   •••   wieder 
die  Form 

zu  geben,  damit  die  Multiplication  innerhalb  unseres  neuen  Grössen- 
gebietes  ausführbar  sei,  fordert  die  Existenz  von  sechs  Gleichungen 
der  Form 

Cj  «73  =  c'i  ßf  ~r  c.^e.^  -j-  f 3  <?3  =  c.c^, 

bei  deren  Aufstellung  wir  sogleich  dem  commutativen  Gesetze  der 
Multiplication  Rechnung  getragen  haben.     Aus  ihnen  folgt 

^1^1    +   (^■'2  —  ^1)^2  +  ^3^3   =  0, 

qq  +  c^e.,  +  (>3  —  f-i)  63  =  0, 

und  es  muss  also  die  Determinante  dieses  Gleichungssystems 
«j  —  e^      a.^  «3 

b,      h.;,  —  c^      />3        =  —  e^^-\-c;\ay+K,  +  c.^)  —  c,{h.,c^  —  h^c.,  +  ---) 
Ci  Co      63  —  6,1  +(«i&2^3  — «1^3^2  4- •••) 

den  Werth  Null  haben.  Aus  der  elementaren  Algebra  ist  bekannt, 
dass  das  Polynom 

—  x'  +  x' (a,  -}- h., -\- c^)  —  X (h,c^  —  h^c,  -f  •••)  +  (^1  K^s  —  ^hhc-i  +  ••) 
mit  reellen  Coefficienten  identisch  in  die  Form 
(ä;,  —  x^  (a-g  —  x)  {x^  —  x) 

gebracht  werden  kann,  in  welcher  a;,,  x.,,  x^  drei  reelle  oder  auch 
eine  reelle  und  zwei  gewöhnliche  complexe  Grössen  bedeuten.  Daher 
kann  man  die  Determinanten-Gleichung 
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{x,  —  <?i)  (^3  —  e,)  (x.,  —  e,)  =  0 
schreiben  und  ebenso  findet  man 

iVi  -  ^2)  iVi  -  ^2)  (2/3  —  ^2)  =  0, 

(^1  —  ^3)  (^2  —  ^3)  (^3    -  «3)   =  <^; 

die  Xf  y,  z  sind  reelle  oder  gewölinliclie  complexe  Grössen.  Lässt  man 
nun  auch  in  diesem  Gebiete  den  Satz  gelten,  dass  ein  Product  nur 
dann  verschwinden  kann,  wenn  einer  seiner  Factoren  ver- 
schwindet, so  folgt  aus  den  letzten  drei  Gleichungen,  dass  e^,  «g?  "^s 
gewöhnliche  complexe  Grössen  bedeuten,   und  dass  sonach  das  Gebiet 

mit  dem  durch  die  Einheiten  1  und  i  constituirten  identisch  ist.  Will 
man  umgekehrt  neue  Einheiten  einführen,  so  muss  jener  Satz  vom 
Verschwinden  des  Products  fallen.  Als  Beispiel  hierfür  mag  Folgendes 
dienen.     Wir  setzen  als  Multiplicationsgleichungen  fest: 

^1"  —  ^2  ~r  %j     ^1^2  —  ^3> 
e.j,"  =  ^3  +  Ci ,     ^2^3  ^^  ^1 7 

^3"  """^  ^1  ~r  ^2  ?     ^3^1  ^^  ^2  5 
dann   gelten    alle    aufgestellten   Multiplicationsregeln.      Mau    findet    in 
diesem  Gebiete  die  Gültigkeit  der  Gleichungen 

{e,  +  ^2  —  63) «3  =  0,     (ei  —  ^2  +  ^3) e^  =  0;  •  •  • ; 
trotzdem  keiner  der  auftretenden  Factoren  gleich  Null  ist.     Setzt  man 

^1   =  —    ^1   +  ^2  +  ^3,       ^2  =  ^1   —  ^2   +  ^37       ^3  =  ^1   +  6-'  —  t'a, 

so  erhält  man  für  die  Einheiten  Tt\  die  noch  übersichtlicheren  Mul- 
tiplicationsgleichungen 

^1'  =  2  (—  ?;i  +  ^2  +  %);    >?i^2  =  <'^ 

^i    =  2  (^1  —  %  +  ^3)^  »?2%  =  0>       , 

^/s^  ^  2  Oh  +  ^2  —  ^3),       n^nx  =  <J- 

Dieselben  Betrachtungen  hätten  wir  auch  schon  im  vorigen  Para- 
graphen bei  der  Behandlung  von  e^  und  ^2  anstellen  können.  Es  wäre 
dann  aus  a  =  0  oder  v  =  0  in  (10*),  d.  h.  aus 

Cj  [gj  —  A  i-]  =  0     oder     e.y  [e>  —  x  ju.]  =  0 

nicht  nothwendig  gefolgt,  dass  jede  der  Grössen  e^,  c.^  reell  ist,  und 
wir  hätten  den  Uebergang  von  (10*)  zu  (10'')  nicht  zu  macheu  brauchen. 
Wir  wollen  aber  für  unser  Gebiet  den  Satz,  dass  ein  Product 
nur  verschwindet,  wenn  ein  Factor  verschwindet,  durchaus 
allgemein  gelten  lassen  und  sind  dann  darauf  augewiesen,  im  Gebiete 
der  aus  1  und  i  gebildeten,  gewöhnlichen  complexen  Zahlen  zu  bleiben. 
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Erste  Vorlesung  §  7—8. 


§  7.  E.s  ist  nunmehr  augezeigt,  auf  die  Theorie  der  gewöhnlichen 
eomplexen  Zalilen  genauer  einzugehen,  und  zwar  wollen  wir  zunächst 
die  geometrische  Darstellung  derselben  besprechen. 

Wenn  man  in  einer  Ebene  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
einführt,  die  Abscissen  mit  x  und  die  Ordinaten  mit  y  bezeichnet,  so 
kann  man  jeden  Punkt  dieser  Ebene  durch  ein  reelles  \Verthei>aar 
{x,  y)  und  umgekehrt  durch  jeden  Punkt  ein  reelles  Werthepaar  dar- 
stellen. Die  Strecke,  welche  den  Nullpunkt  mit  dem  Punkte  {x,  y) 
verbindet,  wollen  wir  als  geometrische  Repräsentantin  der  Grösse 

2  =  X  -\-  iy 

ansehen.  Die  Darstellung  reeller  Grössen  als  Strecken  einer  geraden 
Linie  mit  demselben  Anfangspunkte  ist  unter  unserer  Festsetzung  als 
besonderer  Fall  enthalten.  Die  absolute  Länge  der  von  0  nach 
{x,y)  gehenden  Strecke  wollen  wir  den  Modul  von  g  oder 
den  absoluten  Betrag  von  z  nennen  und  durch  s  j  bezeichnen. 
Man  hat  daher 

k  I  =  V^^Tf, 

wobei    der    absolute   Werth    der   Quadratwurzel    zu  nehmen    ist.     Für 

reelle  Werthe  a;  ist  x  \  gleich 
,-=^'^'.'/''  dem  absoluten  Werthe  von  x. 
Hieraus  ergiebt  sich  sofort 
durch  Einführung  von  Polar- 
coordinaten  eine  neue  Aus- 
drucksweise für  z.  Wir  be- 
zeichnen mit  r  die  Länge  des 
von  0  nach  {x,  y)  gehenden 
Radius -Vectors  und  mit  (p  den 
Winkel,  welchen  dieser  mit  der 
positiven  Richtung  der  Abscissen- 
axe  bildet;  dann  ist 

(12)    a;  =  rcos(p,     y^rsingj;     z  ■-=  x-\-iy  =  r{Q,os(p -\-i  smq)). 

Um  die  Schreibweise  abzukürzen  möge  durchgeheuds^  wenn  kein  Miss- 

verständniss  zu  befürchten  ist, 


geschrieben  und  also 

(13) 


cos  •8-  4"  ^  sin  O'  =  [  ■  "^J 


gesetzt    werden.     TTier  ist   r  dorn   Modul     z     gleich    und   daher   stets 
eine  absolute  Grösse,    cp  wollen  wir  die  Amplitude  der  eomplexen 
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Grösse  z  nennen   und   mit  ampl.  z  bezeichnen.     (13)   möge   die 
Normalform  von  x  -\-  iy  heissen. 

(12)  zeigt,  dass  durch  r  und  cp  die  Werthe  von  x  und  y,  und 
damit  auch  der  Werth  von  z  eindeutig  bestimmt  sind.  Ebenso  wird 
durch  X  und  y 

r  =  yx^  +  ^f 

eindeutig  gegeben,  während  die  beiden  Gleichungen 

y 


cos  93 


smg)  = 


den   Winkel    qp    nur    bis   auf  additive   Vielfache    von   +  -^    festlegen. 
Die  Darstellung 

<p  =  arc  tang  — 

liefert  die  Amplitude  sogar  nur  bis  auf  Vielfache  von  +  ^;  ^^'^^  nicht 
in  ausreichender  Art. 

§  8.  Die  geometrische  Darstellung  einer  Summe  stützt  sich  auf 
die  Formel 

z^  =  z  -]-  z,  =  (x  +  iy)  +  (x,  +  %i)  =  (x-i-  x,)  +  *■(?/  +  2/1) 

und  zeigt,  dass  die  Abscisse  (Ordinate)  einer  Summe  gleich  der  Summe 

der     Abscissen     (Ordinaten) 

ihrer  Summanden  ist.  Setzen  _.—-:::^-^^f(-^'-^„y\y.) 

wir  '  ^'^ 

z  =  OA,z,  =  OA,,z,  =  OÄ,, 

dann    folgt,    dass    OAA.^Ai 

ein  Parallelogramm  ist,   bei 

dem  die  von  0  ausgehenden 

Seiten  die   Summanden,   die 

von  0  ausgehende  Diagonale  die  Summe  darstellen.     Die  Erweiterung 

der   Construction   auf  mehr   Summanden   ist   einfach.     Ebenso   einfach 

ergiebt   sich  die   Construction    der  Differenz   OAi  =  z^  —  z   aus   OA2 

und  OA. 

Aus  elementaren  geometrischen  Dreieckssätzen  wird  es  augen- 
scheinlich, dass  der  Modul  einer  Summe  von  zwei  Summanden 
kleiner  oder  höchstens  gleich  der  Summe,  und  grösser  oder 
mindestens  gleich  der  Differenz  der  Summanden  ist.  Der 
erste  Grenzfall  tritt  nur  dann  ein,  wenn  z  und  z^  gleiche  Amplituden 
besitzen;  der  zweite  nur  dann,  wenn  die  Differenz  der  Amplituden  von 
z  und  z^  gleich  +  jr  ist.  Analytisch  lässt  sich  dies  so  begründen. 
Es  ist 
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Yx'^f  Vx,'  +  y,'  >  XX,  +  2/y,  >  -  Vx'  +  f  j/^T+lÄ' , 

1/^+?  +  V^7+"y? ^ y(^+^)' +TjM-1Ä? >  V^'  +  !/"^  - }/ V+"^^  , 
wenn    alle    Wurzeln    positiv    genommen    werden.     Die    letzte    Formel 
liefert  den  ausgesprochenen  Satz,  nämlich 

und  seijie  Grenzfalle  werden  aus  xy,  —  Xiy  =  0  abgeleitet. 
Allgemein  gilt  die  Formel 

;.=!  -1=1      ; 

§  9.  Die  geometrische  Behandlung  der  Multiplication  knü])ft  am 
einfachsten  an  die  Darstellung  der  complexen  Grössen  in  ihrer  Xormal- 
form  au.     Man  hat  wegen  i^  =  —  1  das  Resultat 

(14)     ==>'ii'2  [  (cos^),  cosg)^—  singjisinqPjj)-]-  ^(cosqp,  sin 9).^+ sing),  cosgp.^,)  } 

=  ^l>*2[s(<Pl    +92)]; 

d.  h.  es  ist  der  Modul  eines  Products  von  zwei   (und  dann  auch 
von    mehr)    Factoren    gleich    dem    Producte    der    Moduln    der 

Facto ren,  seine  Amplitude  gleich 
y,4,  der  Summe   der  Amplituden  der 

Factoren. 

Geometrisch  gestaltet  sich  die 
Darstellung  der  Multiplication  fol- 
gendermassen.     Ist 

0A=x+iy=2,  OÄi=Xi-\-iyi  =  i:i, 

0 A.^  =  z ■  z,  =  x,-{-  hj.i  =  s.^ , 
dann    folgt    gemäss    (14)    r^  =  r  •  i\ 
oder  y-g  :  ^j  =  '" :  1  • 
Zieht  man   also  AE  so,   dass  0E=  1  ist,  dann   sind  die  beiden 
Dreiecke 

OEA     und     OA,A, 

einander  ähnlich.     Denn  es  ist  ausser  der  Proportionalität  der  von  0 
ausgehenden  Seiten  noch  wegen  (14) 

A^  OAi  =■■=  ampl.  z.,  —  ampl.  :,  =  ampl.  z  =  AOE . 
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Man  hat  daher,  um  OA.2  'z^n  construiren,  nur  über  OÄ^  ein,  dem  Dreieck 
OEÄ  ähnliches  und  ähnlich  gelegenes  Dreieck  OA^A.,  zu  zeichnen; 
OA2  ist  dann  das  gewünschte  Product. 

Für  mehrere  Factoren  erhält  man  die  Formel 


(14'') 


7tt  Hl  III 


und  ins  Besondere 

(14")  W>])'"='-'"C(9^»0]- 

Die  Division  erledigt  sich  leicht  durch  die  Bemerkung,  dass 
1 


cos  qp  -f-  i  sin  qp 
1 


=  cos  ^)  —  ?  sin  qp , 


ist.     Danach  wird 
(15) 


:(-^)] 


[:-] 


=  '7XM-f-^ 


d.  h.   der  Modul  eines  Quotienten  ist  gleich   dem  Quotienten 
aus    dem    Modul    des    Zählers    und    dem    des    Nenners;    seine 
Amplitude     gleich    der    Differenz     aus     der     Amplitude     des 
Zählers  und  der  des  Nenners. 
Zwei  complexe  Grössen 

z  =  X  -\-  i%j^     z'=  X  —  %y 
oder 

nennen  wir  conjugirte  Grössen.    Es  ist 

z  •  z  =  x^  -\-  ij=  r, 
also     das     Product     der     conjugirten 
Grössen  dem  Quadrate  ihres  Moduls 

gleich.  Jede  Grösse  ist  gleich  der  conjugirten  ihrer  conjugirten. 
Die  conjugirte  Grösse  einer  reellen  ist  ihr  selbst  gleich,  und  um- 
gekehrt: sind  zwei  conjugirte  Grössen  einander  gleich,  so  sind  sie  reell. 

§  10.     Wir  wollen  jetzt  auf  die  Elementareigenschaften  der  ge- 
wöhnlichen complexen  Grössen  eingehen. 

(I)    Aus    ir  =  —  1    folgen  für    die    höheren  Potenzen    von  i   die 
Gleichungen 


^-(■K-i/j 
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P==  —  i,      /■•'  =  1,      f'  =  i,      ■■■, 

i^"  =  \,      i^»  +  i  =  i,      i*"  +-'  =  —  1  ,      f'"  +  3  =  —  i 

bei  jedem  positiven  oder  negativen  ganz/aliligeu  n. 

(II)  Gilt  bei  reellen  Xj,  ^j;  x^,  y.j  die  Gleicbung 

dami  ist  Xj  =  x.^  und  ?/i  =  y^-     Denn  aus  der  Voraussetzung  folgt 

{x,  —  x.y  =  (?/2  —  ^i)^"'  =  —  (?/,  —  ?/,)-, 
und  es  müsste  eine  reelle  positive  gleich  einer  rellen  negativen  Grösse 
oder  gleich  Null  sein,  wenn  die  Behauptung  nicht  richtig  wäre. 

(III)  Ist  bei  reellen  öTq,  a^,  ■  ■  •  a„  eine  ganze  Function 

f{x  +  iy)  =  «0  +  «,  (a;  +  iy)  +  a,  {x  +  iyf  -\ h  ««  (^  +  ^vY 

gegeben,  so  kann  man  diese  Darstellung  durch  Entwickelung  der 
Klammern  mit  Hülfe  von  (I)  auf  die  Form 

f(x  +  iy)  ==  II  -\-  iv 
bringen.      Macht    man    dieselben    Operationen    mit    der    conjugirten 
Function 

f{x  —  iy)  =  ö^o  +  «1  (x  —  i7j)  +  ff.,  {x  —  iyY  -\ \-  a„{x  —  iy)", 

so  wird  der  Unterschied  durchgehends  nur  darin  beruhen,  dass  alle 
Potenzen  von  i  durch  diejenigen  von  —  i  zu  ersetzen  sind.  Hierbei 
ilndern  sich  die  Potenzen  mit  geraden  Exponenten,  d.  h.  die  reellen 
Summanden  nicht,  während  diejenigen  mit  ungeraden  Exponenten  nur 
das  Zeichen  wechseln.     Man  erhält  also 

f{x  —  iy)  =  u  —  iv . 

Es  sind  daher  f{x  -\-  iy)  und  f  (x  —  iy)  einander  conjugirte  Grössen, 
wenn  die  a  reell  sind. 

(IV)  Daraus  folgt,  dass,  wenn  f(x  +  iy)  =  0  ist,  auch  f{x  —  iy) 
=  0  sein  muss;  natürlich  ist  dabei  festzuhalten,  dass  die  Coefficienten 
«0,  «1,  •  •  •  reell  sind. 

(V)  Ist  fix  +  iy)=f(x  —  iy),  so  ist  der  Ausdruck  von  f{x  +  iy) 
von  i  frei,  denn  man  hat  gemäss  (HI)  v  =  0. 

4^  11.  Zum  Schlüsse  wollen  Avir  für  künftige  Zwecke  noch  die 
Noriiialform  des  complexen  Ausdrucks 

betrachten,  in  welchem  q  beliebig  klein  sein  soll,  während  über  die 
Grösse  von  ^  nichts  vorausgesetzt  ist.     Man  findet  sofort  aus  §  7 

T  =^  1/1  +  2c)  cos  ^  +  ()-  [^  arc  fang  ^  ^  ^  ^^^  ^J  • 
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Demnach  ist 

\  —Q<\r\<\  -\-  Q, 

d.  h.  T  kaun  durcli  hinreichende  Verkleinerung  von  q  der  Einheit 
beliebig  nahe  gebracht  werden.     Ferner  ist 

,  1    +   P  C03  &  ^14-0 

cos  ampl.  T  =  .- -^rr  <  „ — ^^    - 

]/ 1  —  2  9  cos  «• -f- 9"  —  1  —  9 

und  somit  kann  ampl.  r  beliebig  klein  gemacht  werden,  wenn  man  den 
Werth  des  Moduls  q  hinlänglich  verringert. 

Hieraus    folgt,    dass,    wenn    man    eine    beliebige    complexe 

Grösse    x -\-  iy    mit    1  -f- P    .'^\    multiplicirt,    bei    hinreichend 

kleinem  q  das  Zeichen  des  reellen  Teiles  von 

(x-{-iy){l  +  Q[l^»]) 

mit  dem  von  x,  das  des  imaginären  Theiles  mit  dem  von  y 
übereinstimmt,  wenigstens  sobald  x  bezw.  y  von  Null  ver- 
schieden ist. 


Zweite  Vorlesung. 

Ganze  Fimctionen  und  algebraische  Gleichungen. 

§  12.     Verstehen  wir  unter  a^,  a^,  •  •  •  «„   complexe  Grössen  von 
der  Form 

ax  =  Q).  •  Ls  ^aJ         (A  =  0,  1,  •  •  •  w)  , 

deren    erste    von   Null    verschieden   ist,    und    unter   s    eine    complexe 
Variable 

0  =  x  -\-iy  =  r  [Ja], 
so  sagen  wir,  es  sei 

(1)  fXz)  =  «00«  -f   «1^«-!   +  «2^»"-  H h   an_iS  +  On 

eine  ganze  Function  «**"  Grades  von  0,  und  die  Gleichung 

(2)  fh)  =  0 

eine  algebraische  Gleichung  «*""  Grades  in  z.     Wir  nennen  f{s) 
das  Polynom  der  Gleichung  (2)  und  setzen  es,  wenn  nichts  anderes 
bemerkt  ist,  als  nach  fallenden  Potenzen  der  Variablen  geordnet  voraus. 
Bezeichnen  wir  ferner 

f(2)  =  w  =  li  -\-  iv , 


1(3  Zweite  Vorlesun»  §  12 — 14. 

30  ist  durch  (1)  jedem  Wertbe  von  z  ein  Werth  von  w  y.ugeordnet. 
Man  hat  dabei  die  rationale  Darstellung  von  u  und  v  in  der  Form 

u  =  p^r"  cos  («03  +  «(,)  -\-  pj»-"— '  cos  ((«  —  1)  üj  +  «i)  -{-  •  •  •, 

^'  '     V  =  QqV"  sin  (na  -f-  «o)  ~l"  Pi  >"""'  sin  {{n  —  1)  «  +  «i)  +  •  •  • 

Durch  (3)  sind  u,  r  vermittels  der  Polarcoordinaten  von  z  ausgedrückt; 

da  aber,  wie  die  Formel  (14*^)  aus  der  ersten  Vorlesung  lehrt, 

n(n  —  l)     ,     „    o    ,    n(n  —  l)(n  —  2)(n  —  3)          ,    . 
r"cosn(o=x"  —    ^^   ^  ^x"--y--{-    ^        ^^        -^ 'x"-*i/ , 

r"smncü  =     x"~^y ^^ —  -x''~^if  -\-  •  ■  ■ 

ist,  so  kann  man  auch  u,  v  rational  durch  x,  y  ausdrücken. 

§  13.     Die  Werthe  von  z  haben  wir  durch  Punkte   einer  Ebene, 
der   {x,  y)- Ebene  repräsentirt;    ebenso   wollen   wir   die   Werte  von    w 
durch   die  Punkte   einer    zweiten  Ebene,    der  (t/,  tj)-Ebene  darstellen. 
Dann  sagen  wir,  diese  mj- Ebene  liefere  ein  durch  die  Gleichung 
(5)  tv  =  f{z) 

vermitteltes  Bild  der  5;-Ebene,  oder  die  ^-Ebeue  sei  durch  (5)  auf 
die  «ü-Ebene  abgebildet. 

An  diese  Auffassung  knüpft  sich  sofort  eine  Reihe  von  wichtigen 
Fragen,  z.  B.:  Gehören  zu  verschiedenen  Punkten  der  ^ -Ebene  auch 
verschiedene  Bildpunkte  der  ^{;-Ebene?  Ist  jeder  Punkt  der  ^^;-Ebene 
das  Bild  eines  Punktes  der  ^- Ebene?  Wie  bildet  sich  eine  gegebene 
Curve  der  ^-Ebene  auf  die  zt'-Ebene  ab?  u.  s.  f. 

Ein  einfaches  Beispiel  möge  diese  Verhältnisse  erläutern.     Es  sei 

w  =  f{z)  =  z"-  =  r"  !    nG}\, 

also 

r"  cos  wo  =  «,     r"  sin  nc3  =  v . 

Dann  sieht  man,  dass  sich  die  Punkte  z  =  0  und  tv  ==  0  entsprechen, 
so  dass  w  =  0  das  Bild  des  Einen  Punktes  z  =  0  ist.  Ferner  bildet 
sich  der  Kreis  \  z  ^  =  r  in  den  Kreis  \  w  \  =  r"  ab,  und  der  Radius- 

Vector    -  =  tang  03   in  den  Radius -Vector      =taugno3.     Lassen  wir 

nun  den  Punkt  z  den  Kreis  \  z  \  =  r  derart  durchlaufen,  dass  die 
Amplitude  von  z  stetig  wachsend  von  0  bis  27r  geht,  so  wird  w  den 
Kreis  |  ^(;  |  ==  r"  derart  durchlaufen,  dass  ampl.  iv  gleichfalls  stetig 
wachsend  von  0  bis  2n7i  geht,  d.  h.  w  wird  diesen  Kreis  «mal  durch- 
laufen.   Jedem  Radius  —  =  tang  r  entsprechen  dabei  die  n  Radien 

y         ,  X         ,  r  -\-  2n  ,  r  4-  (2n  —  2)7t 

''  =  tang     ,     tang  ,    ■  •  •  tang         ^  '    • 
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Dieser  Satz  ist  ein  Specialfall  des  aus  (4)  folgenden  allgemeineren, 
dass  jeder  geraden  Linie  a«  -{-  ßv  =  1  der  (u,  u) -Ebene  eine  Curve 
n*^""  Ordnung  in  der  (x,  ?/) -Ebene  entspricht. 

§  14.  Eine  Fundamentalfrage  ist  die,  ob  jedem  reellen  Werthe- 
paar  u^,  v„  ein  reelles  Werthepaar  x,  y  entspricht,  dessen  Bild  u^,  Vq 
ist.  Bezeichnen  wir  ii^  -\-  iv^  =  ^^"(,,  so  kommt  dies  auf  die  Entschei- 
dung darüber  hinaus,  ob  e»  einen  Werth  z  giebt,  der 

w  —  iCq  =  0 
macht.  Da  ferner  iv  —  tv^  wieder  von  der  Form  (1)  ist,  so  ist  also 
die  Fundamentalfrage  darauf  reducirt,  ob  man  dem  Argumente  z 
in  der  Function  f{z)  einen  solchen  Werth  beilegen  kann,  dass 
(2)  erfüllt  ist.  Einen  derartigen  Wert  ^^  =  ^o  +  *^o  nennen  wir  eine 
Wurzel  der  algebraischen  Gleichung  (2);  in  Anknüpfung  an 
unsere  geometrische  Darstellung  wollen  wir  ein  solches  z^  auch  Wurzel- 
punkt oder  Nullstelle  der  Function  f(z)  nennen. 

Aus  der  Definition  der  Wurzel  ergiebt  sich 

/'(-")=/'(^)-/'(^o)=«o(^"-^o)+«a(^"-^-^rO+«2(^"-'-^r')+--- 

d.  h.  wenn  z^  eine  Wurzel  von  (2)  ist,  dann  ist  nach  (6)  die  ganze 
Function  f{z)  durch  z  —  z^  theilbar,  derart,  dass  der  Quotient  eine 
ganze  Function  des  Grades  [n  —  1)  mit  demselben  Anfangscoefficienten 
öTq  ist.  Besteht  umgekehrt  eine  derartige  Theilbarkeit  für  den  linearen 
Ausdruck  z  —  Zq,  dann  zeigt  die  Substitution  z  =  ^y,  dass  /'(^„)  =  0, 
also    Zq    eine    Wurzel    von    (2)    wird.      (6)    schreiben    wir    kürzer   in 

der  Form 

f(z)  =  iz-z,)f,{z). 

Hat  nun  auch  f^{z)  ==  0  eine  Wurzel  Z-^,  dann  folgt  ebenso  weiter 
f(z)  =.{z  —  z^)  {z  -  z^)f,^  {z) , 
und  wenn  Zy  von  Zq  verschieden  ist,  was  wir  durch  ^j  =f=  ^o  ausdrücken, 
dann  besitzt  f{z)  =  0  die  beiden  Wurzeln  z^,  z-^.  Ist  aber  z^  =  z^, 
so  wollen  wir  die  üebereinkunft  treffen,  z^  als  Doppelwurzel  zu 
bezeichnen  und  bei  der  Abzahlung  der  Wurzeln  zweifach  zu  rechnen. 

Besitzt  f<i^{z)  =  0  wiederum  eine  Wurzel  z^,  dann  ergiebt  sich 
f{£)  =  {z  —  z^)  {z  —  z^)  {z  —  z^)  f^  (z) , 
und  ({z)  =  0  hat,  je  nachdem  alle  Werthe  z^,  z^,  z.2  unter  einander 
verschieden,  oder  zwei  und  nur  zwei  von  ihnen  einander  gleich,  oder 
alle  drei  einander  gleich  sind,  drei  Wurzeln,  oder  eine  einfache  und 
eine  Doppelwurzel,  oder  endlich  eine  dreifache  Wurzel.  In  dieser 
Weise  kann  man  weitergehen,  allenfalls  bis  zu  einem  Polynome  fn{^)- 

Netto,  Algebra.    I.  "^  "2 
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Das  muss  dann  wegen  der  Verringerung  der  Gradzahleu  eine  Constante 
sein  und  daher  mit  ^z,,  zusammenlallen.    Besitzt  also  jede  algebraische 
Gleichung  auch  nur  eine  Wurzel,  so  folgt  die  Formel 
(7)  ;■  ^2)  =  «0  (-"  -  O  (^  -  ~^)  (^  -  ^2)  ■■■{z  —  Zn-i), 

und  daraus  würde  sich  dann  zeigen,  dass  eine  jede  ganze  Function 
n*«°  Grades  in  n  lineare  Factoreu  von  der  Form  2  —  Za  zer- 
legbar ist.  Heisst  allgemein  z„  eine  W(,-fache  Wurzel  von  (2), 
wenn  (z  —  -?«)'""  die  höchste  in  f{z)  aufgehende  Potenz  von  (z  —  Za) 
ist,  und  rechnet  man  bei  der  Abzahlung  der  Wurzeln  eine  solche  als 
äquivalent  mit  w„  Wurzeln,  so  kann  man  aus  (7)  schliessen,  dass 
dann  eine  jede  Gleichung  «'""'  Grades  n  Wurzeln  besitzt, 
welche  gleich  oder  verschieden  sein  können. 

Es  fragt  sich,  ob  /'(/)  noch  andere  Wurzeln  oder  eine  derselben 
in  einer  höheren  Multiplicität  als  der  aus  (7)  sich  ergebenden  haben 
kann.  Ist  «q  =4=  0,  so  kann  dies  nicht  eintreten,  da  sonst  f{z)  durch 
noch  weitere  lineare  Factoren  s  —  z'  theilbar  wäre  und  demnach  einen 
höheren  als  den  n*®"  Grad  erreichen  würde.  Besitzt  also  f{s)  =  0 
mehr  als  n  Wurzeln,  dann  ist  a^  =  0,  und  damit  wird  f(z)  identisch 
Null,  d.  h.  a^^  0,  0^  =  0,  ■  ■  ■  a„=  0;  dann  wird  die  Gleichung  natür- 
lich durch  jeden  Werth  von  z  befriedigt. 

Der  Fundamentalsatz  der  Algebra  beruht  nach  dem  Besprochenen 
auf  dem  Nachweise  der  Existenz  einer  Wurzel  für  jede  algebraische 
Gleichung  (2).  Dieser  Nachweis  soll  in  der  nächsten  Vorlesung  auf 
verschiedene  Arten  geführt  werden.  Hier  müssen  wir  noch  einige  Vor- 
bereitungen zu  diesem  Beweise  treffen  und  wollen  zunächst  einen 
Schluss  aus  unseren  letzten  Ueberlegungen  ziehen. 

§  15.     Ist 

f/i^,  y)  =  <pMy"  +  <P,(a;)r~'  H h  (Pn-iix)y  -f  cp„{x) 

eine  ganze  Function  der  reellen  Variablen  x  und  y,  so  dass  alle 
^07  9n  •  •  •  9^/1   ganze  Functionen  von  x  sind,  dann  können  die  Punkte 

Xk,  ifk  mit  reellen  Coordinaten,   welche   die 
Gleichung 

(8)  g{x,y)  =  0 

befriedigen,  in  der  {x,  y)- Ebene  kein  noch  so 
kleines  Flächeustück  stetig  anfüllen,  sondern 
nur  eine  Curve  bilden;  ausgenommen  ist  der 
Fall,  dass  g{x,  y)  identisch  gleich  Null  ist. 
Gäbe  es  nämlich  ein  derartiges  Flächen- 
stück {E),   so  würden  unendlich  viele  Werthe   von  x  vorhanden  sein, 
wie  .r',  für  welche  (8)  unendlich  viele  Wurzeln  y'  besitzt.    Es  müsste 


ih 
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sonach  infolge  der  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  für  alle  diese 
Werthe  x' 

fp^{x')  =  0,     cpi  {x')  =  0,     ■  ■•  (pn  (x)  =  0 

sein,  und  daraus  folgt  dann  aus  gleichen  Gründen,  dass  alle  9/  {x) 
identisch  verschwinden  müssen,  dass  also  g  (x,  y)  selbst  identisch 
gleich  Null  wird. 

§  16,  Ist  eine  ganze  Function  (1)  gegeben,  dann  kann  man, 
wenn  z  \  die  Grenze  r  nicht  überschreitet,  eine  Grenze  JR  angeben, 
welche  iv  \  nicht  überschreitet.  Mit  anderen  Worten:  Jedes  end- 
liche Flächenstück  der  {x,  ?/)-Ebene  hat  als  Bild  ein  ganz  im 
Endlichen  gelegenes  Flächenstück  der  {in,  v)-Ebene. 

Man  hat  nämlich  nach  §  8 

\w\^\  %z'^  j  +  i  a^z—^  j  +  I  «2-^»--  IH 

^  i  »0  k"  +  I  «1  i  »'""^  +  '  «2 1 ^'""^  +  •  •  •• 

Ist  Q  der  grösste  imter  den  Moduln  g^,  p, ,  •  •  •  p,,  der  complexen 
Zahlen  «q,  «, ,  a^,  •  •  •  an,  so  folgt  daraus 

\iü\<Q  [r"  +  r^-i  +  r"-^  +  •  •  •  +  IJ . 

Wenn  >•  >  1  ist,  dann  ist  der  Werth  der  Klammer  <  «r"  -|-  1;  wenn 
r  =  1 ,  dann  ist  er  =  m  -|-  1 ,  und  wenn  r  <  1  ist,  dann  ist  er  <  n  -\-  1 ; 
also  in  allen  Fällen 

\w\<Q{n-\-  l)(r«  +  1). 

Man  braucht  deshalb  nur 

R  =  Q{n+V)  (»-»  -f  1) 

zu  nehmen,  um  die  Forderung  erfüllt  zu  sehen. 

§   17.     Man   kann   eine   Grenze   r^   so  bestimmen,   dass   für 
alle     z  I  >  Tq 
(9)  f{z)  ==  ao0"(l  +  ö)     mit       6    <d 

wird,  wo   8  eine  positive,  beliebig   kleine,    gegebene    Grösse 
bedeutet,  die  wir  von  vorn  herein  kleiner  als  1  annehmen. 
Dividirt  man  (1)  durch  a^z^ ,  dann  entstellt 


=  1  +  ?^-^  +  ?^-^  + •••  +  ."  ^-", 


so  dass  man  für  die  in  (9)  eingeführte  Grösse  6  die  Beziehung  findet 


6\  < 


^'      + 


-     ^-'      + 


Um    dem    aufgestellten   Satze  zu   genügen,    soll   dieser  Ausdruck  <  8, 
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also  jedeufalls  gleich  einem  ecliteu  Bruche  gemacht  werden;  dabei  ist 
^  nach  der  Definition  von  q  im  vorigen  Paragraphen  mindestens 
gleich   1.    Der  Sicherheit  halber  sei  r^  >  1^  und  es  wird  dann 

>l<f^-"'(l  +  ,!  +   '•>+•••  i»  i»tin.) 

Po     »0  —   1 

zu  setzen  sein.     Sobald  man  daher 

(«•)  '■„  >  1  +  M- 

annimmt,  bekommt  man  die  durch  (9)  geforderte  Bestimmung  von  >;,. 
Die  erhaltene  Grenze  für  Jq  giebt  zugleich  eine  obere  Grenze  für 
den  absoluten  Betrag  der  etwa  vorhandenen  Wurzeln  von  (2),  wie  nahe 
man  auch  Ö  der  Einheit  kommen  lässt.  Denn  ist  \  ß  .  >  r^,  so  gilt  (9), 
und  f{z)  kann  nicht  verschwinden,  da  a^z'^  von  Null  verschieden  ist, 
und  \  -\-  G  einen  positiven  reellen  Theil  besitzt.  Es  ist  demnach, 
wenn  mau  in  (9'')  d  =  1  nimmt, 

(9")  >o  =  1  +  ! 

eine  obere  Grenze  für  den  absoluten  Betrag  der  Wurzeln  von  (2). 
Sind  ins  Besondere  alle  n^,  ('■^^,  •  ■  ■  a„  reelle  Grössen,  und  lässt  man 
auch  für  s  nur  reelle  Werthe  x  zu,  so  folgt,  dass 
f{x)  =  a^x"  +  a^x"-'^  +  •  •  •  +  a„ 

für  alle  a;  >  1  +  '  —     dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  a,,x" .     Es  be- 

1    ""O    I 

deutet  dabei  a  den  absolut  grössten  Werth,  der  unter  den  Moduln  der 
Coefficienten  auftritt. 

^5  18.     Ist  in  dem  Polynome 

(1)  /-(.S)   =  ÜqS'^  +  «1^'— 1  +   «2-^""'   + h   C'n-l2  +  (In 

a„  von  Null  verschieden,  dann  kann  man  für  \z\  eine  obere 
Grenze  r  derart  bestimmen,  dass  für  alle  2,  deren  Modul 
kleiner  als  r  bleibt, 

(10)  /^(^)  =  a„(l  +  ö) 

wird,  wobei  |  0  |  kleiner  ist  als  eine  gegebene  kleine  Grösse  s 
die  wir  <  1  voraussetzen  wollen.     In  der  That  ist  gemäss  (10) 

l<J,< 


,1^ 

1  + 

«n-2 

1  ^ 

f  + 

'  + 

'  ,■?  ^ 

+   •• 

+ 

/-  '" 
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^  uud  wenn  wir  von  vorn  herein  \  z  \  <.  1  setzen,  so  ergiebt  sich 

Um  die  rechte  Seite  kleiner  als  s  zu  machen,  reicht  es  daher  aus,  für 
\  3  \  als  obere  Grenze  anzunehmen 

r  = 


Qn'  +  Q 

Aus  dem  letzten  Paragraphen  der  vorigen  Vorlesung  schliesst  man 
dann  wegen  (10),  dass  für  f(z)  =  u  -f-  iv,  an  =  Qn      «« 

(11)  sgn.  21  =  sgn.  cos  a„,     sgn.  v  =  sgn.  sin  a„ 

wird,  und  weiter,   dass  die  Amplitude  von  f{2)  derjenigen  von  «„  be- 
liebig nahe  gebracht  werden  kann.     Für  reelle,   von  0  verschiedene  k 
bedeutet  in  der  Formel  (11)  sgn.  k  den  Werth  k:\k\,  also  +  1. 
§  19.     Es  ist 

f(z-\-h)  =  («0^"  +  a.S!''-^  +  «2^"-2  -] h  a„) 

+  h  (na^z''-'  +  {n  —  1)  a,^«-^  H \-  a„_i) 

+  j-^(w(w-l)a„Ä«-2  +  (n-lj(w-2)«,^— 3  +  ...  +  2.1«„_,) 

+  ••• 
Bezeichnen  wir  nun  in  dieser  Entwickelung  die   einzelnen  Klammern 
in  besonderer  Art,  nämlich 

wao^»- 1  +  (71  —  1)  a^z"--  -\ h  a„_i=f  (0), 

K.(n  — l)ao^"-'  +  0^—1)  (n  —  2)a^z—^  -\ \- 2 -l-a,,^,  =  f" (z), 

und  nennen  f'{z)  die  erste  oder  kurz  die  Ableitung  von  f{z)  nach 
z,  ferner  f"{s)  die  zweite  Ableitung  von  f(z)  nach  z,  f" (z)  die 
dritte  Ableitung  von  f{z^  nach  z  u.  s.  w.,  so  folgt 

(12)  f{z  +  h)  =f{z)+  r  (z)  'l  +/•"(.)  ^  +  ...  +  ^('0  (.)  ^ . 

Man  erkennt,  dass  die  zweite  Ableitung  von  f(z)  gleich  der 
ersten  von  f'(z)  u.  s.  f.,  die  (k  -\-  If^  Ableitung  die  ¥"  der  /*"'' 
ist.  Hierzu  genügt  folgende  Ueberlegung.  Offenbar  ist  die  Ableitimg 
yter  Ordnung  einer  Summe  gleich  der  Summe  der  v*®'^  Ableitungen 
aller  Summanden.  Man  braucht  den  aufgestellten  Satz  also  nur  für 
ein  Glied  az"'  zu  beweisen.     Für  ein  solches  ist  die  k^^  Ableitung 

m  (m  —  1)  ...  (m  —  k  +  l)az'"-^ 
und  hiervon  die  Z*°  Ableitung 

7)1  {7)1  —  1)  •  • .  (w  —  k  —  l-^1)  rt^'"-^— ' ; 
dies  stimmt  wirklich  mit  der  (k  -\-  ly^'^  Ableitung  von  as'"  überein. 
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Die    Ableitung    des    i'ruductes  f  {^^  ="  tp  {z)  ^  {ß^)    ist    gleich. 
(13)  /'</)  =  <p\z)ii,{z)  +  q>{z)^'{z). 

Dies  folgt  sofort  aus 

=  <p(-2)  V'(^)  +  h{cp\z)  xl,{z)  +  (3o(^)  t'{z)]  +  •■• . 
Setzt   mau   in   (12)  li  für  ^;    ein   und   (z  —  li)   für  li,    so   entsteht 
die  Formel 

(12-)    f{^)  =  f{h)  +  ^^  (~^  -  /O  +  Y.V  (^-'0^+  -  4-  ^"^'^^^  (^  -  /O", 

welche  die  Entwickelung  von  f{z)   nach  Potenzen  von  {z  —  /<)  liefert 
§  20.     Ist  ^„  ein  fester  Werth  von  z  und  f^^\z^  die  erste  nicht 
verschwindende  der  Ableitungen 

so  nimmt  (12)  die  Gestalt 

(14)  /  (.,   +    /•')     -    f{Z,)   -    j;       {t'^'\z,)    +     ^■7+1'"^    ^'    +    •  •  •) 

an.     Dass  stets  eine  der  Ableitungen   von  Null   verschieden   ist,   zeigt 
sich  sofort,  weil  ja  sonst  aus  (12) 

/■(^o  +  ^)-/'(~'o)  =  0 
für  jedes  h    sich   ergeben   würde,  und  die   nicht  identische  Gleichung 
n*®"  Grades  in  It  unendlich  viele  Wurzeln  besitzen  müsste. 

Auf  (14)    verwenden   wir  das   Resultat   von   §  18-,   das   giebt   für 
hinlänglich  kleine  |  h  \ 

f(zo  +  h)  -  f{z,)  =  Jl  /•«  (.0)  (!  +  (?),  (T  !  <  ., 

d.  h.  die  Aenderung,  die  fiz^  bei  einer  Vermehrung  des  Ar- 
gumentes um  li  erfährt,  wird  mit  h  gleichzeitig  unendlich 
klein,  oder:  benachbarte  Punkte  z^  und  (^Zq-{-Ii)  der  (a;,  ?/)-Ebene 
haben  benachbarte  Punkte  f{z^,  f{ZQ-\-h)  zu  Bildern.  Diese 
Eigenschaft  drückt  man  dadurch  aus,  dass  man  sagt:  Jede  ganze 
Function  f(z)  ist  stetig.  Diese  Stetigkeit  überträgt  sich  auch  auf 
u  und  r,  denn  ]/w^  -|-  v^  kann  nur  dann  <  Ö  werden,  wenn  u  und 
V  einzeln  <  d  sind.  Verfolgt  man  also  den  Lauf  einer  Curve  in 
der  £;-Ebene,  und  ist  für  einen  Punkt  Zi  derselben  etwa  v^  j)ositiv, 
für  einen  andern  z.^  dagegen  U2  negativ,  dann  giebt  es  auf  der  r-Curve 
zwischen  z^  und  z^  mindestens  einen  Punkt,  für  welchen  das  zu- 
gehörige n  den  Werth  0  hat.  Für  die  /;  gilt  der  entsprechende  Satz. 
<^  21.  Wir  nehmen  in  diesem  Paragraphen  an,  ['{Zq)  sei  von 
Null  verschieden. 
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Sind  zuerst  die  üq,  a^,  •••  a„  sowie  ^q  sämmtlich  reell,  und  ertheilt 
man  auch  dem  h  nur  reelle  Werthe,  dann  folgt  wegen 

(15)  /•(.,  +  h)  -  f{z,)  =  hf'{,,)  [l  +  ^)  |-  +  . . .] 

aus  §  18,  dass  bei  hinlänglich  kleinem  h 

sgn.  (/"(^o  +  ^0  —  /"ü-o))  =  sgn.  {hf  {s^)) 
wird.  Das  heisst:  Bei  positivem  /"(■^o)  wächst  die  Function  mit 
Vermehrung  des  Arguments  z^  und  nimmt  mit  Verminderung 
desselben  ab-,  bei  negativem  f  {z^^  findet  das  Entgegen- 
gesetzte statt.  Vermehrung  wie  Verminderung  müssen  dabei 
hinlänglich  gering  genommen  werden. 

Es  seien  ferner  die  a^,  a^,  ■■•  a,i  sowie  z^  wieder  complex.  Dann 
folgt  aus  (15)  nach  §  18  und  dem  §  11  der  vorigen  Vorlesung,  dass 
das  Vorzeichen  des  reellen  Theiles  von  f{zQ-\-}i)  —  f\z^  gleich 
demjenigen  des  reellen  Theiles  von  hf  {z^  ist;  das  Gleiche 
findet  mit  den  Coefficienten  von  i  in  beiden  Functionen 
statt.     Auch  hier  ist  |  h  \  hinlänglich  klein  anzunehmen. 

Zunächst  hat  man 

f  iß)  =  na^z"-'^  -[-  {n—l)  a^z"-'^  -\ 

(1^)        =«p,r-i[^'((n-l)«  +  «o)]  +  (r^-l)9,r'^-{j((n-2)«  +  «j]  +  ... 
und  andererseits 

n  =  Q^r"  cos  {na  -\-  a^  -{-  Q^r''"'^  cos  ((«  —  \)co  -\-  «j)  -| , 

V  =  Q^r"^  sin  {na  -\-  a^  +.  (>i**"~'  sin  ((«  —  1)  co  +  «J  -] . 

Bezeichnet  man  die  Ableitungen  von  m,  v  nach  r  mit  m',  v\  so  ist 

(17)   «'  +  iz;'  =  np,r"-i['^(w«  +  0]  +  (w-l)pi>— 2[^'((w-l)«  +  r.J]  +  ... 
und  daher,  wie  die  Vergleichung  von  (16)  und  (17)  lehrt, 

f\z)  =  {u'-{-lv')\^^{-a)]. 
Zu  z  ==  Zq  möge  u  =  Uq,  v  =  Vq,  cj  =  a^  gehören;  dann  können  wir 

schreiben,  und  unser  letzter  Satz  geht  in  den  folgenden  über:  Bei 
hinlänglich  kleinem  h  sind  die  Zeichen  des  reellen  und  des 
mit  l  multiplicirten  Theiles  von  f(zQ-\-]i) — f{^o)  gleich  den 
Zeichen  des  entsprechenden  Theiles  von 

(18j     .  /^•«+^"OC(-«o)].  . 


'24  Zweite  Vorlesung  §  22.     Dritte  Vorlesung  §  23-24. 

§  22.  Von  diesem  allgemeiueu  Satze  brauchen  wir  den  beson- 
deren Fall,  dass  die  Veränderung  von  z  ohne  Aenderung  des  Moduls 
vor  sich  geht,  dass  also  Zq  und  r,,  -|~  ^  auf  einem  um  den  Nullpunkt 
geschlagenen  Kreise  liegen.     Dazu  muss,  wenn 

gesetzt  wird,  z^  -\-  h  denselben  Modul  r^  haben,  d.  h. 

^0  +  /^  =  '  0  [;  («0  +  ^^)]  =  r,  []  «o]  [l  ^]  , 
und  also 

h  =  *o      ^0  I  (^os  -9-  —  \  -\-  i  sin  %■) 

=  2r^  sin  J  [Jmo]  (-  sin  -  +  icos  ^ 

=  2;oSm^-[^a,J[^-^2— J 

sein.  Die  Bedingung,  dass  |  h  \  beliebig  klein  werden  soll,  wird  durch 
hinlänglich  kleine  Werthe  von  0'  befriedigt. 

Unser  Ausdruck  (18)  geht  daher  in  dem  jetzt  betrachteten  Falle 
in  die  Form 

(l'J)    2r,sin|K'+.V)[:'^4-^] 

=  2rosin  -  [—  (/^^  sin  -  +  <  cos  ^)  +  '  [K  cos  -  —  ^o'  sin  :^)J 

über.     Setzen  wir  nun 

/■(^o  +  ^0  -  /"(^o)  =  ^«^0  +  «^^o; 
so  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze  des  vorigen  Paragraphen,  dass 

z/^<„    und    —2r^  sin  -  («o'  sin  ^  +  ^o'  cos  ^), 
^Vi,    und  Ir^  sm  -  Iw^  cos  -  —  v^  sin  —  j 

gleiche  Vorzeichen  haben.  ,  Dabei  kann  man  zuerst  den  positiven 
Factor  r^  weglassen.  Wenn  ferner  m^',  v^  von  Null  verschieden  bleiben, 
dann  kann  man  h  und  damit  -9-  so  klein  annehmen,  dass  das  Glied  mit 

cos       über  das  Vorzeichen  der  Klammer  entscheidet,  so  dass 

/IUq  und  — v^'sinO-,     Av^   und  -f-Mß'sinO^ 

gleiche  Vorzeichen  haben.  Das  heisst:  Bei  hinlänglich  kleinen 
Aenderungen  der  Variablen  z  von  z^  aus  auf  dem  Kreise  mit 
dem  Mittelpunkte  0  und  dem  Radius  r^  nehmen  bei  nega- 
tivem Werthe  i„'  ampl.  z  und  u^   gleichzeitig  ab   und   gleich- 
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zeitig  zu;  bei  positivem  Vq  findet  das  Umgekehrte  statt. 
Ferner  nehmen  ampl.  2  und  t^  bei  positivem  Werthe  n^ 
gleichzeitig  ab  und  gleichzeitig  zu,   während  bei  negativem 


Uq    das  Umgekehrte  stattfindet. 


Dritte  Vorlesung. 
Existenz  von  Wurzeln  algebraischer  Gleicliungen. 

§  23.  Wir  kommen  nun  zum  BeAveise  des  Fundamentalsatzes 
der  Algebra,  dass  jede  algebraische  Gleichung 

(1)  f(2)  =ao^»  +  ai5f«-i  H h  Un-iZ  +  a„  =  0 

eine  und  daher  (§  14)  genau  soviele  Wurzeln  besitzt  als  ihre 
Gradzahl  angiebt. 

In  dem  Specialfalle,  dass  die  Coefficienten  der  Gleichung  reell 
sind,  und  ihr  Grad  ungerade  ist,  lässt  sich  die  Existenz  einer  (aber 
daraus  keiner  weiteren!)  Wurzel  leicht  erschliessen.  Nach  §  17  kann 
man  dem  z  so  hohe  reelle  absolute  Werthe  geben,  dass  das  Vorzeichen' 
von  f'[z)  mit  dem  von  a^s"  übereinstimmt,  dass  also  für  ein  hin- 
reichend grosses  reelles  positives  2  =  Xi  und  andererseits  für  ein  hin- 
reichend grosses  negatives  0  =  oc2  die  ganze  Function  [(2)  verschiedene 
Vorzeichen  erhält.  Nach  §  20  giebt  es  dann  auf  der  reellen  Axe  der 
X  zwischen  x^  und  x^  mindestens  einen  Punkt  x',  für  den  f'(x')  =  0 
wird.     Dieses  x'  ist  eine  reelle  W^urzel  von  f{z)  =  0. 

§  24.  Im  allgemeinen  Falle  gehen  wir  so  vor:  s:^  sei  irgend  ein 
constanter  Werth.  Wäre  fiz^  =  0,  so  hätten  wir  in  s^  bereits  eine 
Wurzel  der  Gleichung.  Wir  nehmen  also  an,  es  wäre  fi^o)^^- 
Ferner  möge  /^'^(^d)   die   erste  nicht  verschwindende   der  Ableitungen 

n^oin^o),  ■■■  f'"\^o) 

sein.     Dass  diese  ganze  Reihe  nicht   aus   lauter  verschwindenden  Ele- 
menten besteht,  haben  wir  in  §  20  gezeigt.     Dann  ist  (vgl.  §  20) 


+ 


+ 


h^+^ 


f 


ß+i) 


(^0) 


a-f  l)!/-(^o) 


+ 


und  wenn  wir  nun  die  Normalformen 


''  =  «■[>].     (■M  =  *'ll^^         (.  =  A,  A+l,  ..•») 


26  Dritte  Vorlesung  §  24—26. 

einführen,  dann  ergiebt  sich 

Zunächst  geben  wir  dem  ]i  eine  durch 

_  _  TT  —  f; 

A  G)  -f-  6.  ^  Ä,     (0  =      . 

bestimmte  Amplitude,  während  der  Modul  q  durch  |  T/Q^  I  <  1  bestimmt 
wird;  dadurch  entsteht  für  die  so  beschränkten  Werthe 

/tu  \      (^^■  +  ^*)- 


n^o) 


Jetzt  verfügen  wir  noch  weiter  über  den  Modul  q  nach  §  18  derart, 
dass  wir  ihn  <  q^  machen,  wodurch  für  alle  Werthe  q  <  p„  der 
Werth  der  letzten  Klammer  positiv  und  also  die  rechte  Seite  kleiner 
als    1    werden   soll.     Positiv    ist  die    linke   Seite   stets.     Man   hat  also 

:/-(^o+Ä)l^i  ,  P  ^     . 

<~  ^}  ( ,  \e  ^  —  h. 


d'  =  ^  t  "i  '' J  '   ^  <  ^o) 


Wo  +  h)    <f{z,) 

Dieses    Resultat    zeigt,    dass    für    jeden    Punkt   g^,    für    den 

' /^(^ü)    4^  ^    i^^?    eine    Richtung    bestimmt    werden    kann,    auf 

welcher     f{ß^^  -\-  li)  \   für  hinreichend   kleine   li   kleiner  ist  als 

f\h)\- 

§  25.     Um    diesen   Satz    zum    Nachweise   der  Wurzelexistenz   zu 

verwenden,   bestimmen   wir  für  |  z  \   eine   untere  Grenze  B^,    oberhalb 

deren  (vgl.  §  17)  für  alle  \z    '>  Rq 

f{z)\  =  a,z^{\  +  6)  \o\<\ 

ist.     Es  seien  ]  z^  '  und  ]  5^2  '  >  i  ^j  '  zwei  dieser  Bedingung  genügende 
Werthe;  dann  hat  man 


n   1  +  ö.,  1 

r+7;  >  3 


i  fi.h)  \ 

und  erkennt  daraus,  dass  bei  hinlänglich  grossem  Werthe  des  Quo- 
tienten '  ^2  i  :  z^\  der  kleinste  der  Werthe  von  f{z.^  bei  constantem 
I  z^  I  grösser  bleiben  wird,  als  der  grösste  der  Werthe  von  f{z^  bei 
constantem  \z^\.  Innerhalb  des  um  0  geschlagenen  Kreises  mit 
dem  Radius  |  z^  muss  also  ,  f{z)  \  irgendwo  seinen  kleinsten  Werth 
aufweisen.  Tritt  dies  für  z  =  Zq  ein,  so  muss  |  f{z^  |  =  '*  «ein,  weil 
sonst  zufolge  des  im  vorangehenden  Paragraphen  Bewiesenen  doch  noch 
eine    weitere    Verminderung    von    ;  f{z^  \    in    einer    ganz    bestimmten 
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Richtung  möglich  wäre.     Damit  ist  also  die  Existenz  einer  Wurzel  s^ 

klar  gelegt;  denn  aus  i  f{z,j)  ''  =  0  folgt  f{Zfy)  =  0.*) 

Wir   wollen  hierbei  noch  bemerken,  dass   wenn  man  in  (2)   die 

h  .         . 

Amplitude   oT  gleich setzt,  eine  Richtung  aufgefunden  wird,  längs 

deren  eine  Vermehrung  von  |  f{s)  in  unmittelbarer  Nähe  von  ^^ 
stattfindet.  Ein  im  Endlichen  liegendes  Maximum  für  \f{0o)\ 
kommt  aber  nicht  vor,  da  hier  der  Fall,  dass  l/(iSo)I=0  wird, 
nicht  als  Ausnahme  auftreten  kann. 

Im  Allgemeinen  wird  in  (2)  f  {Zq)  4=  0,  und  der  Werth  A  gleich  1 
sein;  dann  liegt  um  den  Punkt  ^f^  ^in  Bereich,  in  welchem  |  /'(^o)  I 
wächst  und  ein  anderer,  in  welchem  /  (^o)  I  abnimmt.  Ist  A  >  1, 
dann  wechseln  mehrere  solcher  Gebiete  um  0^  mit  einander  sectoren- 
artig  ab,  da  für 

i;  2lt  <;  47t  —  i; 

ein  Wachsthum,  für  die  dazwischen  liegenden  Amplituden 

7t  /  T  3  TT  —  t^  5  TT  • —  ty 

"  =  ^L  ^ }  l        f  l        >  •  • ' 

ein  Abnehmen  von  |  f{2(^)  '  eintritt. 

§  26.  Alle  diese  Verhältnisse  kann  man  sich  geometrisch  leicht 
veranschaulichen,  indem  man  über  der,  die  Variable  z  darstellenden 
Horizontalebene  eine  Fläche  errichtet,  deren  Verticalcoordinate  durch 
tv  j  gegeben  wird.  Unter  die  {x,  ^) -Ebene  kann  diese  Fläche  nicht 
herabsinken,  da  tu  niemals  negativ  wird.  Die  Minima  iv  j  =  0 
liegen,  wie  aus  dem  §  24  hervorgeht,  an  den  Punkten,  in  denen  die 
Fläche  auf  der  Coordinatenebene  der  x,  y  aufliegt,  und  §  25  zeigt,  dass 
solche  Punkte  vorhanden  sind. 
Bei  dem  einfachen  Beispiele 

/'(0)  =  s'^  —  l  =  r^l^ncoj  —  1 

wird 

I  f{z)  12  =  r^n  _  ^r"  cos  nca  -{-  l, 

\r"—l    <,    f(ß)    <>•"+  1, 

und  bei  constantem  ;•  tritt  das  Minimum  des  Moduls  \  z'^ —  1  I,  nämlich 
der  Werth     r" —  1  i,  für  die  n  Amplituden 

„       27E       4«  (2w  —  2)ro 

und  das  Maximum  /"  -|-  1  für 


*)  Cauchy,  Analyse  algöbrique;  1821,  Cap.  X.  p.  329ff. 


2S  Dritte  Vorlesunfj  §  26-28. 

rr        Sä        bit  (2n  —  l)jr 


CO  = 

n  '      n  '       n  '  n 


ein.  Nur  für  r  =  1  kann  |  it;  |  ==  0  werden,  weil  in  jedem  anderen 
Falle  das  Minimum  ^^•  j  =  I  r"  —  1  |  von  Null  verschieden  ist.  Für 
jedes  r  >  1  ist  der  Wertli  der  Maxima  auf  einem  Kreise  um  den 
Nullpunkt  immer  um  2  grösser  als  derjenige  der  Minima;  für  r  <  1 
dagegen  ist  diese  DifiFerenz  =  (1  +  r")  —  (1  —  r")  =  2y".  Nur  für 
den  Nullpunkt  ist  f'{z)  \  gleich  Null.  Es  ist  leicht,  von  dem  Ver- 
laufe dieser  Fläche  eine  Anschauung  zu  gewinnen. 

§  27.  Ein  anderer,  von  Gauss  stammender  Beweis  des  Funda- 
mentalsatzes knüpft  an  das  Verhalten  von  u  und  v  auf  der  Peripherie 
eines  hinlänglich  grossen  Kreises  um  den  Nullpunkt  an.  Man  hat  in 
imserer    durchgehends  benutzten  Bezeichnung 

/oN      n  =  9o>""cos(wa)  +  «„)  +  Q^r"-^  cos  ((«  —  1)  «  +  «,)  -f  •  •  •, 
V  =  Q^r"  sin  (na  +  ccj,)  +  Qi^'""^  sin  ((n  —  1)  a  -\-  a^)  -\-  ■  ■  ■ , 

und  die  nach  r  genommenen  Ableitungen  hiervon  werden 
fi\    M'  =  "Po*""~^cos(n«  +  cf„)+(«  — l)pir''-2cos(()2  — 1)cj4-«i)  +  ---, 
^'  =  fi Q^r""-^  fiin  (nco -\- cCq)  -{- (n—  1)qi r" -  =^  sin  {{n  — l)ra  +  «i)H . 

Wir  untersuchen  die  Veränderungen,  welche  diese  Functionen 
(H)  und  (4)  auf  der  Peripherie  des  Kreises  mit  dem  Radius  r  erleiden, 
über  dessen  Grösse  bald  eine  nähere  Bestimmung  getroffen  werden 
soll.  Wir  theilen  den  Kreis  in  4«  gleiche  Theile,  indem  wir  4«  Radien 
unter  den  Amplituden 

—  TT  — 4^0       7t  —  4:0^       Stt— 4ß:„  ('8n  —  3)«  —  4«^, 

4n  '         4n       '  4n        '  4»/ 

ziehen;  die  zwischen  diesen  Radien  enthaltenen  Stücke  der  Peripherie 
wollen  wir  der  Reihe  nach  mit  (I),  (II),  (III),  (IV),  •  •  •  (4«)  bezeichnen. 
Dann  geht  in  diesen  Stücken  der  Winkel  {nco  -\-  Kq)  bezw.  von 

TT,.  ,       7t  ,       Tt     -,    .       iiTt  3  7t     i    .       bTC  blt    ■.    .       7  7t 

—  -■    bis  +  -  )     von  +  ■     bis    ,  ,      von   -      bis    ,- ,      von     .    bis    .  , 
4  '4'  '4  4'  4  4'  4  4' 

und  dann  wiederholen  sich  dieselben  Werthe  bis  auf  Vielfache  von 
2:t  in  derselben  Reihenfolge.  Somit  durchläuft  der  cos  (n  w  +  ^) 
bezw.  die  Werthefolgen 

in     (I),     (V),     •• .       von  +  ]/|  über  -f  1   bis  -f  "j/^  , 

in(ill,,  (VII),  ...         „     -Yl      „     -1     „    -]/l, 
und  der  sin  (neu  -j-  «„)  bezw.  die  Werthefolgen 


F(r)  =  Q.r"  ]/\  —  Q,r—'  —  -  -«-2 
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in   ^I),     (VI),     .•  •       von  +  Yl  über  +1  bis  +  ]/|, 

in  (IV),  (vni), ...       „    -]/|    ,,    -1    „   -)/i. 

Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 

-  Q.>r"-^  — 

G  (r)  =  iiQ^r"-^  y^  —  (w  —  1)  Q^r"-^  —  (w  —  2)  (».r^-^ , 

wobei 

(5)  G{r)  =  y{nF(r)  +  (,,1— ^  +  2p,r«-^  +  •  •  •} 

wird,  dann  erkennt  man,  durch  Vergleiehung  mit  (3)  und  (4),  dass  in 

(I),      (V),     ...       u>       F{r),     u>       Gir), 

(II),     (VI),     ...       v>      F{r),     v'>       Gir), 

(III),    (VII),    ...       u<-F{r),     n<-G{r), 

aV),  (Vni),  ...       v<-  F(r) ,     v'  <—G(r) 

wird.  Jetzt  wählen  wir  eine  positive  Grösse  r,^  als  untere  Grenze  für  r, 
so  dass  F(^r)  für  grössere  Werthe  positiv  bleibt.  Das  ist  nach  §  17  mög- 
lich. Für  dasselbe  Werthegebiet  r  >  r^^  wird  in  Folge  der  Beziehung  (5) 
auch  die  Function  G(r)  beständig  positiv  bleiben.  Man  sieht  daraus, 
dass  bei  wachsender  Amplitude  in  den  Sectorbereichen  für  r  >  r^ 

(I),       (V),-    ..•       w>0,  z<'>0  und  also   v  beständig  zunimmt, 

(n),     (VI),    ...        ?;>0,  v'>0     „       „     ti  „  abnimmt, 

(b) 

(III),   (VII),    -..       u<iO,  u'<,0     ,,       „      V  „  abnimmt, 

(IV),  (Vni),  •••       v<0,  v'<0     „       „     n  „  zunimmt, 

wie  aus  dem  in  §  22  bewiesenen  Satze  folgt.     Derunach  wird  in 

(1),      (V),    •  •  •     V  einmal  vom  Negativen  durch  Null  zum  Positiven, 

(II),    (VI),   ■•■    u      „  „    Positiven        „      Null    „    Negativen, 

^  ^  (III),  (VII),  • . .     V      „         ,,     Positiven        „      Null    „    Negativen, 

(IV),  (VIII),  •  • .    u      „  „    Negativen      „      Null     „    Positiven 

gehen,  und  dieses  Passiren  der  Null  findet  in  jedem  der  Gebiete  auch 
nur  einmal  statt. 

§  28,  Wir  haben  in  §  15  gesehen,  dass  der  Ort  derjenigen 
Punkte  der  *;- Ebene,  für  die  u  =  0  ist,  nur  aus  Curven  besteht,  und 
dass  Flächenstücke  durch  solche  Punkte  nicht  stetig  erfüllt  werden 
kinmen.  Dagegen  bilden  die  Punkte,  in  denen  u  >  0,  und  diejenigen, 
in  denen  n  <  0  ist,  Flächen,  und  diese  werden  wegen  der  Stetigkeits- 
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eigenschaften  der  Fimction  u  durch  die  Curveu  u  =  0  von  einander 
getrennt.  Das  Umgekelirte  braucht  natürlich  nicht  richtig  zu  sein-, 
aber  der  Fall,  dass  zu  beiden  Seiten  einer  Curve  n  =  0  die  Function  u 
dasselbe  Vorzeichen  hat,  kommt  für  unsere  Fragen  gar  nicht  in  Betracht. 
Jedenfalls  kann  eine  Curve  w  =  0,  welche  ein  Gebiet  mit  positivem  u 
von  einem  solchen  mit  negativem  ii  trennt,  nicht  plötzlich  al^brechen, 
da  ja  sonst  ein  Umkreisen  des  Endpunktes  aus  dem  Gebiete  ii  >  0  in 
das  Gebiet  ?<  <  0  ohne  üeberschreiten  der  Curve  u  =  0  führen  würde. 
Betrachten  wir  nun  für  ein  beliebiges  r  >  r„  die  Curven  n  =  0 ,  so 
zeigt  (6),  (7),  dass  in  allen  Sectoren  mit  geradem  Index  (II),  (IV),  •  •  • 
je  ein  einziger  Curvenzweig  m  =  0  aus  dem  Unendlichen  herkommend, 
ohne  sich  selbst  zu  schneiden,  einfach  bis  zum  Kreise  mit  dem  Radius 
?•„  hingeht.  Diese  Zweige  wollen  wir  in  solcher  Richtung  durch- 
laufen denken,  dass  der  Bereich  kleinerer  Amplituden  links,  der  grösserer 
Amplituden  zur  Rechten  liegt.  Bei  Einhaltung  der  gewählten  Rich- 
tung haben  wir  für  r  ^  r^  auf  den  Curven  ?<  =  f)  in  den  Aussen- 
sectoren von 

(H),     (VI),     .. 

(IV),  (VIII),  .. 


zur  Linken  ii  >  0,     zur  Rechten  ?6  <  0, 
„         „       M<0,      „  „         «>0. 


Tritt  man  jetzt  auf  n  =  0  etwa  in  (II)  ins  Innere  des  Kreises  mit 
dem  Radius  r„,  so  kann,  wie  wir  sahen,  der  Weg  nie  abbrechen  und 
die  Curve  u  =  0  muss  wieder  den  Kreis  verlassen.  Sollte  er  sich 
irgendwie  im  Innern  verzweigen,  so  wählen  wir  stets  den  am  meisten 

nach  rechts  gelegenen  Weg  und 
sind  dabei  sicher,  dass  stets  zur 
Rechten  der  Curve  das  Gebiet 
M  <  0  bleibt.  Ebenso  muss  es 
daher  auch  beim  Austritte  aus 
dem  Kreise  bleiben;  hier  aber 
wird  die  Richtung  der  oben  fest- 
gestellten entgegengesetzt  sein, 
woraus  folgt,  dass  man  nur 
in  einem  der  Gebiete  (IV), 
oder  (VII 1)  oder  (XII),  •  •  •  den 
Kreis  verlassen  kann.  Nun  war 
nach' (6)  in  (II)  der  Werth  von 
V  positiv,  in  (IV),  (VIII),  •  •  ■ 
negativ.  Daher  muss  die  betrachtete  Curve  u  =  0  im  Innern  des 
Kreises  mindestens  einmal  die  Curve  t;  =  0  geschnitten  haben,  d.  h. 
es     besteht,  ein    Werth     von    r,     für    welchen    u  =  0,    v  =  0, 
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und  also  f{z)  ==  0  ist.  Damit  ist  die  Existenz  einer  Wurzel 
gezeigt*). 

§  29.  Ein  dritter  Beweis  beruht  gleichfalls  auf  der  soeben  be- 
nutzten Vertheilung  der  Werthe  von  n  und  v  auf  der  Peripherie  eines 
hinläno'lich  grossen  Kreises.  Er  liefert  aber  noch  weitere  wichtige 
Einsichten  und  mag  deshalb  hier  gleichfalls   noch  besprochen   werden. 

Wir  betrachten  f{z)  in  der  Nähe  eines  w«-facheu  Wurzelpunktes  ^o, 
also  eines  Werthes,  für  den  [vgl.  (12'')  aus  §  19] 

f{z)  =  {z  —  ^o)'"  {a,n  +  a,n  +  iz  +  •■■  +  «'<  ^"~"') 

=  {Z  —  Z^)'"  {am  +  «m+l  [(^  -  ~^o)  +  ^o]  H f-  ««  [(^  -  ^o)  +  ^o]"~"') 

=  (^  — ^o)'"  (^«  +  ^-+1  (^  — ^o)  +  &m+2  (^  — ^o)'+  •••+&«  (^-^o)"~"0 

gesetzt  werden  kann.  Da  z^^  eine  wi-fache  Wurzel  ist,  so  muss  h,,,  von 
Null  verschieden  sein.     Nun  setzen  wir 

0  —  ^(o  =  r  [J  «] ,     hy.  =  6-,  [J  ^J         (x  =  m,  w?,  +  1,  .  •  ■) 

und  bekommen  bei  diesen  etwas  geänderten  Bezeichnungen 

n  =  ö„tr"'  cos  {ma-{-  ß„,)  +  6„i+i  r"'+^  cos  {{m  -f  1)  «  +  ß„,+i)  +  •  ■  •, 

.  V  =  (?„r™  sin  (m  03  +  /3„,)  +  6,^+1  r"'+i  sin  ((m  +  1)  ra  +  ßm+i  )+■■; 

^n'=wö,„y™-icos(m«+/5„0+(»^+l)<?m+i*-"'cos((m+l)aj-f /3„,+:)-f-..-, 
v'=m0„,r"'-isiu(wa3+|3,„)-f  (m+l)ö„+ir"'sin((m+l)ö4-j8«_l-i)-f  •••. 

Die  Functionen  (8)  untersuchen  wir  auf  der  Peripherie  eines  Kreises 
um  Z(,  mit  dem  Radius  r,  über  den  bald  eine  Bestimmung  getroffen 
werden  soll.  Wir  theilen  den  Kreis  in  4w  gleiche  Theile,  indem  wir 
Am  Radien  unter  den  Amplituden 

-""-^ßm        +^-^ßm        3^-4ß„,  (8m-3),r-4ß 


OJ  = 


4  m         '  4m         '  4m        '  4m 


ziehen;  die  zwischen  diesen  Radien  enthaltenen  Stücke  der  Peripherie 
wollen  wir  der  Reihe  nach  mit  (I),  (II),  (III),  (IV),  •••  (4w)  bezeichnen. 
Dann  geht  in  diesen  Stücken  der  Winkel  {nio  -{-  ß,„)  bezw.  von 

7C     ■,    .  ,       Tt  ,       TT    ,    .       SjT  StT    ,    .       OTT  OTT    ,    .       7  TT 

—  —  bis  +  ,  ,  von  +  -     bis    ,  ,  von  --  bis  —- ,  von  -7-  bis  -t-  , 

4  '4'  '4  4'  4  4'  4  4' 

und  dann  wiederholen  sich    dieselben  Werthe   bis  auf  Vielfache    von 


*)  Gauss;  Werke  Band  III,  S.  1:  Demonstratio  nova  etc.;  S.  71:  Beiträge 
zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen.  —  In  der  ersten  Abhandlung  findet 
sich  eine  Kritik  der  vor  Gauss  gegebenen  Beweise.  Die  zweite  Abhandlung  giebt 
durch  eine  andere  Wendung  der  Betrachtungen  unseres  letzten  Paragraphen  sofort 
die  Existenz  aller  n  Wurzeln  der  Gleichung  wt^n  Grades. 
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2:r  in  derselben  Reihenfolge.  Somit  durchläuft  der  cos  (;>«« -f /3,„) 
bezw.  die  Werthefolgeu 

in     (1),       (V),     •••       yoii -j-Yl   über  +  1  bis  +l/o; 

in  (in),    (VII),   •  •  •       von  -  '\/~  über  _  1  bis  -  [/^  , 

und  der  sin  {nico  -\-  ß,„)  bezw.  die  Werthefolgeu 

in   (II),     (VI),    •  •  .       von  +  ]/i  über  +  1  bis  +  ]/j^  , 

in  (IV),  (VITI),  •••       von  -j/^   über  -  1  bis  -  j/^  ■ 
Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 

F(r)  =  6„r"'  ]/|  —  (?„,+ir'"+i  —  (7„,+2r"'+2 , 

(1  (r)  =  mö,„r"'-'  ]/^  -  {m  +  1)  (J,.  +  i  >•'"  -  {m  +  2)(?„,^.2 r"'+-' , 

wobei 

(9)  F{r)  =  i  [rG{r)  +  0„.  +  ,  ,-  +  ^  +  2^„,+2  r"'+^  +  •  •  •] 

wird,  dann  erkennt  man  durch  Vergleichung  von  F  und  G  mit  den 
Functionen  (8),  dass  in 

(I),  (V),     •••  u>       F{r-),  u>       G{r), 

(II),  (VI),    ...  v>       Fir),  v'>       Gir), 

(III),  (VII),   ...  u<-  F{r) ,  u  <  -  G(r), 

(IV),  (VIII),  •  •  •  v<-  F(r) ,  v'<-G(r) 

wird.  Jetzt  wählen  wir  für  r  eine  obere  Grenze  r,^,  unterhalb  deren 
6r(r)  bis  beliebig  nahe  an  r  ^  0  stets  positiv  bleibt.  Das  ist  nach 
§  18  möglich,  wie  sich  sofort  zeigt,  wenn  man  G(r):r"'—^  betrachtet. 
Zugleich  ergiebt  sich  hierbei  die  nothwendige  Einschränkung  auf 
wesentlich  positive  Werthe  von  r.  Für  dasselbe  Werthegebiet 
»0  >  ^'  >  0  wird  in  Folge  der  Beziehung  (9)  auch  die  Function  F(;r) 
beständig  positiv  bleiben.     Man  sieht  daraus,  dass  in  den  Gebieten 

(I),      (V),  •••  zt  >  0,  w'>0  und  also  v  beständig  zunimmt, 

,     .    (II),     (VI),  ■-■  v>0,  v'>0     „  „     u          „          abnimmt, 

^     ^  (III),  (VII),  • .  •  w  <  0,  «'  <  0     „  „     V          „          a]>niuimt, 

(IV),  (VJII),  ■'■  v<0,  v'<0     „  ,,     u          „          zunimmt, 

wie  aus  dem  iji  §  22  bewiesenen   Satze  folgt.     Demnach   wird   in 
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(I),       (V),     •  •  •     V  einmal  vom  Negativen  durch  Null  zum  Positiven, 
(II),     (VI),     •  •  •     u     '  „  „    Positiven        „       Null      „     Negativen, 

(III),   (VII),   •■■     V       „  „    Positiven        „      Null      „     Negativen, 

(IV),  (VIII),  •••     u       „  „    Negativen       „       Null      „      Positiven 

gehen;  dieses  Passiren  der  Null  findet  in  jedem  der  Gebiete  auch  nur 
einmal  statt.  Die  Werthvertheiiuug,  welche  durch  die  Figur  zum 
vorigen  Paragraphen  veranschaulicht  ist,  gilt  auch  hier  unverändert. 
§  30.  Aber  hier  können  wir  zu  noch  tieferer  Einsicht  gelangen. 
Wir  haben  dargelegt,  dass  in  (II)  die  Function  it  genau  einmal  ver- 
schwindet, während  sie  in  (I)  positiv,  in  (III)  dagegen  negativ  ist. 
Wir  wollen  zeigen,  dass  der  im  Sector  (II)  in  den  Kreis  tretende 
Zweig  der  Curve  ti  =  0  sich  immer  mehr  der  Halbirungslinie 
dieses  Sectors  nähert,  wenn  der  Radius  des  Kreises  bestän- 
dig abnimmt.     Es  sei  d  ein  beliebig  kleiner  Werth  und 

sind'  =  E. 
Dann   ziehen   wir  zwei,    die  Halbirungslinie   des   Sectors   (11)    beliebig 
eng  einschliessende  Radien  von  ^^  aus  unter  den  Richtungen 

(11) und : 

^      ^  4  m  4r»  ' 

für  dieselben  wird  {ina  -\-  ß,,,)  bezw.  gleich 

I  —  ^     und     I  +  <^ , 

und  es  kann  der  Werth  von  cos  {mco  -j-  ß,n)  zwischen  den  Winkeln 

TT  —  4ß  27r  —  4ß     —  4(5 


CO 


(IP)  c  =  — -^  — ™      und . 

V      /  4m  4m 

nicht  unter  -\-  s  fallen,  und  zwischen  den  Winkeln 

2;r  —  4ß,„  -f  4d  Stt  —  4ß 

(IP)  ö  = /^^—       und     0,=  ——-'^ 

^      ''  4  m  4  m 

nicht  über  —  s  steigen.  Daraus  folgt  wie  soeben,  dass,  wenn  man 
r  kleiner  als  die  kleinste  positive  Wurzel  i'q  der  zweiten,  und  damit 
auch  der  ersten  der  beiden  Gleichungen 

a„j-"'s  —  (?,,  +  ir™  +  i  —  (?,„  +  2>-'"+' =  0, 

m(?,„r'»-i£  —  (m  +  1)  (5m+ir™  —  (m  -f  2)(?„,  +  2>-"'+' =  0 

wählt,  «  für  alle  r  zwischen  0  und  r'  in  (II*)  positiv,  in  (IP)  ne- 
gativ ist  und  also  nur  in  dem  beliebig  engen  Winkelraume  (11) 
durch  Null  gehen  kann.  Folglich  schmiegt  sich  die  Curve  n  =  0  in  (II) 
mehr  und   mehr  der  Halbirungslinie  an,  welche  unter  der  Amplitude 

TT  —  2  ß  „ 


2  m 

Netto,  Algebra.   I. 
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verläuft.  Es  ist  ersichtlich,  dass  das  Entsprechende  für  alle  Zweige 
der  Curveu  u  =  0  sowie  v  =  0  gilt;  d.  h.:  Bei  eiuer  wi-fachen 
Wurzel  ^„  schneiden  sich  tu  Zweige  der  Curve  w  =  0  in  ^^y 
unter  gleichen  Winkeln;  ebenso  »i  Zweige  der  Curve  v  =  0, 
und  zwar  halbiren  diese  die  Winkel  der  ersteren  Curven- 
zweige.  Bei  einer  einfachen  Wurzel  stehen  die  Zweige  u  =  0 
und  f  ^  0  auf  einander  senkrecht. 

§  31.  Verfolgt  man  den  Verlauf  der  Werthe  des  Quotienten 
auf  unserem  Kreise  bei  wachsendem  Winkel  co,  so  zeigt  sich,  dass  auf 
der  gesammten  Peripherie  der  Werth  von  —  genau  2;»-mal 
vom  Positiven  durch  Null  zum  Negativen  geht.  Denn  it  geht 
ni-mal  vom  Positiven  durch  Null  zum  Negativen,  nämlich  je  einmal 
in  (II),  (VIj,  •  •  •,  und  wi-mal  vom  Negativen  durch  Null  zum  Posi- 
tiven, je  einmal  in  (IV),  (VIII)  •  •  •.  Da  im  ersten  Falle  v  >  0,  im 
zweiten  t?  <  0  ist,  so  folgt  hieraus  das  Behauptete.  Diese  Eigenschaft 
bleibt  bestehen,  wenn  man  den  Kreis  durch  eine  einfache  geschlossene 
Curve  ersetzt,  die  ganz  innerhalb  des  Gebietes  r  <  r^  verläuft  und 
von  jedem  von  0^^  ausgehenden  Radius  einmal  und  nur  einmal  ge- 
schnitten wird.  Beispielsweise  kann  man  für  die  Curve  ein  Rechteck 
setzen,  dessen  Seiten  den  Coordinatenaxen  parallel  laufen. 

Wir  wollen  das  Analogon  dieses  Satzes  für  einen  Punkt  suchen, 
der  kein  Wurzelpunkt  von  f(z)  =  0  ist.  Geht  durch  den  Punkt  ^^ 
keine  Curve  «  =  0,  so  kann  man  um  g^  einen  kleinen  Kreis  schlagen, 

auf  dessen  Umfang  n  nicht  verschwindet,  und  für  den  also       nie  durch 

Null  geht,  da  v  stets  endlich  bleibt.  Hier  gilt  also  der  obige  Satz 
ohne  jede  Aenderung. 

Weiter  mögen  mehrere  Zweige  der  Curve  m  =  0  durch  einen 
Punkt  ^2  gehen,  aber  kein  Zweig  der  Curve  v  =  0.  Hier  kann  man 
um  2.2  einen  Kreis  schlagen,  auf  dessen  Umfang  v  stets  von  Null  ver- 
schieden ist  und  also  gleiches  Zeichen  behält.  Dann  verschwindet  - 
überall  da,  wo  ti  =  0  ist,  und  bleibt  auf  der  gesammten  Peripherie 
endlich.    Polglich  kann       nicht  zweimal  hinter  einander  vom  Positiven 

durch  Null  zum  Negativen,  oder  zweimal  hintereinander  vom  Negativen 
durch  Null  zum  Positiven  gehen;  und  da  jener  Quotient  nach  voll- 
ständiger Umkreisung  das  anfängliche  Vorzeichen  wieder  annimmt, 
so  müssen  beide  Fälle  gleich  oft  eintreten. 

Bezeichnet  man  diese  beiden  Anzahlen  beim  Umkreisen  in  posi- 
tiver   d.  h.   in ,  derartiger   Richtung,   dass   das  Innere   des    Kreises   be- 
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ständig  zur  Linken  der  Fortschrittsrichtung  liegt,  mit  Ic  und  mit  h' , 
so  wird  Ic  —  lc'=ö  werden. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  für  einen  m-fachen  Wurzelpunkt 
gefundene  Resultat  lässt  sich,  da  dort  h  =  2m,  V  =  0  ist,  auch  durch 
die  Gleichung  1:  —  ¥  =  2m  ausdrücken. 

Demnach  gilt  für  jeden  Punkt  der  Ebene,  wenn  wir  wieder  den 
Kreis  in  der  oben  besprochenen  Art  durch  eine  andere,  passend  ge- 
gewählte Curve  von  der  oben  genau  dargelegten  Art  ersetzen,  das 
Theorem:  Umschliesst  man  einen  beliebigen  Punkt  2'  der 
Ebene  durch  eine  Curve  von  hinreichend  kleinen  Dimensionen, 
welche  von  jedem  Radiusvector  aus  0'  nur  einmal  geschnitten 
wird;  durchläuft  man  diese  Curve  in  der  Richtung,  dass  das 
Innere  zur  Linken  bleibt;  bezeichnet  man  mit  A',  wie  oft 
hierbei  der  Quotient  —  vom  Positiven  durch  Null  zum  Nega- 
tiven,  und  mit  ¥,  wie  oft  er  vom  Negativen  durch  Null  zum 
Positiven  geht,  dann  giebt  die  Differenz  {k  —  k')  die  doppelte 
Zahl  der  Multiplicität  an,  mit  welcher  2'  als  Wurzel  von 
u  -f-  vi  ==  f(ß)  =  0  auftritt. 

Bemerkenswerth  ist  hierbei  einmal,  dass  Ic  >  //,  und  ferner,  dass 
(Je  —  //)  stets  eine  gerade  Zahl  sein  wird. 

§  32.  Der  bewiesene  Satz  bezieht  sich  auf  Curven  von  hin- 
reichend kleinen  Dimensionen;  aber  von  hier  aus  können  wir  leicht  zu 
dem  folgenden  allgemeinen  Satz  kommen:  Durchläuft  ^  eine  einfache 
geschlossene  Curve  C,  auf  welcher  kein  Wurzelpunkt  von 
f(2)  =  0  liegt,  derart  dass  das  Innere  stets  zur  Linken  bleibt, 
un'd  geht  dabei  der  Quotient  —  bei  einem  vollständigen  Um- 
laufe  A-mal  vom  Positiven  durch  Null  zum  Negativen  und 
/.'-mal  vom  Negativen  durch  Null  zum  Positiven,  dann  giebt 

z/  =  /.•  -  r 

die    doppelte    Anzahl     der    innerhalb 
Wurzeln    von   /'(b)  =  0  an,    jede    in 
ihrer    richtigen    Multiplicität    ge- 
zählt. 

Wir  zeigen  zuerst:  Ist  der  Satz  für 
zwei  Contouren  ACJB  und  ABD  richtiö', 
welche  ein  gemeinsames  Linienstück  AB 
besitzen,  dann  ist  er  auch  für  das  von 
AGB  DA,   nach  Ausschaltung  von  AB 

umschlossene  Stück  richtig.  Die  den  Zahlen  Je  und  Je'  entsprechenden 
mögen    für    die    drei    Linienzüge    ACB-^    BA;    BDA    bezw.    /.,,    /.•,'; 

3^- 


der    Curve     liegenden 
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^'37  Vi  ^'27  ^^2'  sein;  z/j  möge  sich  auf  die  vollständige  Umgrenzung 
ACBA,  und  z/.,  auf  ABDA  beziehen.  Dann  ist  ersichtlieli,  dass  das 
Stück  AB  in  der  Richtung  von  A  nach  7)*  durchlaufen  die  Zahlen 
/tjj',  A'y  an  Stelle  von  /,'.,,  Zr^'  geben  wird,  so  dass 

^1 = {K  +  h)  -  (K + /.3') ,  ^, = ih + h')  -  (/'•;  +  ^'3) , 

ist.  Diese  Summe  z/^  -j-  z/g  stimmt  also  mit  dem  auf  die  Gesammt- 
curve  AGB  DA  bezogenen  z/  überein,  wie  behauptet  worden  war; 
denn  auf  der  angegebenen  Curve  treten  die  Zahlen  (/•,  -|-  /i.,),  (/./  -f-  /■•.,') 
allein  auf. 

Nun  können  wir  ferner  das  von  der  vorgelegten  Curve  C  um- 
schlossene Gebiet  in  beliebig  kleine  Theile  derart  theilen,  dass  in  jedem 
von  ihnen  höchstens  ein  einfacher  oder  mehrfacher  Wurzelpunkt  liegt. 
Nach  dem  vorigen  Paragraphen  gilt  unser  Satz  für  jeden  dieser  Theile 
einzeln;  nach  dem  soeben  Bewiesenen  auch  für  die  Vereinigung  von 
je  zwei  aneinanderstossenden;  und  demnach  gilt  er  ganz  allgemein. 

§  33.  Nehmen  wir  zu  diesen  Ueberlegungen  nun  noch  die 
Gauss 'sehen  Betrachtungen  über  die  Verteilung  der  Werthe  von  v,  v 
auf  der  Peripherie  eines  hinlänglich  grossen  Kreises  hinzu,  wie  wir  sie 
im  §  27  dargelegt  haben,  und  beachten,  dass  aus  den  Formeln  (6),  (7) 
jenes  Paragraphen  /*;  ==  2n,  h'  =  0,  z/  =  2n  folgt,  so  ist  unmittelbar 
ein  dritter  Beweis  für  die  Existenz  der  Wurzeln  geliefert, 
und  zwar  treten  hier  alle  n  Wurzeln  gleichzeitig  in  Evidenz. 

§  34.  Genau  so,  wie  wir  in  §  31  beim  Verfolgen  des  Quotienten 
auf  unserem  Kreise  mit  wachsendem  Winkel  a  im  Falle  einer 
w- fachen  Wurzel  2m  Punkte  antrafen,  in  Avelchen  —  vom  Positiven 
durch  Null  zum  Negativen  geht,  genau  so  erkennen  wir  die  Existenz 
von  2m  Punkten,  in  denen  —  vom  Negativen  durch  Unendlich  zum 
Positiven  übertritt.  Daraus  können  wir  nach  der  benutzten  Schluss- 
weise auch  folgern:  Durchläuft  z  eine  einfache  geschlossene 
Curve  C,  auf  welcher  kein  Wurzelpunkt  von  f\z)  =  i)  liegt, 
derart  dass  das  Innere  stets  zur  Linken  bleibt,  und  geht 
dabei  der  Quotient  —  bei   einem  vollständigen  Umlaufe  /-mal 

vom  Negativen  durch  Unendlich  zum  Positiven,  und  T-mal 
vom  Positiven  durch  Unendlich  zum  Negativen,  dann  giebt 
die  Differenz 

die     doppelte     Aiizalil     der     innerhalb     der    Curve     liegenden 
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Wurzeln  von  f{z)  =  0  au,  jede  in  ihrer  richtigeu  Multipli- 
cität  gezählt. 

Natürlich  können  wir  von  diesem  Satze  und  dem  in  §  32  auf- 
gestellten   ohne    Weiteres    auf   das    Verhalten    des    Quotienten    —    bei 

einem  vollständigen  Umlaufe  übergehen.  So  tritt  dieser  Quotient  beim 
Umlaufe  Z-mal  aus  dem  Negativen  durch  Null  ins  Positive,  und  T-mal 
aus  dem  Positiven  durch  Null  ins  Negative  über. 

§  35.  Der  in  den  Paragraphen  29  bis  33  gegebene  Beweis  stammt 
von  Cauchy  (J.  de  l'Ec.  Pol.  1837  p.  176).  Sein  Kern  liegt  in  dem 
Satze  von  §  32.  Von  diesem  lässt  sich  eine  einfache  und  schöne  geo- 
metrische Anschauung  geben,  sobald  man,  wie  dies  im  Anfange  der 
zweiten  Vorlesung  dargelegt  ist,  die  Functionalwerthe  von  f{ß)  =  iv 
=  «  -f-  iv  auf  einer  der  ^'-Ebene  entsprechenden  (ii,  7;)-Ebeue  repräsen- 
tirt  und  das  Bild  F  der  von  s  durchlaufenen  Curve  C  untersucht.  Für 
den  zum  Punkte  (i(,  v)  gehörigen,  vom  Nullpunkte  (m  ^  0,  v  ==■  0)  aus- 
gehenden Radiusvector  hat  man  die  Amplitude  0-  durch  die  Gleichungen 

cos  ■0'  =  -— == ,     sm  '9'  = 


zu  bestimmen.     Ein   solcher  Radiusvector  fällt  also   für  v  =  0  in  die 

Richtung  der  positiven   oder  der  negativen  ««-Axe;  wenn  —   aus  dem 

Negativen  durch  Null  ins  Positive  geht,  dann  geht  der,  den  Punkt  iv 
repräsentirende  Radiusvector  im  Sinne  wachsender  Amplituden,  also  in 
positiver  Drehung  durch  die  (positive  oder  negative)  «-Halbaxe.  Wenn 
sich  daher  iv  von  einem  beliebigen  Ausgangspunkte  an  so  bewegt,  dass 

—  hinter  einander  A-mal  vom  Negativen  durch  Null  zum  Positiven  geht, 
dann  hat  %•  eine  Drehung  in  wachsendem  Sinne  zurückgelegt,  die  mehr 
als  k%  und  weniger  als  {X  -\-  1)%  beträgt.  Ebenso,  wenn  —  hinter  ein- 
ander A'-mal  vom  Positiven  durch  Null  zum  Negativen  geht,  dann  hat 
-9-  eine  Drehung  in  abnehmendem  Sinne  zurückgelegt,  die,  absolut  ge- 
nommen,  mehr  als   k'n  und  weniger  als  (A'  -(-  l):jr  ausmacht.     Wenn 

also  bei  dem  Gesammtumlauf  von  s  der  Quotient  —  genau  l-  und  T-mal 

in  der  einen  und  der  andern  Richtung  die  Null  passirt,  dann  hat  der 
Radiusvector  von  0  nach  iv  dabei  eine  Gesammtdrehung  von  {l  —  l')'ii 
=  E%  vollbracht.  Bei  einem  Gesammtumlauf  von  s  giebt  der 
Quotient  aus  dem  Zuwachse  der  Amplitude  %•  durch  2%  die 
Anzahl  der  in  der  Curve  C  eingeschlossenen  Wurzeln  von 
■w  =  0.     Oder  anders  ausgesprochen:  Umschliesst  die  Curve  G  der 
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^;-Ebene  v  Wurzeln,  daiiii  umschlingt  die  Curve  F  der  ?r-Ebene 
den  Nullpunkt  in  i'-facher  Schleife,  und  umgekehrt.  In  dieser 
letzten  Gestalt  erscheint  das  Cauchy'sche  Theorem  als  nahezu  selbst- 
verständlich. 


Vierte  Vorlesung. 
Zerlegung;  Iiiterpolationsfornieln. 

§  3G.    Die  Betrachtungen  des  vorigen  Kapitels  habon  uns  gezeigt, 
dass  jede  ganze  Function 

(1)  /•(.-)  =  a,z"  +  a,z—'  +  «2'^"-'  H h  «n 

n  gleiche  oder  von  einander  verschiedene  Wurzelpunkte  besitzt.  Nach 
§  14  kann  man  daher  stets 

(2)  /•(^)  ==  a,^z  -  zj"^  [z -  z.^'"^  -{z-  zj^,  im,  +  m,  +  ■••  +  m^  =  n) 

setzen,  wo  £", ,  z.2,  •••  z^  die  von  einander  verschiedeneu  Wurzeln  von 
f{z)  =  0  sind,  und  ;»j,  m^,  •  ■  •  m^  ihre  Multiplicitäten  angeben.  Aus 
§  19  folgt 

f{z  +  h)  =  a,(z  +  h  - zj"  {z  +  h-  z,r  ••■(^■^h- hT' 

=  «„  [{z  —  z, )'"'  (Z  —  Z^Y-^  -{Z  —  Zi^k 

-\-h[m,{z  —  z,y'^^--'{z—z.;)"'----  +  •••] 
+  /^^[ ]+•■•} 

=  /x^)+/,r(^)+^r(^)+---, 

und  deshalb  ergiebt  sich 


k 

(3)        f'{z)  =  %^7n,  {z  —  zj"'  ■■•{z  —  zy^'"-  ■■■{z-  zj"\ 
;.=i 

( 4^  CJll  =    "'«    4_    "^2    _,       _i_    "'^■ 

Falls  nur  einfache  Wurzeln  vorhanden  sind,  entsteht  hieraus 

n 
(3«^)      f{z)  =  a^^iz  —  .?,)  •■{Z  —  0;._i)  {z  —  ^;.+  i)  ••■{z  —  ^„), 

(4a)  m^    1  .  +  _>     .  ....  „1    . 

Wenn  wir  annehmen,  dass  die  Coefficienten  a,,,  o, ,  ■  ■  •  r?,,  sämmt- 
lich  reell  sind,  dann  folgt  [§  10,  (IV) J  aus 
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f(^'-\~  y'O  =  0     gleichzeitig     f(x' —  y'i)  =  0, 

d.  h.  hat  eine  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten  eine  com- 
plexe  Wurzel  z'=  x'-\-  y'i,  so  hat  sie  auch  die  conjugirte 
Grösse  x' — y'i  zur  Wurzel.  Dieses  Theorem  gestattet  folgenden 
Zusatz:  gleichzeitig  ist  die  Multiplicität  beider  Wurzeln  die- 
selbe.    Denn  setzt  man 

f(z)  =  (r  -  x'^  y'i)  {0  -  x'+  y'i)f,{z)  =  {{z-zj  +  y'ff,{z) 

und  hat  f^{ß)  =  0  nochmals  x'-\-y'i  zur  Wurzel,  so  hat  diese  Glei- 
chung auch  x' —  ij'i  zur  Wurzel,  da 

ebenfalls  lauter  reelle  Coefficienten  besitzt,  u.  s.  w.  Man  kann  daher 
auch  sagen:  Jede  ganze  Function  mit  reellen  Coefficienten 
lässt  sich  in  reelle  Factoren  ersten  oder  zweiten  Grades  zer- 
legen. 

Wenn  man  im  Falle  einfacher  oder  vielfacher  complexer  Wurzeln 
die  conjugirten  Glieder  in  (4^)  oder  (4)  zusammenfasst,  dann  entsteht 
1  ,  1  \  -m,,(z-xj 


nia  ( -■ h 


§  37.  Aus  (3)  ersieht  man,  dass  vielfache  Wurzeln  von  f=0 
auch  Wurzeln  von  f'=  0  sind.  Durch  einfache  Operationen  kann  man 
/■  =  0  von  seinen  vielfachen  Wurzeln  befreien.  Um  diese  Verhältnisse 
genauer  zu  studiren,  müssen  wir  etwas  weiter  ausholeji. 

Zunächst  leiten  wir  die  von  Lagrange  stammende  sogenannte 
Lagrange'sche  Interpolationsformel  ab.  Es  ist  ersichtlich,  dass 
zwei  ganze  Functionen,  welche  beide  höchstens  vom  n^^^  Grade  sind, 
identisch  gleich  sein  müssen,  falls  sie  für  (m  -\-  1)  Werthe  der  Variabein 
übereinstimmen.  Denn  ihre  Differenz,  die  ja  auch  höchstens  bis  zum 
n*^°  Grade  aufsteigt,  verschwindet  für  jene  {n  -\-  1)  Werthe  und  ist 
folglich  identisch  Null.  Setzt  man  also  fest,  dass  eine  Function  f{z), 
welche  höchstens  vom  n*®"  Grade  ist,  den  Argument werthen 

0  =  0Q,    %,    02)    '  '  '    ^n 

die  Functionalwerthe 

W  =  Wq,    W^,    W2,    •  •  •    IVn 

zuordnet,  so  ist  dadurch  f(z)  völlig  bestimmt.  Hierbei  müssen  natür- 
lich die  Zqj  0^,  •  •  •  0,1  sämmtlich  unter  einander  verschieden  sein.  Der 
besondere  Fall,  dass  n  der  Werthe  iVa,  z.  B.  die  n  letzten,  gleich  Null 
sind,  lässt  sich  sofort  behandeln,  da  die  gesuchte  Function  foiz)  dann 
durch   die  zugehörigen  Factoren  0  —  0a   theilbar   sein  muss   und  sich 
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vom  Producte  derselben  also  nur  durch  einen  coustanten  Factor  unter- 
scheidet.    So  findet  man  den  Ausdruck 

f  f  \—         (^  -  ^i)  (2  —  ^t)  ■■■  {z  ~  ~„) 
W)  -  '^0  ^^^  _  ^^)  (^^  _  2,)  . . .  (^„  _  z^)  '■> 

dieseji  köinien  wir  nach  Formel  (3")  bequemer  schreiben.     Wir  setzen 

cp(^s)  =^{z  —  Sq)  {z  —  z,)  ■■■{z  —  z„); 
hiervon  ist  die  erste  Ableitung  für  das  Argument  z,^ 

<P'(^o)  =  (^0  —  ^i)  (^0  —  ~L')  ■  •  •  (^0  —  ■'"), 
und  Avir  erhalten 

Aus  diesem  Partialresultate  folgt  das  allgemeine,  da,  wie  man  sofort 
sieht,  bei  ähnlicher  Definition  von  f\,  •••  fn 

und  also 

(5)  /■(^)  "l-MT^W 

wird. 

Es  braucht  wohl  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  f{z)  nicht  gerade 
bis  zum  M*^"  Grade  aufzusteigen  braucht.  Genügen  die  «;.  bereits  einer 
Function  niederen  Grades,  so  wird  eben  diese  durch  die  Formel  (5) 
dargestellt  werden. 

§  38.     Bestimmen  wir  nun  durch  (5)  eine  gegebene  Function 

indem  wir 

^^';.  =  ty,)  =  'i  +  «i^r '  +  «2^r  -  +  •••  +  «„ 

setzen,  so  folgt 

0  +  «1^        -f  •  •  •  =^  ^,^j  {s  -^  öl  z       H -r  On  ), 

;.=o 
wobei  der  Einfachheit  halber 

statt 

(Z  —  Z^)  ■■•{Z  —  Z,_;)  {Z  —  Ä;_^_,)  ■■■{z  —  zj 

gesetzt  ist.  Da  die  beiden  Ausdrücke  links  und  rechts  in  der  letzten 
Gleichung  einander  identisch  gleich  sind,  so  kann  man  die  Coefficienten 
der  höchsten  Potenzen  einander  gleich  setzen,  und  dadurch  entsteht 

.  _  ^  4  +  «i4~^  +  ---  +  «„ 

/i=0 


;.=o 

=  0 

n           ^n 

;.=o 

=  1 

Zerlegung;  Interpolationsformeln.  41 

worin    die    n    Coiistanten    «, ,    •  •  •   a„    ganz    beliebige    Grössen    sind; 
machen  wir  uns  diesen  Umstand  zu  nutze,  so  erhalten  wir  die  Formeln 

n      ^n  —  y. 

{x=\,  2,  •••  n), 
;  =  o 

(6)  _ 

1, 

welche  als  die  Euler 'sehen  Formeln  bekannt  sind. 

Hier  erscheinen  die  Euler' sehen  Formeln  als  Folgerung  aus  der 
Lagrange'schen  Formel.  Man  kann  dies  Verhältniss  aber  auch  um- 
kehren. Die  ersten  n  Formeln  (6)  fassen  wir  mit  Hülfe  von  n  will- 
kürlichen Constanten  c  in  die  eine 

"  c,.r^  +  vr'  +  ---  +  ^.  _ 

zusammen,  und  wenn  wir 

setzen,  so  folgt  daraus,  sobald  man  nur  den  ersten  Summanden  links 
stehen  lässt. 


4!oI  =  _V-^ 


9i^x) 


v'i^o)  4-^  «p  (^/) 


/=i 


)  •  •  •  (^0  —  ^„) 


/     X  Xn      f     .K'^o  —  '^iJ  V*0  —  '^2)  •  •  ■  V^o  "nJ 


^       ,      'sN       /      .    (g,   —  gl)    •  •  •   K    -  ^;i_i)  (gp    -   g^^.i)   •  •  •   (^'o   —  g^) 

-^Zj  ^^''^  (g,  -  gj  •  •  •  (g,  -  g,_i)  (g,  -  g,  +  i)  •  •  •  (g,  -  gj  • 

Sobald  man  nun  statt  des  willkürlichen  Werthes  ^f,  die  Variable  ^ 
einsetzt,  wird  dieses  Resultat  identisch  mit  der  Lagrange'schen 
Formel  für  eine  Function  (n  —  1)*'^"  Grades. 

§  39.     Wir  wollen  hier  noch   eine   besondere  Form   der  Euler- 
schen  Formeln  hervorheben.     Bedeutet  wie  in  §  37  und  §  38 

tp(2)  =  {s^  .J  (^  _  ^^)  . . .  (^  _  ^,^)^ 

und  jpiz)  eine  beliebige  Function  (»  —  1)*'^"  Grades,  dann  zeigt  ((>) 

<p'M  "^  ^''(gl)  "*"  ^'(g.i)  "^       ^  «p'l'gj 

(-7-)  ^(^O) __. ^J VW ^Q 

^     M-~0— gl)---(go-g„)  (go-g.)-(gl-g2)--(gl— gj  (g„-g2)-(g2-gl)--(g2-g„)  •••=       • 

Wenn  wir  nun  in  (7)  g  für  Sq  eintragen  und  die  Bezeichnung 
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f[z)   =-(£•  —  Z,)  {z  —  Z.;)-"  (Z  —  Zn) 

benutzen,  dann  entsteht  aus  (7)  die  neue  Form 


Diese  Formel  vermittelt  die  Zerlegung  der  gebrochenen  ratio- 
nalen  Function  i^-.f  in  Partialbrüche.  Dabei  ist  /'(^)  eine  be- 
liebige Function  n^""^  Grades  ohne  mehrfache  Nullstellen,  V(0  ^^"® 
beliebige  Function,  die  höchstens  bis  zum  Grade  (»  —  1)  aufsteigt. 

§  40.  Wegen  der  gegenseitigen  Zurückführung  von  (ö)  und  ((j) 
auf  einander  ist  ein  directer  Nachweis  der  Euler' sehen  Formeln  von 
Interesse.     Wir  betrachten  zu  diesem  Zwecke  die  Summe 

(9)  ^  zl^>'{z^  <pXz.;)  ■  ■  ■  (p'(z„), 

welche  auf  alle  (n  -f-  1)  Glieder  erstreckt  werden  soll,  die  aus  dem 
hingeschriebenen  durch  cyklische  Verschiebung  der  Indices  entstehen. 
Da  sowohl  qp'(^o)  als  q)'(zy)  durch  (z^^  —  z^)  theilbar  ist,  so  werden  in 

(9)  alle  Summanden  mit  Ausnahme  der  beiden  folgenden: 

und 

z"<p'(Zq)(pXz.^)---  (p\z„) 
durch   (z^^  —  ZiY  theilbar.     Die  Summe   dieser  beiden  Glieder  ist  nun 
aber 

=  9X^2)  ■  ■  •  fp'i^n)  {^0—  h)  {  ^"  (^0  —  ^2)  •  •  ■  (^0—  ^")  —  ^0  (^^1—  ^2)  •■•{h  —  ^n)], 

und,  weil  die  letzte  Klammer  für  z^  =  2,  verschwindet  und  deshalb 
den  Factor  {zq  —  z^)  enthält,  so  ist  auch  diese  Summe  durch  {z^  —  ^j)^ 
theilbar.  Dasselbe  gilt  somit  auch  für  (9);  und  da  Zq,  z^  zwei  will- 
kürliche Elemente  aus  z^,  z^,  ■  ■  ■  z,i  sind,  so  ist  (0)  durch  das  Product 

(10)  z/^  =  JJ(^,  _  ^^)^       (A<itt;  A  =  0,  l,---w— 1;  |ü  =  l,2,---w) 

X,  fi 

nia  +  l) 

=  (—   1)        2         (p'(z^)  (p'(z,)  ■  ■  '  (p'(Zn) 

theilbar.     Die  Dimension   dieses  in  den  Zx  homogenen  Ausdruckes  ist 

n{n  -(-  1)  ==  n  -|-  «'"', 
und  die   von  (9) 

a  -f-  n\ 

Sobald  die  letzte  Zahl  kleiner  als  die  voraufgehende  ist,  d.  h.  für 
a  =  0,  1,  •  •  •  (n  —  1),  wird  der  Quotient  von  (9)  durch  (10)  gleich 
Null;  damit  ist  der  erste  Theil  der  Formeln  (G)  bewiesen.  So- 
bald a  =  «  ist,  wird  der  Quotient  von  (9)  durch  (10)  eine  Constante, 
also 
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^^-0  (fX^i)  (p'{2.^  ■  ■  •  (p'i^n)  =  const.z/l 
Vergleicht  man  die  höchsten  Potenzen   von   s^  auf  beiden  Seiten,   so 

n  jn  +  l) 

findet  man  const.  =  ( —  1)  ^  ,  und  daher  folgt  der  zweite  Theil 
der  Formeln  (6) 

§  41.  An  das  soeben  behandelte  Problem  schliesst  sich  eine 
weitere,  von  Cauchy  aufgeworfene  und  beantwortete  und  dann  später 
von  Jacobi  eingehend  studirte  Frage*)  nach  der  Herstellung  einer 
gebrochenen  rationalen  Function 

y(g) 

deren  Zähler  vom  Grade  m,  deren  Nenner  vom  Grade  n  ist,  und  die 
für  die  {in  -\-  n  -\-  1)  Werthe  des  Argumentes 

■^OJ    ^17    ^^■>    '  '  '    ~m  +  n 

die  Werthe 

IVq,    Wi,    W^,    •  '  ■    IVmJ^a 

annimmt.  Zunächst  ist  es  klar,  dass  es  wesentlich  verschiedene  Func- 
tionen 

^    -'  ^(^)'    ^i(^) 

nicht  geben  kann,  welche  die  Aufgabe  lösen.     Denn  die  Function 

^{z)  r^,(.)  (^  -  ^)  ===  9,(.)  ^.,(.)  -  i^{z)^,{z) 

steigt  höchstens  bis  zum  Grade  {in  -\-  ii)  auf;  sie  verschwindet  ferner 
für  die  {m  -\-  n  -{-  \)  Werthe  Zq,  z^,  •  •  •  z^j^n  und  ist  daher  identisch 
gleich  Null,  d.  h.  es  wird 

(p{z)i^,{z)  =  ip{z)q},{z). 

Setzen  wir  nun  voraus,  dass  beide  Brüche  (11)  schon  nach  Möglichkeit 
gehoben  sind,  so  kann  (p{z^  mit  t/;(^)  keinen  Linearfactor  gemeinsam 
haben  und  ist  also  ganz  in  (pi{z')  enthalten-,  aus  ähnlichen  Gründen 
ist  aber  auch  (p]^{z)  ein  Theiler  von  9>(^);  folglicli  unterscheiden  sich 
beide  Functionen  höchstens  durch  einen  constanten  Factor  von  ein- 
ander, und  das  Gleiche  muss  bei  ■^■i{z)  und  t^'(^)  stattfinden.  Dabei 
sind  diese  Factoreu  ersichtlich  dieselben,  und  man  hat  somit 

(p{z)  =  CqPi(^),      ^{z)  =  Ci^^{z). 
*)  A.  L.  Cauchy,  Analyse  algebrique.  1821.    Note  V  p.  527.    Jacobi,  Werke. 
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§  4'^.      Die    gestellte    Aufgabe    fordert,    dass    die    {tu  -\-  n  -\-  1) 
Gleichungen 

9^^)  =  i^'x  ^i^x)         ('^  =  0,  1,  •  •  ■  m  +  n) 


=  ii\ 


oder 


stattfinden.     Setzt  man 

dann   bestehen   zwischen  den  unbekannten   a  und  h  die  (>«  -[~  ''  +  -) 
linearen,  homogenen  Gleichungen 

S    +^1^0   +«2~o     -\ \-fJ,„Zo     —h^w^  —  h^SQiVQ &„4^(;o  =  0, 


aus  denen  wir  die  {m  +  ''  +  2)  Grössen  a,  h  eliminiren  können.  Es 
genügt  dazu,  die  Gleichuugsdeterminante  zu  bilden.  Diese  entwickeln 
wir  nun  nach  dem  Laplace' sehen  Satze,  indem  wir  Partialdeter- 
minanten  aus  den  ersten  (m  +1)  und  aus  den  letzten  Qi  -\-  1)  Spalten 
zu  Grunde  legen.  Jedes  der  dabei  entstehenden  Producte  hat  entweder 
in  der  ersten  Zeile  des  ersten  Factors  f,  oder  in  der  ersten  Zeile  des 
zweiten  Factors  (p.  Hiernach  scheiden  wir  die  Summanden,  welche  der 
Laplace' sehe  Satz  liefert,   in  zwei  Sorten  und   sehreiben  demgemäss 


0  =  ^2* 

(0 


+^2 


2     ■ ' 

•   z" 

Zi,  •  • 

Zi     • 
'm 

m 

Z     •  • 

•     ^" 

Zi^   •  • 

•     < 

m. 


IVk 


1     Zi 


Zi 


IVi, 


Wi 


n+1 


n 


(-  ly 


(',*) 


~it 


n  +  l 


^■«  +  1 


Zk, 


(-1) 


(»«+l)(r.+  l)  +  (l.t) 


1      ^K 


^K 


Hierbei  ist  /«  <  4+i,  Z^'«  < /ra  +  i  vorausgesetzt;  die  erste  Summe  be- 
zieht sich  auf  alle  Combinationen  ?', ,  •■•{,„,  die  aus  den  Zahlen  0,  1, 
•  •  •  {m  -j-  ")  gebildet  werden  können,  und  die  1c^,  •  •  •  Jcn-^i  ergänzen 
die  Werthe  der  i  zu  der  vollständigen  Reihe  0,  1,  •  •  •  (m  +  n);  das 
Vorzeichen  ( —  1)  '  ^  ist  gleich  -f"  1  oder  —  1 ,  je  nachdem  die  Zahl 
der  Inversionen  in  der  Folge  /, ,  ?.,,  •••  i,,,,  l\,  A'2,  ...  An+i  eine  ge- 
rade oder  eine  ungerade  ist.  Die  zweite  Summe  ist  in  ähnlicher  Weise 
gebildet;    die    Potenz    des    Vorzeichens    (—  !)("'+ 1>(''  +  ')    tritt    dadurch 
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ein,  dass  man  die  auf  die  h  bezüglichen  Spalten  an  die  ersten  Stellen 
gebraclit  hat.     Nun  ist 

I    1    ^;       ...    Z"'  m(m  —  l) 

.  .  .  .^  =  (-1)    ^    (._,,)-r.-.0-.(.,„,_-.j, 


1    ^/      •  •  •    Zi 

und  setzen  wir  dies  Product  kürzer,  vgl.  (10), 

711  (m  —  1) 

SO  können  wir  unter  Einführung  von  z/  schreiben 

(0 

+  cp^a-,  ...  tv.-^  J{z,  z„  ...  ^,„)  z^(.,,,  -  ^.„^^,)  (_l)('-.^)+('"+m.+i). 

(*) 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  den,  wie  leicht  zu  sehen,  von  der 
Anordnung  der  z  unabhängigen  Ausdruck 

(— l)"''M(^/.,^,„, -..5;,^,  z;^,---^>--,+i), 
so  geht  sie  über  in 


.V.. 


(,_,.). ..(,_,^g(_iy'"  +  »(«+x) 


Wenn  wir  alle  Klammern  im  Nenner  der  ersten  Summe  mit  ( —  1) 
multipliciren,  dann  fügen  wir  derselben  den  Factor  ( —  l)"'(''  +  i)  an. 
Der  fällt  dann  gegen  die  gleiche  Potenz  von  ( —  1)  im  Zähler  der 
Summanden  des  zweiten  Theils  weg;  und  es  bleibt  dort  nur  ( —  1)"  +  ' 
zurück.  Multipliciren  wir  ferner  alle  Klammern  im  Zähler  dieser 
Summe  mit  ( —  1),  so  bleibt  nur  noch  ein  Minus-Zeichen  zurück, 
welches  wir  vor  cp  setzen  wollen.     Nun  führen  wir  die  Bezeichnungen 

ein,  und  dann  folgt  die  von  Cauchy  gegebene  Schlussformel 


V 


^    ''  '-     «'^0---«'-^,«+x) 
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Hierbei  ist  ia  <C  ia  +  i'-,  /■■a</'a+i;  die  Summe  im  Zähler  bezieht 
sich  auf  alle  wohlgeordneten  Combinationen  i^,  i.,,  ••■  i,„,  die  aus 
(),  1,  ■••  {ni  +  )i)  gebildet  werden  können;  die  l\,  Je.,,  •••  /.„-fi  er- 
gänzen dabei  die  Werthe  der  /, ,  L ,  •  •  •  ',„  zu  der  vollständigen  Reihe 
i)j  1,  •••  {ni  -{-  )i).     ]n  ähnlicher  Weise  ist  der  Nenner  gebildet. 

In  dem  Speeialfalle  m  =  n  =  l  lautet  die  ausgeschriebene  Formel 

^         ^  Ipi^)  gp  —  Jg ,  gl  —  g  ■  Sj—Z 

§  4li.  Die  Ableitung  der  Formel  (12)  in  der  angegebenen  Art 
hat  Jacobi  (1.  c.  S.  501)  durchgeführt.  Ebendaselbst  hat  er  noch 
eine  ganze  Reihe  anderer  Darstelluugsformeu  abgeleitet,  durch  welche 
der  C auch y' sehen  Aufgabe  genügt  werden  kann. 

Cauchy  selbst  hat  nur  die  Formel  (12)  aufgestellt  und  eine 
Verification  für  sie  gegeben.  Diese  ist  leicht  zu  finden:  Es  ist  zu 
beweisen,  dass  die  rechte  Seite  von  (12)  für  s  =  2^^  den  Werth  ^r^) 
annimmt.  Damit  ist  wegen  der  symmetrischen  Bildung  des  Bruches 
auch  der  Beweis  dafür  geliefert,  dass  z  =  Sct  den  Werth  tVu  hervorruft. 

Tragen  wir  rechts  in  (12)  z  ^  Zq  ein,  dann  fallen  im  Zähler  alle 
Summanden  fort,  bei  denen  Zq  unter  den  Z/^,  z,^,  •  •  •  z,-  vorkommt. 
Es  bleiben  nur  diejenigen  Summanden  zurück,  bei  denen  z^  zu  den 
^i,,  ^Aj,  •  •  •  -^itn+i  ö^li^rt.  Alle  diese  haben  den  Factor  zr^,  und  in 
jedem  von  ihnen  hebt  sich  der  Zähler  pi^z^^)  gegen  einen  Factor  des 
Nenners  weg.     Es  bleibt  also  im  Zähler  zurück 

wobei  jetzt  der  Complex  i^,   i,,   •  •  •  i,„   alle   möglichen   Combinationen 
von  m  Gliedern   aus    1,   2,   •  •  •  {ni  +  n)   zu  durchlaufen  hat,   und   /r^, 
7^2,  ■  ■  -Tin  die  übrigen  dieser  Grössen  sind;  (i«  <  ia-\.\\  ha  <  ha-\.i). 
Der  Nenner  geht  für  die  gleiche  Substitution  z  =  z,.  in 


2 


über.  Nun  kann  man  ebenso  nach  den  Combinationen  der  h  wie  nach 
denen  der  i  summiren.  Vertauschen  wir  die  Buchstaben  /,  /•,  so  ent- 
steht für  den  Nenner  die  Form 

(13)  und  (14j  zeigen,  dass  der  Quotient  den  Werth  n-^  hat. 
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§  44,  Die  vorstehende  Lösung  scheint  zugleich  in  bejahendem 
Sinne  die  Frage  zu  beantworten,  ob  die  aufgestellten  Bedingungen 
mit  einander  verträglich  seien.  Aber  hier  kann  ein  bemerkens- 
werther  Umstand  eintreten.  Setzen  wir  z.  B.  in  (12'')  iCq  ==  «r,  =  fr^  ■-=  1, 
so  erkennt  man  sofort,  dass  Zähler  und  Nenner  rechts  identisch  ver- 
schwinden, und  dass  also  eine  eigentliche  Lösung  nicht  vorliegt.  Bei 
den  Schlüssen  des  vorigen  Paragraphen  stellen  sich  die  Verhältnisse 
so:  Setzt  man  2  =  2^,  so  entsteht  als  Zähler  von  (12)  der  Ausdruck  (13). 
Verschwindet  dieser,  und  mit  ihm  der  Nenner,  dann  tritt  ic^^  in  der 
Form  Wq  ^  auf.  Hebt  man  den  gemeinsamen  Factor  {s  —  z^,  der  im 
Zähler  wie  im  Nenner  vorhanden  ist,  da  beide  für  z  =  z^  verschwinden, 
nicht  heraus,  so  behält  man  die  unbestimmte  Form.  Lässt  man  ihn 
aber  weg,  dann  braucht  die  Forderung,  dass  der  Bruch  für  z  =  Zq  den 
Werth  ir  =  it\^  annimmt,  nicht  mehr  erfüllt  zu  sein. 

Die  charakteristische,  d.  h.  noth wendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  das  Eintreten  dieses  Falles  ist  also  durch  das  Verschwinden 
von  (14)  gegeben.  Tritt  dies  ein,  und  hebt  man  (z  —  z^)  dann  in 
(12)  weg,  und  kommt  ferner  für  s  =  Zi,  z^^  •  ■  •  kein  weiteres  iden- 
tisches Null-Werden  von  Zähler  und  Nenner  vor,  dann  genügt  der 
reducirte  Bruch,  dessen  Zähler  vom  Grade  {\n  —  1)  und  dessen  Nenner 
vom  Grade  (n  —  1)  ist,  den  {jin  -|-  )i)  Bedingungen 

(15)  '"~    ,  "r  =  IVa  (a  =  1,    2,    •  •  •  W  -f-  tl)  . 

Da  aber  ein  Bruch  mit  den  angegebenen  Gradzahlen  des  Zählers  und 
Nenners  bereits  durch  (;m  -j-  n  —  1)  Bedingungen  bestimmt  ist,  so 
erkennt  man,  dass  zwischen  den  Systemen  Za,  Wa  eine  Relation  besteht. 
Diese  ist  in  der  That  durch  das  Verschwinden  von  (14)  gegeben. 
Ist  sie  erfüllt,  dann  kann  man  eine  Function 

den  Bedingungen  (15)  gemäss  berechnen  und  dann,  um  die  vor- 
geschriebenen Gradzahlen  zu  erhalten, 

setzen.  Sollte  zufällig  auch  <p,n—i{zQ):il.>,n—i(zQ)  =  WQ  sein,  dann 
liefert  schon  (16)  eine  Lösung  der  Cauchy'schen  Aufgabe;  und  im 
Falle,  dass  die  Grade  ni,  n  für  Zähler  und  Nenner  vorgeschrieben  sind, 

wobei  %i{2)  eine  beliebige  liueare  Function  von  z  bedeutet. 
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Genau  in  derselben  Art  können  wir,  indem  auf  (IG)  die  gleichen 
Ueberlegungen  äuge  wendet  werden,  das  folgende  allgemeine  Resultat 
ableiten : 

Genügen  (;w  -{-  n  -{-  l  —  a)  Wertbepaare  unter  ,?„,  Wq]  s^,  /r, ; 
•  •  •  z„,^„ ,  w„t+n,  etwa  die  letzten  unter  ihnen,  einer  Gleichung 

bei  der  die  Indices  die  Grad/ahlen  der  rechts  stehenden 
Functionen  bedeuten,  dann  kann  die  Cauchy 'sehe  Aufgabe  nur 
in  der  uneigentlichen  Form 

..„.  ?i!)  _  (g  -  g..)  •  •  •  (g  -  g^_i)  (P^_a  jz) 

befriedigt  werden,  ausgenommen  wenn  etwa  auch  noch 

ist;  in  diesem  Falle  kann,  wenn  x„-.^{z)  eine  willkürliche 
ganze  Function  (a  —  /J)**'"  Grades  bedeutet,  allgemeiner 

(p{z)  _  (^  —  ■gp)  •  •  •  (^  —  ^^-i)  ya-^(g)<P„,-tt(g) 

^)~  {z-  z^)-  •  -{z  -  Zii_i)x„_^{z)'il>„_„iz) 
gesetzt  werden*). 

^5  45.  Die  Cauchy 'sehe  Interpolatiousformel  (12)  kann  in  ähn- 
licher Weise  wie  die  Lag  ränge 'sehe  zur  Aufstellung  merkwürdiger 
Identitäten  benutzt  werden.  Um  dies  zu  zeigen,  wollen  wir  unter 
9(0),  r{2)  zwei  ganze  Functionen  der  Grade  (m  —  1)  und  (n  —  1)  mit 
völlig  willkürlichen  Coefficienten  verstehen  und  setzen  dann  fest,  dass 

9(^;.) 
^^'-i  ===  w.^  {^  =  ^^7    i;   -;   •  •  •  '"'  +  "•  —  1) ; 

also 

T{s)(p{z)  —  q{3)iIj(0)  =  0  für  2  =  2(i,  ^1,  •  •  ■  S,„  +  n-l 

sein  soll.  Da  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  bis  zum  Grade 
(m  -}-  n  —  1)  aufsteigt,  so  kann  sie  {ni  -\-  n)  Wurzeln  nur  dann  be- 
sitzen, wenn  ihr  Polynom  identisch  Null  ist,  d.  h.  wenn  man  hat 

Nun  muss  als  letzte  Bedingung 

*)  Auf  die  in  diesem  Paragraphen  besprochene  Möglichkeit  hat  Kronecker 
Berl.  Ber,  Juni  1881,  §  II  hingewiesen. 
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sein;  nehmeu  wir  aber  tc,„-\-n  so  an,  dass  es  von  (>  (^'„i^,,)  :  t(^„,^„) 
verschieden  ist,  dann  tritt  hierbei  ein  Widerspruch  heraus,  der  sich  nur 
durch  i/'(^„i4-„)  =  0  beseitigen  lässt;  d.  h.  •j^(^)  ist  durch  (s  —  ^m+n) 
theilbar.  Freilich  gilt  dies  bisher  nur,  wenn  n-,n^u  nicht  gerade  jenen 
Werth  Q(^s,a-\-„)  :  t{2m-{-n)  besitzt;  aber  dass  die  nachgewiesene  Eigen- 
schaft unabhängig  davon  ist,  können  wir  sofort  erkennen.  ^(^)  ist  in 
iv,n+,t  linear,  wie  (12)  zeigt;  und  setzt  man  dann  in 

^(^)  =  Zl(^)   +  tü,n  +  nX2{^) 

für  tv,n+n  mehrere  gestattete  Werthe  ein,  dann  folgt,  dass  Xj^  und  i^ 
und  also  auch  i/>  allgemein  durch  (z  —  ^m-f«)  theilbar  werden.  Hier- 
nach sind  wir  somit  auch  berechtigt,  den  bisherigen  Ausnahmewerth 

einzusetzen,  und  auch  dabei  findet  Theilbarkeit  von  7/'(0)  durch  (*; — ^,«+«) 
statt.  Zugleich  sind  aber  jetzt  g){2),  i^i/)  symmetrisch  in  z^,  &\,  •  ■  -Sm+n 
geworden,  so  dass  also  auch  Theilbarkeit  durch  jedes  (2  —  S;)  für 
/l  =  0,  1 ,  •  ■  •  (m  -\-  n)  statthat.  Das  geht  wegen  der  Gradzahlen 
nur,  wenn  g)(B),  ■ip{2)  unter  den  gemachten  Annahmen  identisch  ver- 
schwinden. Demnach  hat  mau  den  Satz: 
Bezeichnen  wir 

p,{s)  =^{Z-  ^0  ■■■{Z  —  0,-J  ,      Cli{£)  =  (£-,•   -Z)---  (Z,;  —  Z),  (/„  <  ?;  +  i) 

verstehen  wir  ferner  unter  q(z),  x{z)  zwei  ganze  Functionen 
der  Grade  {m  —  1)  und  (w  —  1),  dann  ist 

P(%.)         ^P^„  +  i)  Piiz) 


(18) 


2 


=  0, 


2 


==0, 


wenn  die  Summen  sich  auf  alle  wohlgeordneten  Combinationen 
der  «unter  0,  1,  2,  •  •  •  (m -\- n)  beziehen,  und  die  Je  sich  mit 
den  i  zu  der  Reihe  0,  1,  2,  •  •  •  (w  -\-  n)  ergänzen. 

Aus  diesem  umfassenden  Satze  lässt  sich  eine  grosse  Reihe  merk- 
würdiger Formeln  ableiten,  auf  die  wir  hier  aber  nicht  eingehen  wollen, 
weil  sie  zum  Theil  die  erst  später  zu  behandelnde  Theorie  der  sym- 
metrischen Functionen  zu  ihrer  Darstellung  gebrauchen.  Wir  wollen 
nur  erwähnen,  dass  für  q  =  r  =^  1  Formeln  entstehen,  die  wir,  wenn 
jede  Bildung  von  der  Form 

allgemein  durch  S,u(i)  bezeichnet  werden, 

Netto,  Algebra.   I.  4 
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schreiben  köiiDeu. 

4J  4G.  Newton  bat  (Principia;  Bucb  IJl,  Lemma  5)  die  Inter- 
polationsaufgabe  für  ganze  Functionen  in  der  Weise  gelöst,  dass  er 
das  gesuchte  Polynom  in  der  Gestalt 

c..  +  Ci(^  —  -?„)  +  c^{z  —  z^){z  —  z^)-\ \-  c„{z-2^)(z-z,)---  {z—z„-i) 

darstellte.     Diese  Form   ist  bei   manchen  Anwendungen   nützlich,   und 
deshalb  wollen  wir  ihre  x^bleituuo-  gleichfiills  "[eben. 

Man  sieht  sofort,  dass  c^y  den  Werth  ?r„  haben  muss,  und  man 
berechnet  ohne  Weiteres  die  folgenden  Constanten: 

Zq        ^1            2i         Zg 
^     ^    ^0 I ^1 I      . M-'g 

Das  hieraus   ersichtliche  Bildungsgesetz  für  die  Coefficieuten   gilt  all- 
gemein.    Dem  Beweise  legen  wir  die  einfache  Formel 

1  4_  ^  —  ^0     I     (g  — go)(g  — ^i)     ,      iz  —  Zo)iz  —  z^){z  —  z^) 
~^  Zo  —  Zi  "^  '{z,  —  Z,){Zo  —  z^)     '     (^0  -  z^)  (z„  —  z^){z^  —  S3)    ' 


(^0  —  ^1)  ■  •  •  (2o  —  ^„)  (^0  —  2i)i2o  —  ^2)  •  ■  ■  (-0  —  ^J 

ZU  Grunde,  die  sich  durch  die  Vereinigung  der  beiden  ersten  Glieder, 
durch  das  Hinzunehmen  des  dritten  Gliedes  u.  s.  f.  als  richtig  erweist. 
Wenden  wir  sie  auf  den  ersten  Summanden  der  Lagrange'schen  Inter- 
polationsformel  an,  dann  auf  den  Factor 

{z  —  g,) {z  —  Zs)-  ■  •  jz  —  zj 

(2l   —  Äj)  (Z^   —  Zs)-  ■■  (^,    —  Z„) 

des  zweiten  Summanden  derselben  Formel  u.  s.  f.,  so  entsteht  die 
Newton' sehe  Formel 

f(^)  =  Co+Cii^—^o)-hc,{z-z^){z  —  z,)-] \-C„{z—Z^)-{2-r:n-l), 

(10)                         w,                                w,  ^x 

^'- — /-     _  \     /_     -  \  ( /-     .;t7:, — .,  \     /:  ~  \H r 


Natürlich  lässt  sich,  der  C auch y' sehen  Formel  entsprechend, 
auch  eine  gebrochene  Function  bilden,  deren  Zähler  und  Nenner  in 
iihnlicher  Gestalt  auftreten,  wie  die  eben  behandelte  ist.  Hierauf 
wollen  wir  aber  nicht  eingehen,  und  ebenso  wenig  auf  die  aus  (It*) 
entspringenden  besonderen  Formeln. 
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Fünfte  Vorlesung. 

Reductibilität  und  Irreductibilität. 

§  47.  Wir  wollen  uns  jetzt  einer  weiteren  wichtigen  Frage  zu- 
wenden. In  den  Elementen  der  Zahlentheorie  treten  die  Begriffe  der 
Primzahlen  und  der  zusammengesetzten  Zahlen  auf.  Ebenso  köimen 
wir  diesen  entsprechend  bei  den  ganzen  Functionen  unter  gewissen 
Voraussetzungen  irreductible  und  reductible  Functionen  unter- 
scheiden, von  denen  die  erste  Sorte  das  Analogon  der  Primzahlen,  die 
zweite  Sorte  das  der  zusammengesetzten  Zahlen  ist.  Dies  scheint  im 
Widerspruch  zu  der  Thatsache  zu  stehen,  dass  jede  ganze  Function 
in  lineare  Factoren  zerlegt  werden  kann,  wie  der  Fundamentalsatz 
der  Algebra  gezeigt  hat.  Bedenken  wir  aber,  dass,  wenn  z.  B.  auch 
die  Zahl  5  in  der  gewöhnlichen  Anschauung  eine  Primzahl  ist,  doch 

5  =  (2 +  0(2-0         {i  =  y^l) 

gesetzt,  und  5  also  zerlegt  werden  kann,  dann  werden  wir  auf  den 
Punkt  geführt,  der  zu  präcisen  Begriffsfeststellungen  ausreicht. 

Wir  müssen  bei  jeder  Zerlegung  festsetzen,  welche  Grössen  in 
die  Rechnung  eino;ehen  dürfen  oder  in  ihr  als  rationale 
Grössen  angesehen  werden  sollen.  Im  reellen  Zahlengebiete 
ist  5  eine  Primzahl,  im  Gebiete  mit  den  beiden  Einheiten  1,  i  dagegen 
nicht.     So  ist  auch 

X-  -\-  1  =  {x  -\-  i)  {x  —  i) 

unzerlegbar,  wenn  mau  in  die  Factoren  nur  reelle  Zahlen  als  Coeffi- 
cienten  eingehen  lässt;  dagegen  zerlegbar,  wenn  complexe  Grössen 
benutzt  werden  dürfen.     Ebenso  ist  die  Function 

a;2  _  2  =  (^  +  1/2 )  (x  -  1/2) 

im  Gebiete  der  rationalen  Zahlen  unzerlegbar,  im  allgemeineren  Gebiete 
der  reellen  Zahlen  dagegen  zerlegbar.  Demnach  ist  auch  der  Funda- 
mentalsatz der  Algebra  so  zu  fassen:  Im  Gebiete  der  reellen 
Zahlen  ist  jede  ganze  Function  mit  reellen  Coefficienten  in 
Factoren  ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegbar.  Im  Gebiete 
der  complexen  Zahlen  dagegen  ist  jede  ganze  Function  mit 
reellen  oder  complexen  Coefficienten  in  lineare  Factoren 
zerlegbar. 

Es  kommt  daher  bei  allen  Untersuchungen  dieser  Art  zuerst 
darauf  an,  den  „Rationalitätsbereich"  anzugeben,  d.  h.  das  Gebiet 
der  Grössen  zu  bezeichnen,  welche  als  rational  bekannt  benutzt  werden 

4* 
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dürfen.  Diese  Begriffsbestimmungen  treten  schon  bei  Abel  auf-,  in 
voller  Sebärfe  bat  sie  Kronecker  betont. 

Wird  im  Folgenden  nichts  Besonderes  angegeben,  so  soll  für  uns 
der  Katioualitätsbereich  aus  der  Gesammtheit  der  rationalen 
Zahlen  bestehen.  Wir  werden  eine  ganze  Function  demnach  irre- 
duetibel  oder  reductibel  nennen,  je  nachdem  sie  andere  ganze 
Functionen  mit  rationalen  Coefficienten  zu  Factoreu  hat  oder  nicht. 
Dabei  muss  der  Grad  eines  solchen  Factors  natürlich  kleiner  als  der 
Grad  der  untersuchten  ganzen  Function,  er  soll  aber  zugleich  grösser 
als  Null  sein.  Die  Möglichkeit  der  Theilbarkeit  durch  Constante  ist 
somit  kein  Zeichen  für  Reductibilität  der  Function. 

§  48.  Wir  wollen  zeigen,  dass  es  bei  der  Zerlegung  ganzer 
ganzzahliger  Functionen  gleichgültig  ist,  ob  man  den  Rationalitätsbereich 
aus  dem  Inbegriffe  aller  rationalen,  oder  nur  dem  der  ganzen  ratio- 
nalen Zahlen  bestehen  lässt;  mit  anderen  Worten:  wir  werden  zeigen, 
dass,  wenn  sich  eine  ganze,  ganzzahlige  Function  in  zwei 
Factoren  mit  rationalen  gebrochenen  Coefficienten  zerlegen 
lässt,  daraus  auch  eine  Zerlegung  in  Factoren  mit  ratio- 
nalen ganzen  Coefficienten  folgt*). 

Zu  diesem  Zwecke  beweisen  wir  zuerst:  Wenn  in  den  beiden 
Functionen 

a(x)  =-  ^0  +  ^'^  +  ^a^'  +  •  •  •       ji(^)  ^  ^0  +  d,x  +  d^x^  +  ■  •  • 

die  Constanten  C;.,  eh.,  in,  n  ganze  Zahlen  sind,  wenn  ferner  die  C/ 
keinen  gemeinsamen  Theiler  ausser  der  1  haben,  und  wenn  von  den 
d).  dasselbe  gilt,  dann  hat  das  Product  g{x)  •  li{x)  zum  kleinsten  Nenner 
das  Product  m  •  n.  Denn  es  sei  ^j""  die  höchste  in  m,  und  p'-  die 
höchste  in  n  als  Factor  vorkommende  Potenz  der  beliebigen  Prim- 
zahl ^);  ferner  seien  C(^,  Cj,  •  •  ■  Ca—i  und  r/,,,  d^,  ■  •  •  </^_i  durch  2>  theil- 
bar,  dagegen  weder  Ca  noch  d^,  dann  wird  der  Coefficient  von  a;"+/* 
in  (j{z)-]i{z),  nämlich 


[Cadfi  -\-   {Ca^ld^-i  +  Ca+2f/^-2  H )   +   (Ca_if?^+i  +  C„_2(?T+2  H )]  : 


mn 


im  Zähler  keine  Potenz  von  p  enthalten,  da  der  erste  Summand  der- 
selben nicht  durch  jj)  theilbar  ist,  während  die  beiden  anderen  es  sind. 
Folglich  tritt  ;^/+^-  in  den  Nenner  von  </•//.  Das  Gleiche  gilt  von 
jeder  in  in  oder  in  n  vorkommenden  Primzahl,  und  somit  ist  dieser 
erste  Satz  bewiesen. 


•■'')  (iiinss:   I  iisi|in^itioiit'«  iiritbuieticiie.    §  42.     Werke  1;  S.  34. 
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§  4-9.     Setzen  wii*  ferner 

und  ist  liier  der  grösste  gemeinsame  Theiler  k  der  Coefficienten  C;.  zu 
m  relativ  prim,  und  der  grösste  gemeinsame  Theiler  l  der  Coefficienten 
D;.  zu  n  relativ  prim,  dann  nehmen  wir 

G{s)  =  l--(j{z)     und     H(z)  =  l-]i{z). 

giß)  und  li{z)  sind  jetzt  solche  Functionen,  wie  sie  in  §  48  betrachtet 
wurden.     Wenn  nun  das  Product 

G{z).H{z)  =  U.cj{z)h{£) 
ganzzahlig  wird,  so  folgt  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze,  dass  h  ■  l 
durch  m  ■  n  theilbar  sein  muss,  und  da  Je  zu  m  und  l  zu  n  relativ  prim 

war,  so  wird 

Je  =  Qn,     l  =  (Sm 

sein,  wobei  q,  6  ganze  Zahlen  bedeuten.     Sonach  kann  mau  setzen 
G{^)  =  'ir<.^^    Hiz)  =  '-^^(z), 

und   die  Functionen  y{z),  '}]{z)   haben  jetzt  ganzzahlige   Coefficienten. 
Ist  also  die  ganze  ganzzahlige  Function  f{z)  auf  rationale  Art  in 
zwei  Factoren  zerlegbar, 

az)  =  G(z).H{z), 
so  ist  auch 

f(2)  =  Q6.y{z)-vXs), 

d.  h.  f'{z)  ist  auch  in  ganzzahlige  Factoren  zerlegbar. 

§  50.  Nach  diesem  Resultate  können  wir  uns  bei  der  Untersuchung, 
ob  eine  Function  f{z)  im  Gebiete  der  rationalen  Zahlen  zerlegbar  sei, 
auf  die  Aufsuchung  etAva  vorhandener  ganzzahliger  Factoren  beschränken. 

Es  sei  f(z)  eine  vorgelegte,  auf  ihre  Reductibilität  zu  prüfende, 
ganze,  ganzzahlige  Function  vom  Grade  2n  oder  {2n  -\-  1).  Hat  sie 
überhaupt  einen  Factor  in  unserem  Gebiete,  so  hat  sie  sicherlich  auch 
einen,  der  höchstens  bis  zum  Grade  ?2  aufsteigt;  denn,  wenn  g)-^  =  f 
ist,  können  nicht  cp  und  il^  gleichzeitig  von  höherem  als  dem  n*'^^  Grade 
sein.  Wir  wollen  solchen  Factor  als  vorhanden  voraussetzen  und  mit 
(piz)  bezeichnen.  Dann  ist  für  jeden  ganzzahligen  Werth  Z/.  von  z 
der  Werth  von  /\z?.)  ein  ganzes  Vielfaches  des  Werthes  von  q){Z/.). 
Wenn  Avir  jetzt  alle  positiven  oder  negativen  ganzzahligen  Theiler 
des  Zahlenwerthes  von  /(e;)  durch  c/;,  (/;.",  •••  bezeichnen,  und  für  z 
in  f(^z)  der  Reihe  nach  (n  -\-  1)  gauzzahlige  Argumentwerthe  Zi,  z^, 
•••^„_j_i  eintragen,  so  erhalten  wir  {i/  -\-  1)  Reihen  von  Theilern, 
nämlich 
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für  ^1        die  Theiler  (/,', 

'A",       <h"',  •■ 

l-l\                             »      ^2              V 

V             ^2, 

(/g",       (/./",  •• 

„       ^n  +  1        »; 

))            dn+l  , 

dn+l,        (h+l, 

luul  (p(z)  mnss 

1,2)                                nw  ,,, 

^■2)          ^'iJ 

'  ■  ■    ^n  +  1 

eine  Werthecombination 

(2»)                                  d["\ 

"2    ,        "3    , 

■  •  ■    »n-f  1 

aufweisen.  Legt  man  alle  möglichen  Combinationen  der  Bestimmung 
von  (p{z)  nach  der  Lagrange'schen  luterpolationsformel  zu  Grunde,  so 
erhält  man  in  der  entstehenden  endlichen  Anzahl  von  Functionen  alle, 
die  überhaupt  bei  der  Factorenzerlegung  von  f\z)  als  Theiler  in  Frage 
kommen.  Mit  jeder  von  ihnen  kann  dann  die  Division  wirklich  ver- 
sucht werden;  geht  sie  nicht  auf,  so  ist  die  Function  zu  verwerfen; 
geht  sie  auf,  so  ist  ein  Divisor  gefunden.  Eine  endliche  Anzahl  von 
ausführbaren  Versuchen  giebt  demnach  die  Entscheidung  über  die 
Irreductibilität  von  f{ß). 
Ist  z.  B. 

so  haben  die  drei  Functionalwerthe  für  ^•j  =  0,  2,^  =  \,  z^  =  —  1, 
nämlich 

^(o)  =  i;   /■(i)  =  -i;   /•(-i)  =  i3, 

die  Theiler 

+  1;  +1;  +1,  +13. 

Da  mit  (p{z)  zugleich  —  cpiß)  ein  ganzzahliger  Theiler  von  f\z)  ist, 
so  kann  man  tpifi)  =  -\-  \  setzen;  dann  bleiben  noch  8  Combinations- 
möglichkeiten,  je  nach  den  Werthen  von  cp{\)  =  +  ^5  9^'( —  1)  =  H~  1 
oder  =  +  13.     Die  Lagrange 'sehe  Formel  liefert 

^(.)==9'(0)4r/  +  9'(l)'^^'  +  ^(-l)'-^' 

=  ^''^(-l  +  29>(l)+2  9^(-l))  +  ^(2«^(l)-.>(-l))  +  l. 

Wählt  man  für  (p{—  1)  einen  der  Werthe  -h  13,  so  wird  der  Coeffi- 
cient  von  z^  dem  absoluten  Werthe  nach  >  3,  also  grösser  als  der 
Coefficient  von  z'^  in  f(z).  Das  entstehende  (p{z)  kann  demnach  kein 
ganzzahliger  Theiler  von  f{z)  sein.  Somit  bleiben  nur  die  vier  Mög- 
liclikeiten 
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qp(l)      —  +  l,     (pi—  1)  =  +  1;     das    giebt    <p(2)  =  1, 

(JP(I)        =+1,      9,(-l)  =  -l;        „  „         g,(^)  =  _^2_^^_|.   1^ 

^(1)       =-1,      g)(-l)  =  +l;        „  „        g,(^)  =  _^2_^_|.  1^ 

Die  erste  Function  liefert  den  banalen  Theiler  g?  =  1;  bei  den 
drei  übrigen  zeigt  die  Division,  dass  keine  als  Factor  von  /'(j;)  auftritt. 
Folglich  ist  f(z)  irreductibel. 

§  51.  Die  im  vorigen  Paragraphen  dargelegte  Methode  stammt 
von  Kronecker*).  Sie  hat  den  theoretisch  wichtigen  Vortheil,  dass 
die  Frage  nach  der  Zerlegung  ohne  Voraussetzung  der  Wurzelexistenz 
behandelt  werden  kann.  Es  wird  aber  bei  ihr  die  Anzahl  der  Werth- 
systeme,  die  discutirt  werden  müssen,  eine  so  bedeutende,  dass  eine 
Vereinfachung  der  Methode  erwünscht  scheint,  wenn  sie  für  praktische 
Zwecke  verwendbar  sein  soll.  Herr  Runge  hat  sich  mit  diesem 
Problem  beschäftigt**).  Aus  seinen  Resultaten  wollen  wir  Folgendes 
herausheben. 

Wir  gehen  von  (1),  (2)  und  (2*'*)  aus.     Ist  q){z)   ein  ganzzahliger 

Theiler  von  f{z),   so   ist  auch  ^-^ tS-J-   eine   ganzzahlige  Function, 

mithin  cp^s^)  —  ^'(■^i)  durch  0^  —  ^i  theilbar.  Es  kann  daher  ein  Sf^ 
nur  mit  einem  solchen  d^"'>  combinirt  einem  zulässigen  Theiler  q){z) 
angehören,  für  welches  die  Differenz  der  Functionalwerthe 

d^P  —  d["^  durch  0^  —  ^^ 

theilbar  ist.  Ebenso  kann  eine  Combination  r?'"^,  r?^/'  nur  dann  mit 
einem  d^J^  combinirt  einem  zulässigen  Theiler  angehören,  wenn 

d[y^  —  rf^j")  durch  0^  —  ^i     und     d{y^  —  d^f  durch  0^  —  0.^ 

theilbar  ist  u.  s.  f.  Hierdurch  werden  dann  die  zu  behandelnden 
Werthsysteme  häufig  stark  eingeschränkt,  sobald  die  Wahl  der 
^i)  h}  '  '  '  passend  erfolgt.  Für  unser  obiges  Beispiel  Avürden  wir 
keinen  Vortheil  dadurch  erlangen. 

In  noch  anderer  Art  behandelt  Herr  Man  dl***)  das  gleiche 
Problem. 


*)  Kronecker:    Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie   der  algebraischen 
Grössen.    §  4.     J.  für  Math.  92.    S.  1. 

**)  Runge:     Ueber    die   Zerlegung    ganzer    ganzzahliger  Functionen.     J.   für 
Math.  99.    S.  89. 

***)  Man  dl  (unter  gleichem  Titel):  J.  für  Math.  113.    S.  252. 
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§  52.  Eisenstein*)  war  der  Erste,  welcher  einen  Satz  auf- 
stellte, durch  den  aus  der  formalen  Beschaffenheit  der  Coefficienten 
der  vor<^elegten  Function  ein  Schluss  auf  ihre  Keductibilität  oder  Irre- 
ductibilität  gezogen  wird.     Es  ist  der  folgende: 

Sind  alle  Coefficienten  q,  c.^,  ■  •  •  c„  des  Polynoms 

(3)  f\£)  =-  z"  +  c,z''-'-\-  CX-'  +  •  ••  +  c„_,.-  +  c„ 

durch    eine    Primzahl  p    theilbar,    und    zwar   c„    durch    keine 
höhere  als  die  erste  Potenz  von  p,  dann  ist  f{z)  irreductibel. 
Wäre  nämlich 

so  könnten  wir  zuerst  a^  =  1)^=1  setzen,  und  es  müsste  ferner  wegen 
a„h,.  =  c,t  eine  der  Zahlen  «„,  h,,  etwa  die  erste,  durch  p  theilbar  sein, 
während  die  zweite  &,.  relativ  prim  zu  p  wäre.  Weiter  müsste 
a„^ih,  -\-  a„h,—i  =  c,j._i  durch  jh  wnd  da  ff„/>,  — i  es  ist,  auch  du  — ih, 
durch  2^  theilbar  sein.  Nun  war  h,  relativ  prim  zu  p]  also  müsste 
üu  —  i  ein  Vielfaches  von  j)  werden.  Ginge  man  dann  zu  a^^ib, 
-f-  «„...i/>,_i  -{-  a^,&,._2  =  Cn—i,  u.  s.  f.,  dann  würde  der  Reihe  nach 
folgen,  dass  a„_2,  «,((  — 3>  •  •  durch  p  theilbar  sind.  Die  gleiche 
Schlussweise  zeigt  aber  beim  Auftreten  des  Coefficienten  «„,  dass  auch 
für  diesen  dasselbe  gilt,  während  er  doch  gleich  1  ist.  Das  ist  ein 
Widerspruch;  und  daraus  erkennen  wir,  dass  die  Voraussetzung  der 
Zerlegbarkeit  von  f{z)  nicht  aufrecht  erhalten  werden  kann.  Es  ist 
also  f{s)  irreductibel. 

§  53.  Dieses  Eisens tein'sche  Theorem,  von  welchem  wir  später 
eine  wichtige  Anwendung  machen  werden,  lässt  sich  zum  Ausgangs- 
punkte weiterer  Untersuchungen  nach  verschiedenen  Seiten  hin  nehmen. 
Die  eine  Richtung  führt  unter  Benutzung  der  gleichen  Methode  zu 
dej]  Sätzen  dieses  und  der  folgenden  Paragraphen  bis  §  56. 

Ein  Polynom  ?«*""  Grades  (»  >  2x)  von  der  Gestalt 

(5)      2;"+  yi?)2"-l  H h  Vn-y.-lPZ"^^  +  ya-.fs"  +  y n-y.+1  f  S"-'  -\ \-  y'nP\ 

besitzt  keinen  Theiler  von  geringerem  als  dem  (x  -j-'  l)'""  Grade. 
Der  obere  Index  0  an  einer  Constante  soll  hier  und  in  den  folgenden 
Paragraphen  andeuten,  dass  diese  Constante  zu  p  relativ  prim  ist. 

Gilt  die  Zerlegung  (4)  von  (5),  dann  folgt  aus  üf,l)i=Cn=p^y",, 
dass  entweder  einer  der  Coefficienten  «,,,  h,   durch  ;/^,  oder  dass  jeder 

*)  Eisenstein:  Ueber  die  Irreductibilität  u.  s.  w.  der  Leniniscatengleichung. 
J.  lür  Math.  59..   S.  ICO. 
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derselben  durch  2>  tJieilbar  ist.  Im  ersten  Falle  setzen  wir  a,,  =  cCf.jr, 
hy  =  ßv  und  finden  dann  auf  g'enau  dem  Wege,  der  in  §  52  ein- 
geschlagen ist,  dass  alle  Coefficienten  (lu  —  i,  •  •  •  bis  inclusive  a^  durch 
p  theilbar  sind.  Da  das  nicht  möglich  ist,  so  muss  diese  Eventualität 
verworfen,  und 
(6)  a„  =  a>,     hy  =  ß'^ii 

gesetzt  werden.     Wir  Avollen  nun  annehmen,  es  wäre  schon  bewiesen, 

was  ja  wegen  (G)  für  X  =  Q  feststeht, 

«„_i  =  «,<_l|),      •  •  •   a„_;.  =  a,<_;J), 
hv-i  =-ß,-ip,      •••   6,_;.  = /3,_;J), 

und  wollen  daraus  herleiten,  dass  auch  die  beiden  folgenden  Coeffi- 
cienten,  «„_;_i  nnd  &,— ;.  —  i,  durch  p  theilbar  sein  müssen,  wenn  A 
eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreitet.  Dazu  betrachten  wir  c„—x—i  ^  0 
und  Ca— 2  1— 2^0  und  zwar  die  erste  Congruenz  (mod.  j/),  die  zweite 
nur  (mod.  j));  das  ergiebt 

a„ &,._;_  1  +  ■  •  •  +  a,,-?.-ihr  ^  0  (mod.i?^), 
rt„_^_i  &,-/_i  +  •  •  •  =0  (mod.^) . 

Wir  haben  in  diese  Congruenzen  die  Werthe  aus  (6)  und  (7) 
einzusetzen.  Dann  werden  in  der  ersten  alle  nicht  hingeschriebenen 
Glieder  durch  p',  in  der  zweiten  alle  nicht  hingeschriebenen  durch  p 
theilbar,  und  es  entsteht,  nachdem  die  erste  durch  p  dividirt,  die  zweite 
mit  «;;  •  ßy   multiplicirt  ist, 

«6,_j_,)  +  (|3;n„_;._i)  =  0   ,      ,     , 
«,6,._._,)(^;a.-.-)     =0  (""''■  ^')' 

woraus  denn  sofort  das  Verlangte,  nämlich 

(8)  au-x-i  =  ciu-;,-ip,     hy-z-i  =  ß,-?.-ip 

folgt.  Da  in  (5)  bei  uns  yn—y.p'^  der  höchste  durch  p>^  theilbare 
Coefficient  ist,  so  können  wir  bis  X  =  k  gehen,  falls  w>  2x  ist.  Die 
letzte  Einschränkung  ist  klar;  sie  folgt  aus  c„_2;._2  ^  0  (mod.  p). 
Man  hat  dann  also 

a^,  =  al[p,     «„_i  =  a„_i2),     •  ■  ■  ciu-y.  =  a^.-y^p, 

^      ^  hy     =    ß':.p,  hy-,     =    ßr-lP,  •    ■     ■       hy-,     =    ßr-yP. 

Dies  zeigt,  dass  a^,  h^  nicht  in  die  Reihe  der  hingeschriebenen 
Coefficienten  gehören,  dass  also  kein  Factor  von  geringerem  als  dem 
(x  -f-  l)*ö°  Grade  vorkommen  kann. 

§  54.  Ist  M  =  2yf  +  1?  dann  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  kein 
Factor  vom  x*^°  oder  einem  niederen  Grade  besteht,  die  Irreductibilität 
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von  (5).  Ist  n  =^  2x  -\-  2,  daim  können  zwei  Factoren  des  Grades 
(^x -f-  1)  vorhanden  sein,  bei  denen  alle  Coefficieuten  «j,  er,,  •••; 
hl,  h.y,  •  •  •  nach  (0)  dnrch  p  theilbar  sein  müssen.  Man  hat  demnach: 
Das  Polynom 

ist  irreductibel.     Das  Polynom 

kann  nur  in  der  Art  zerlegbar  sein,  dass  es  in  zwei  Factoren 
gleichen  Grades 

(^.+1  +  a,pz^  +  •  •  •  +  aUii^)(^'+'  +  ßxv^'-  +  •  •  •  +  /3:;+i2') 

zerfällt.  Diese  beiden  Factoren  sind  nach  dem  Eisenstein'- 
schen  Satze  unzerlegbar. 

§  55.  Wir  knüpfen  wieder  an  das  Theorem  von  §  5o  an.  Ein 
Polynom  von  der  Gestalt 

+  yn-2.-iP'z''"+'  +  •■■  +  yn-.-ip'z''+'        {n  >  3x) 

+  yn-^p^z'"  H h  Vn-ifz  +  y„>^ 

kann  nur  so  in  zwei  Factoren  zerfallen,  dass  der  Grad  des 
einen  nicht  geringer  als  (x  -f  1),  der  des  andern  nicht  ge- 
ringer als  (2x  -\-  2)  ist. 

Die  eine  Möglichkeit,  ttf,  ■hr  =  Cn=^0  (mod.  2>'^)  zu  befriedigen, 
nämlich  indem  man  a^,  =  a^J;;^,  hv  =  ß,  setzt,  führt  auf  dem  schon 
mehrfach  betretenen  Wege  (§  52)  zu  einem  Widerspruche.  Es  bleibt 
also  nur  die  Annahme  zu  behandeln  übrig 

(10)  au  =  a;23\     h,  =  ßlp. 

Aus  c„_i  =  a^&,— 1  +  «/,_!&,<  ^  0  (mod.  p^)  ergiebt  sich  sofort 
a^,_i^O  (mod.  p),  so  dass  die  Gleichung 

(11)  r/^,_i  =  «;_i^) 

angesetzt  werden  kann.  Wir  setzen  voraus,  es  wäre  schon  bewiesen, 
was  ja  für  A  =  1  soeben  erfolgt  ist,  dass  man 

(12)  a„_A  =  «,',-;.  i?,     •  •  •  a^_2;.+i  =  «/,-2;.-t-iP) 

&'■  =  ßUh  ■   •   ■    hr-X  +  l       =  ßr-X+lP 

hätte.     Dann    wollen  wir,    falls   A    nicht    gewisse    Grenzen    übersteigt, 
die  Fortsetzbarkeit   von  (12)    durch   den  Beweis   der  vier  Gleichungen 
«/,_;.  =  a^^).p^]     a^-2/.  =  cCf,-.2>.p,     a„-2;.-i  =  «,',_2;.-i2': 
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darlegen.     Dazu  brauchen  wir  die  vier  Congruenzen 

Cn-x        ^0  (mod.  p^) ,       Cn-2X  ^^  0  fmod.  j)^) 

(14)  ,  ~         j-  j 
^     ^               c„_2;i-i  ^  0  (mod.  2r),       c„_3a  ^  0  (mod.|j) . 

Setzen  wir  die  Wertbe  (12)  in  diese  Congruenzen  ein,  dann  liefert 
Cn—2X,  nach  Division  durch  p,  und  Cn—'ix,  nach  Multiplication  mit 
ßl-a'i^—x,  die  Resultate 

{ßU,.-2x)  +  (a;-;.fe,-;.)  =  0 

(/3»«,_.;.)  («;_;.&.._.)  EEeO       ^°^^^-^')' 

und  deshalb  ergiebt  sich,  Avie  unmittelbar  ersichtlich  ist, 
(13^)  a„  -2X  =  cc'u  -2xp, 

(15)  «„'_;!&,.-;.  ^  0  (mod.  xi)  ■ 

(13*)  liefert  einen  Theil  der  Behauptung.  Die  erste  Congruenz  aus 
(14)  heben  wir  nach  Eintragen  von  (12)  durch  p^  und  erhalten 

u'u-xß^  4-  a^K-i  =  0  (mod.  p) . 

Das  zeigt,  mit  (15)  combinirt,  dass  «,',_/.  und  &,_;.  durch  p,  dass  also 

br-x  =  ßv-xp 

ist.  Der  noch  fehlende  Theil  der  nachzuweisenden  Gleichungen  (13) 
folgt  ohne  Weiteres  aus  der  dritten  Congruenz  (14). 

Vergleichen  wir  (14)  mit  der  Form  der  untersuchten  Gleichung, 
dann  folgt,  dass  für  sie 

(16)  a^-.y.-i  =  (x'f,->,^lP,      •   •  ■    fl^_2x-l  =   a/<-2;<-li>, 

bv  =  ß'vP,  '  ■  ■    hy^y.   =  ßr-y.p 

gesetzt  werden  kann.  Es  darf  daher  unter  diesen  Coefficienten  weder 
ttQ  noch  &o  vorkommen,  falls  w  >  3x  ist,  d.  h.  es  muss  in  diesem  Falle 
ft^2x-|-2,  V  ^x  -\-  1  sein,  wie  behauptet  wurde. 

§  56.  Es  war  n  ^  3k  zu  nehmen.  Ist  n  =  3k  -\-  1  oder 
n  =  3k  -\-  2,  so  wird  ^  -\~  v  >  3k  -{-  3  ^  «;  in  diesen  Fällen  ist  also 
eine  Zerlegung  nicht  möglich.  Ist  dagegen  n  =  3k  -\-  3,  dann  kann 
yi  ^  2k  -\-  2  und  V  =  K  -\-  \  werden,  und  dann  ist  ein  Zerfallen  von 
f{z)  nicht  ausgeschlossen;  in  beiden  Factoren  müssen  die  Coefficienten 
den  Gleichungen  (16)  gemäss  gebildet  sein.     So  ist 

=  ^^  +  («/  +  ß')pz'  +  W  +  cc;ß')p'z  +  «,«^>3 
ein  Beispiel  für  die  Möglichkeit  der  Zerlegung. 
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Das  Polynom 

+  y„-2.-iP's'-'  +  '  +  •  ■  •  +  y.-.-,l>'2>'+'      (n  =  3x  +  1,  •)x  +  2) 

+  yn-yp^z"-  H h  7«-if'~'  +  yTp' 

ist  irreductibel;  das  Polynom 

kann,  wenn  es  überhaupt  zerlegbar  ist,  nur  in  zwei  Factoreu 
52.+2_j_„^p^2.+i_^ 1_  a,  +  ip:>^+'  +  «^+2F^^H \-a'i,  +  op\ 

zerfallen,  deren  zweiter  irreductibel  ist,  und  deren  erster 
aueb  nur  eine  Zerfällung  in  zwei  irreductible  Faetoren  des 
Grades  (x  +  1)  zulassen  kann  (§  52,  §  53). 

§  57.  Der  Eisenstein'scbe  Satz  kann  auch  noch  als  das  An- 
fanssglied  einer  Reihe  anderer  Theoreme  angesehen  werden,  deren 
nächstes  das  folgende  ist:  Wenn  in  (3)  alle  Coefficienten  C;. 
durch  p  theilbar  sind,  c„_i  aber  durch  keine  höhere  als  die 
erste  Potenz  von  p,  so  ist  /(^)  entweder  irreductibel,  oder  es 
zerfällt  in  der  Weise,  dass  es  einen  Factor  des  Grades  1  und 
einen  anderen  irreductiblen  Factor  des  Grades  (n  —  1)  besitzt. 

Es  sei,  den  Voraussetzungen  entsprechend, 

Cn  =  y«i>*,    c«-i  =  r>i-iP7       (^ >  1); 

wenn  dann  a„  ==  cc'/ijf  gesetzt  wird,  dann  stossen  wir  in  der  schon 
mehrfach  dagewesenen  Art  auf  den  Widerspruch,  dass  a^  -■=  1  durch  p 
theilbar  sein  müsste.     Es  ist  also  allein  möglich, 

(17)  a,,  =  «;,i/-P,     h  =  ßlp<i         {x  —  Q,Q>\) 
zu  setzen.     Aus  der  Gleichung 

f„-i  =  yl-ip  =  alhr-ip'—^  +  o^,-xß:p'i 

folgt  dann,  dass  nicht  beide  Exponenten  (t  —  q)  und  q  grösser  als  1 
sind.     Also  muss  x  —  9  =  1  oder  (>  =  1,  d.  h.  etwa 

(18)  a,,  =  a;p'-\     h,.  =  ß:.p 

werden;  und  dann  zeigt  die  vorhergehende  Gleichung,  dass  für 
T>2  nicht  Oft  —  i,  und  für  r  =  2  nicht  gleichzeitig  ff„-i  und  6,._i 
durch  p  theilbar  sein  kann.     Weiter  ergiebt  sich  aus 

Cn-2  =  a;;6,._2  2/-^  +  flr„_i&,_i  4-  af,^2ßrP  "'-  0     (mod.  j)) , 
dass  eine  der  beiden  Grössen  a^,  — i,  by—i  durch  ;)  theilbar  ist.    Den  so 
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gefundeueu  Forderungen  wird,  abgesehen  von  einer  Aenderuug  der 
Bezeichnung,  nur  durch 

(19)  o,,_i=  «;;_!,     &,_i=/3,,_ip 

Genüge  geleistet.     Geht  man  mit  (18),  (10)  in  die  Congruenzen 
(20)c„_3  =  a;;t,.-3p"-^  +  a;-i&..-2  +  ««-2/3,.-ii)  +  a,<_3/3?i>=0(modj3), 

dann  folgt  der  Reihe  nach,  genau  wie  früher  (§  52), 

(21)  &,.-2  =  ßr-2P,       &V-3  =  ßr-SP;    '  '  ', 

und  so  gelangt  man  im  x4.11gemeiuen  zu  dem  Widerspruche,  dass 
h^  =^  1  durch  p  theilbar  sein  müsste.  Der  Widerspruch  in  (21)  wird 
nur  dann  vermieden,  wenn  die  letzte  Congruenz  aus  (20),  welche  h^ 
einführt,  durch  die  Gleichung 

Cq  =  «;;_!  &,_,.  =  1 

ersetzt  wird,  wenn  also  n  =  v  -{-  1,  d.  h.  ft  =  1  und 

f(2)  =  {2  +  a;  h^-')  {z--'-\- ß.p^"-' H h  ßr-iP^  +  ß^p) 

ist.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Auf  die  weiteren  Theoreme  der  hier  augedeuteten  Serie  wollen 
wir  nicht  eingehen;  ihre  Richtung  ist  durch  das  Gegebene  hinlänglich 
charakterisirt. 

§  58.  Eine  andere  Methode  zur  Erlangung  solcher  Irreductibili- 
tätssätze  hat  Herr  Königsberger*)  gegeben.  Wir  wollen  sie  soweit 
auseinandersetzen,  als  es  an  dieser  Stelle  bereits  möglich  ist,  ohne  zu 
sehr  auf  spätere   Untersuchungen  Bezug  nehmen  zu  müssen. 

Die  q  Wurzeln  der  Gleichung 

(22)  ^!?  _  1  =  0, 

die  sogenannteu  5*^°  Einheits wurzeln,  wollen  wir  durch  1,  a.,,  W3,  ••• 
cog  bezeichnen.     Ist  bei  rationalen  Coefficienten 

(23)  cp  (ä)  =  «0^»  +  «1^"-!  -\ \-  a„ 

eine  beliebige  Function  n^^^  Grades,  und  bildet  man  das  Product 

cp  {2)  <p  (za.^)  (f  (^03)  ■■'  cp  {zcoq)  =  Q  (s), 
dann   sind   auch   die   Coefficienten  von   Q  (z)  rational,   und   es  enthält 
*^(z)  nur  Potenzen  von  z  mit  den  Exponenten  q,  2q,  •  •  •  (nq).    Wir 
können  also  iu   $  (2)  für  z'^  setzen  t,,  und  erhalten 

(24)  O  (e^)  =  9)(v)(0  =  A.t"  +  Ae-^  +  •  •  •  +  -1«.        . 

*)  Königsberger:  Ueber  den  Eisens tein'schen  Satz  von  der  Irreducti- 
bilität algebraischer  Gleichungen.     J.  für  Math.  115;  S.  5.^. 
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Es  wird  sich,  wie  uebeiibei  erwähnt  sei,  später  zeigen,  dass  (24), 
gleich  Null  gesetzt,  n  Wurzeln  liefert,  welche  die  q^^°  Potenzen  der 
Wurzeln  der  Gleichung  sind,  die  man  durch  Nullsetzung  von  (23) 
erhält.  Ist  nun  (p{s)  als  ein  Product  darstellbar,  cp  (z)  =  tlf  (s)  x  ( ^), 
dann   wird 

1  9 

W{z)  =  JJi/'(.-«,),         A'(^)  =  JJzl^«/.)         C«.  =  1), 

9,(v)(e)  =  ^(v)(e);t('v)(0. 

Wenn  demnach  (p(z)  reductibel  ist,  so  wird  es  jedenfalls  auch  (p^''^{^)', 
mau  kann  daher  aus  der  Irreductibilität  von  (p^''\t)  '^uf  die 
von  q){z)  schliessen. 

§  59.  Um  die  Wirksamkeit  dieser  Methode  zu  zeigen,  wollen 
wir  zu 

(p  {z)  =  üqZ-'  +  a,0*  +  «2^^  +  0:,z-  -{-  a^z  -{-  Or, 
die  Functionen  93^^',  q)^^\  9)^^^  bilden.     Es  wird 

+  (-  2a,a,  +  2a,a,  -  o,')  l'  +  {-2a,a,  +  a/)  ^ -  a,:\ 

Mit  (p^'\^)  ist  gleichzeitig  g  9>^~\pV)  irreductibel  oder  reductibel. 
Setzt  man  in  der  zweiten  dieser  Functionen 

«0  =1;  ^1  =  ^iP>  «2  =  0^2 P',  «3  =  «■iP^  «4  =  ^■iP\  «:■,  =  «r,>^ 
so    erhält    man   ein   irreductibles   Eisenstein'sches   Polynom    (§   52). 
Folglich  bleibt  das  ursprüngliche  (p{z)  unzerlegbar,  d.  h.:  Es  ist 

Ä-'  +  a^pz'  +  a^p^z^  +  a.,pH-  +  a^p'^z  +  «gV 
irreductibel.     Dieses  Resultat  ist  mit  dem  in  §  56  erhaltenen  Schluss- 
theoreme identisch. 

Weiter  wird  für  g  =  3 

<p''K^)  =  oot;'  +  (Sa,'a,—^a,a,a,-\-a,')t,' 

+  (30003^— 3croaia5  — 3oo«2«4H-3ai^«4  — 3«iÖ2«3  +  V)S^ 
+  (—  3aoa4flf5+3a,  a/ — 3  «^  «3^+3  «2^  a,- — ^a^a^a^-^-a^^)^^ 

+  (3  «2  «5^  —  3  «3  «4  ^r,  +  «4"0  ?;  +  «5^- 

Verfahrt  man  hier  genau  wie  vorher,  so  erkennt  man:  Das  Polynom 

s^  -\-  a^pz*  -f-  a.,pz^  -{-  o^sl)'^'  +  «liJ"^^  +  %V" 
ist  irreductibel. 

Für  g  =  4  findet  mau 

<p^*HO  =  V^''+  (4V«4—  4V«,a3—  Stto^ffg^^  4a^rt,2a2—  «i^)^  +  ••■ 
•  +  (—  4  a^  ö^-'  -f  402 «4 ^r,"  +  2 «3^ ^5^ — 4 r;, a ,-  n-,  +  r;/)  ^— r;./. 
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Hier  benutzen  wir  ,4  q)^'^^{p^^)  und  gelangen  zu  dem  Resultate:  Das 
Polynom 

ist  irreductibel.  Dieses  Ergebniss  hätte  sich  einfacher  ableiten 
lassen,  wenn  im  Eisen  stein' sehen  Polynome  z  =  —  gesetzt  und  dann 
mit  y''  multiplicirt  worden  wäre. 

§   60.      Im    allgemeinen     Falle    f^''^{t)    ist    das     absolute    Glied 
^„  ^  +  al.     Wir    nehmen    nun    q    als   relativ   prim    zu   n    und 
kleiner   als   n   an,   bestimmen,    was    stets    möglich    ist,    zwei    ganze 
Zahlen  r  und  5,  für  die 
(25)  rq  —  ns  =  -{-  1         (r,  s  <  n;  r  >  s) 

wird,  und  untersuchen  — :  f^'^^ip^'t)-  Zunächst  ist  der  letzte  Coefficient 
dieser  Function 

n  [  n 

^  "~  — ^' 

Für  Hn  =  ccn^p''  wird  dies 

Um  zu  einem  Eisenstein'schen  Polynom  zu  gelangen,  ist  es  also 
nur  nöthig,  die  sämmtlichen,  vorhergehenden  Ooefficienten 

durch  j)  theilbar  zu  machen.  Die  Grösse  A„—fj  ist,  wie  man  sofort 
sieht,  eine  Summe  von  solchen  Gliedern 

/  c\rr\  i       l       711 

20  a  a.a    •••, 

■'  y.     /.     jit  ' 

in  denen  „das  Gewicht"  des  Complexes  nämlich 

hx  -\-  IX  -{-  m^i  -\-  ■•  •  =  {11  —  Q)q 
ist.     Setzt  man  nun,  wie  Herr  Königsberger  angiebt, 

wobei  e(Ji)  die  grösste  ganze  Zahl  bedeutet,  die  in  der  positiven 
Grösse  h  enthalten  ist,  dann  tritt  in  (27)  die  Primzahl  p  mindestens  in 
der  Potenz  mit  dem  Exponenten 

k[e{^)  +  l]  +  l[e{^;)  +  x]+,„[e(^)  +  l]  +  ... 
auf,  und  dieser  Exponent  ist  grösser  als  die  Summe 

k f-  * h  ^'*       -\-  ...  =  (n  —  q)  -q. 
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In  den  Nenner  von  A,,-^,  geht  p  in  der  Potenz  (»  —  q)  s  ein.  Weil 
nun  wegen  (25)  ^  q>s  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  in  der  Thut  alle 
Glieder  in   (26)   durch  j)   theilbar   werden;     ^^  /'^'Kl^'O  i^t  daher  ein 

Eisen steiu'sches  Polynom,  und  f{z)  ist  irreductibel.  Durch  das 
Auftreten  einer  Potenz  von  o„  in  (27)  wird  an  den  Schlüssen  nichts 
geändert.  So  sind  Avir  zu  dem  Königsberger'schen  Satze  gelangt: 
Setzt  man 

(In  =  ((,"]'', 
wobei  r  eine  zu  n  relative  Primzahl  bedeutet,  dann  ist 

ein  irreductibles  Polynom. 


Sechste  Vorlesung. 


ö* 


Grösster  gemeinsamer  Theiler   zweier  Fuiictioiieu. 
Vielfache  AVurzelii  algebraischer  («leichuiigeii. 

i^  61.  Es  mögen  f{z)  und  /'i(^)  zwei  ganze,  ganzzahlige  Func- 
tionen von  2  sein;  ihre  Grade  bezeichnen  wir  mit  n  und  («  —  «,), 
wobei  «j  als  Null  oder  als  positiv  vorauszusetzen  ist.  Wir  bilden 
nach  dem  Schema,  welches  Euklid  zur  Aufsuchung  des  grössten  ge- 
meinsamen Theilers  zweier  ganzen  Zahlen  beimtzt,  durch  fortgesetzte 
Divisionen  die  Gleichungen 

(0  

fr-2{z)=fr-l{z)  ■  9r-l{z)  —  fr{z), 
fr-i{z)=fr{z)      •     gr{/), 

derart,  dass  wir  jedes  /;.  durch  das  folgende  fxj^i  dividiren,  bis  ein 
Rest  von  niedrigerem  Grade  bleibt,  der  dann  = — /;.-f2  gesetzt  wird. 
Die  Gründe  i'ür  diese  Festsetzung  des  Kestvorzeichens  werden  sich 
später  ergeben.  Da  die  Grade  von  /,  /'j,  /!,,  •••  immer  mehr  abnehmen, 
ohne  negativ  werden  zu  können,  so  muss  (1)  einnml  abbreclien,  wie 
dies  in  der  Tabelle  selbst  ja  auch  angedeutet  worden  ist. 
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Wie  schon  früher,  so  lassen  wir  auch  im  Folgenden,  wenn  Miss- 
verständnisse ausgeschlossen  sind,  häufig  das  Argument  der  Function 
fort,  und  schreiben  also  etwa  statt  der  Gleichungen  (1)  kürzer 

(2)  U  =  f?.+igx  +  i  —  fx  +  2     oder     /i.+a  =  f\+iy?.+i  —  fi. 

Aus  (2)  ist  ersichtlich,  dass  jeder  Factor,  den  die  beiden  Func- 
tionen fx  und  f?.jf-i  gemeinsam  besitzen,  auch  j\j^2  theilt.  Daraus  folgt, 
dass  fr  durch  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  von  /'  und  f^  theilbar 
ist.  Andererseits  folgt  auch  umgekehrt  aus  (2),  dass  der  grosste  ge- 
meinsame Theiler  von  f).-\-2  und  f).-{-i  auch  in  /;.  aufgeht.  Daraus  er- 
giebt  sich  dann,  dass  sowohl  f  als  f  durch  fr  theilbar  sind.  Folg- 
lich ist  fr  selbst  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  f  und  /^. 
Man  kann  also  durch  fortgesetzte  Divisionen  den  grössten 
gemeinsamen  Theiler  zweier  Functionen  fi^z)  und  fi{z)  be- 
stimmen. 

§  62.     Jedes  der  in  (1)  auftretenden  Polynome 

tij    /s;    ■  ■  ■    Ir—l}    fr 

lässt  sich  als  lineare,  homogene  Function  von  /'  und  f^  dar- 
stellen. Wenn  man  nämlich  in  der  zweiten  Gleichung  von  (2)  den 
Index  A  der  Reihe  nach  durch  (A  —  2),  (A  —  .^),  •••  ersetzt,  dann  er- 
hält man  mittels  Combination  der  so  entstehenden  Gleichungen 

/■;.  =  f.-i  ■  gx-i  —  fx-2  ■  1 
=  f).-2  {g).-ig;—2  —  1)  —  A-3  •  g).-i 

(3)  =  f,--i  (gy.-igx-2g?.-:i  —  gx-i  —  gx-ä)  —  f.-i{g?.-ig?.-2  —  1) 

wo  dann  also  die  Functionen  xpj.  —  i,  fp/  —  i  durch  Fortsetzung  der  au- 
geführten Rechnungsoperationen  gefunden  werden  können.  Auf  diesem 
Wege  gelangt  man  auch  zu  Reductionsformelu  für  die  q)  und  t/^.  Die 
Formel  (2)  liefert 

i^")  n+2  ==  fx+i  ■  gx+i  -  f,, 

und  setzt  man  hierin  die  durch  (3)  definirten  Functionen  qp  und  ip  ein, 

fü+i  =  fi  •  i^?.       —f'fpx, 

f).       =fi  •  i>}.-x  —f-  (p?.-i, 
dann  entsteht 

f?.+2  =  fi  ■  {^>.g).+  i  -  •J/';.-i)  —  f-  {(p?.g?.  +  i  —  cpx-i), 
und  demzufolge  ergiebt  sich 

/^N  fpx+1  =  ^?.  •  gx+1  —  tx-i, 

fp>.+i  =  fpi  ■  g/.+i  —  (f/.—i- 

Netto,  Algebra.    I.  5 
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Um  diese  Recursionsformeln  zur  Berechnung  benutzen  zu  können, 
müssen  wir  noch  die  Antangswerthe  (p^^,  t^^^  qp,,  i/-,  bestimmen.  Diese 
ergeben  sich  aus 

f-i^'fi-  ^i  —  /'•  «JPi  =  /l  •  ^1  —  /•  1 
als 

/gx  ^0=1;       90  =  0, 

ti=9i,      9i  =  l- 

Aus  diesen  folgt  dann  gemäss  (4)  weiter 

■^■i=yi9->9i—9i  —  (Js,     <P6=9293  —  '^, 


Die  Formeln  (2*)  und  (4)  lehren,  dass  die  Bildung  von  tl^x-^i  aus 
ipz  und  ^;._:  ebenso  vor  sich  geht,  wie  die  von  qp/.-f  i  aus  g)x  und  (px  —  i 
und  die  von  f/.+i>  aus  fx  +  i  und  /;.. 

Den  besonders  wichtigen  Fall  von  (?>),  in  welchem  A  ==  r  ist, 
wollen  wir  noch  besonders  hervorheben: 

(3*)  fr  =  fi-  tr-l    -  f  ■  fpr-l. 

§  63.  Aus  den  Recursionsformeln  (4)  ergiebt  sich  durch  Eli- 
mination von  i//.  +  i 

q);.  +  iipk  —  (p^i'/.+  i  =  95/>/i-i  —  (px-\i'). 

und  somit  durch  weitere  Anwendung  derselben  Relation,  und  da  nach  (5) 

ist,  die  Formel 

(6)  fp).^\^>.  —  <p>.il^}.+i  =  1. 

Hätten  wir  in  (1)  die  Reste  ohne  Vorzeichenänderung  eingeführt,  so 
würde  (6)  complicirter;  aber  diese  Aeusserlichkeit  war  nicht  die  Ver- 
anlassung zu  jener  Festsetzung. 

Dividirt  man  (6)  durch  f^i^Ä+i,  dann  entsteht 

und  durch  weitere  Anwendung  derselben  Relation,  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  nach  (5) 

qp,  ^   1    _      1 

'/'l        iJi         ipnn>i 
ist,  die  Gleichung 

(7)  ,^'  =  ,A     ,      1^     ,      -^     ,   ...+       ■ 


V»;.         ■Vo^i         ■^i  ^■.'         H>t'4>3  'V'x-i'Vv.  ' 
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durcli  welche  eine  Zerlegung  der  gebrochenen  Function  go;. :  ip/.  in  eine 
Summe  von  Primhrüchen  geliefert  wird. 
Ferner  ergiebt  (3) 

fiti—  f<P).=f}.-Yi, 
und  deshalb  wird  zunächst 

und   durch  Verwendung  von  (7)   ergiebt  sich  hieraus  die  Darstellung 

C8M  4  =  ^_  j_ _i„  .  ..   .  __i L A±i. 

Insbesondere  wird  für  X  =  r,  wegen  frJ^\=0,  der  Quotient  fx'-f 
wiederum  eine  Summe  von  Primbrüchen 

/gb\  /V    ^:=^ \ I 1 |_    .  .  .    _|_  _  ^ 

§  64.  Es  ist  von  Wichtigkeit,  die  auftretenden  Functionen  ihren 
Gradzahlen  nach  zu  bestimmen.  Den  Grad  einer  Function  ]i(/)  wollen 
wir  durch  [//]  bezeichnen,  und  nun  möge 

(9^      [/■]  =  W;  [/;j  =  n-nx,  ■■■  [f,]  =  n-  nx,  ■  ■  •  [fr]  =  n  —  Ur 

(0  ^  w^  <  «2  <  •  •  •  <  "r  ^  n) 

gesetzt  werden-,  dann  liefert  die  Vergleichung  mit  (1)  für  die  Bestim- 
mungen der  Gradzahlen 

(^^)  VOi\=ih,  [.72]  =  '«2— »'n  •••r^/.]  =  "/  — "/-i;  ■■■ig,^  =  n>.  —  n,.-,. 

Sobald  nun  {ipx+i]^  [i'x]  ist,  muss  nach  (4)  \ipx-\.-i\>[^x-\-\\  und 
=  \^x-\-i\  -{-  [gx  +  2\  sein;  unter  der  entsprechenden  Voraussetzung, ist 
fqp;._l_2]  =  {fpi+x\  +  [ö'^.+s]-  Aus  den  obigen  Werthen  von  [tjc^;.],  [^v.j 
für  A  =  0  und  1  =  1  folgt  daher 

.    , .  [^l]  =  "i?    [^2]  =^2,    ••■    [^^-]  =  W/.;    •  •  • 

[95J  =  0,    [(jp.^]  =  n^  —  n„  •■•  [(px\  =  nx  —  w, ,  •  •  •. 

Hieraus  erkennt  man  z.  B.,  dass  in  (3'^)  die  Function  r/^r— 1  den  Grad 
rir  —  i,  und  q)r—\  den  Grad  w^— 1  —  »i  besitzt.  Nun  ist  nach  (9) 
W;  —  i<«r^w,  also  rir—x-^n  —  1  und  ebenso  «r— 1  —  n^^n  —  n^  —  1. 
Der  Grad  von  tpr—i  ist  gleich  (w  —  r),  der  von  (pr  —  i  gleich 
{n  —  «1  —  t),  wo  T  mindestens  gleich  1  Avird. 

§   65.      Ist    eine    rationale     gebrochene    Function    ^-7-^    gegeben, 

ordnet  man  Zähler  und  Nenner  nach  steigenden  Potenzen  von  z  und 
führt  die  wirkliche  Division  derart  aus,  dass  das  Glied  niedrigster 
Ordnung    in   i)    durcli    das    Glied    niedrigster   Ordnung    in    q    dividirt 
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wird  u.  s.  w.,   so  entsteht   die  Eutwickelung   von      ,  .    nach  stei- 

'  o  5  (2) 

genden  Potenzen  von  z.  Ordnet  man  umgekehrt  p  und  q  nach 
fallenden  Potenzen  von  z  und  führt  dementsprechend  die  Division  so 
aus,  dass  das  Glied  höchster  Ordnung  in  ]>  durch  das  Glied  höchster 
Ordnung  in  g  dividirt  wird  u.  s.  w.,   so   entsteht  die  Entwickelung 

von  — /",   nach  fallenden  Potenzen  von  z.     Die  Entwickelung  der 

q{z)  ^ 

ersten  Art  kann  nur  dann  abbrechen,  wenn  der  Neuner  q{z)  ein 
Factor  des  Zählers  wird,  die  der  zweiten  Art  nur  dann,  Avenn  der 
Nenner  bis  auf  Potenzen  von  z,  die  er  als  Theiler  enthält,  ein  Factor 
des  Zählers  Avird.  Wir  werden  später  auf  solche  Darstellungen  ge- 
nauer einzugehen  haben. 

Hier  wollen  wir  nur  ein  auf  die  Entwickelung  von 

/CjN  A       _    ^>.     ^     f'.  +  l_ 

^^  f  ^X  /«P;. 

bezügliches  Resultat  hervorheben.     Nach  (8)  und  (U*")  wird 


-J  =  -  ("^-  +  «/+i)- 


In  der  That  ist 

^^,  =  .,/  +  "^       +.,/  +  "^-^       4-...; 
und  daher  beginnt  die  Entwickelung  von  (8)  nach  fallenden  Potenzen 
von  z  mit  ^;~"^"~"^-l-i|  d.  h.:  Entwickelt   man   die  beiden  Brüche 

.    und      -  nach  fallenden  Potenzen  von  z.   so   stimmen    beide 

/  ^;.  ' 

Entwickelungen     in     allen     Gliedern     von     zr'^     an     bis     zu 
.-(«;i  +  ''^-f-i)+i  überein. 

§  (>G.     Aus  den  beiden  Gleichungen  (vgl.  (2)  und  (4)) 

fi+\=fx(Ji  —  h~\,     tx=  i^x-i9x—  tlfk-'i 


folgt 


fx-i  ~~     "^  /;. _  1  '       ^x - 1 9x  fx-i  9x  ' 


'h- 


''!'-    =  fi  +  ^^±-^-'1  (\  -   '^^-'  \ 


Da  nun  f?.-\-\  von  geringerem  Grade  ist  als  fx^\,  und  ipx  —  -2  von  ge- 
ringerem als  tx  —  i,  so  beginnt  die  Entwickelung  der  rechten  Seite 
nach  fallenden  Potenzen  von  z  mit  der  Coustanten  1,  und  deshalb  sind 
die    Grade    und    auch    die    Coefficienten    der    höchsten    Potenzen    von 
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/;._ii/';._i  und  von  fxtl^x   einander  gleich.     Die  erste  Eigenschaft  folgt 
schon  direct  aus  der  Betrachtung  der  Grade: 

[fxi'ii]  =  [/;,]  +  [^;il  =  (»  —  w;)  +  nx  =  n. 
Dasselbe  gilt  dann  natürlich  von  den  beiden  Producten  fx  — 2^^1—2  und 
f\^iil;x-i   u.  s.  w.    bis    zu  /ö V'o  =  / ' '/'o  = /•      -^^^^   ^^^^^   ^^^   gelangt 
man  zu  den  Sätzen: 

Alle  Glieder  der  Functionenreihe 

(10)  A^n/;^2,    •••    frtr 

sind  vom  Grade  n  und  haben  denselben  Anfangscoefficienten 
wie  /  (^) ;  alle  Glieder  der  Functionenreihe 

(1<>)  f\(Pi,  Ü^„  •••  fr(pr 

sind  vom  Grade  (m  —  «,)  und  haben  denselben  Anfangscoeffi- 
cienten wie  f\  (s). 

§  67.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  dass  die  beiden 
Functionen  f  und  /j  keinen  grösseren  gemeinsamen  Theiler  als  eine 
Constante  besitzen,  so  dass  also  fr  vom  Grade  Null  wird.  Hierbei 
tritt  es  deutlich  hervor,  dass  die  constanten  Grössen  bei  den 
jetzigen  Betrachtungen  die  Rolle  von  Einheiten  spielen. 
Genau  wie  bei  der  Zerlegung  von  Zahlen  im  reellen  Zahlengebiete  die 
Hinzufügung  des  Factors  -j~  1  oder  —  1  den  Charakter  der  Zahlen 
nicht  beeinflusst;  genau  wie  im  complexen  Zahleugebiete  die  Zerlegung 
durch  Hinzufügung  eines  Eiuheitsfactors  +1,  —  1,  -\-  i,  —  i  nicht 
wesentlich  geändert  wird,  genau  so  ist  es  beim  Schema  (1)  unwesentlich, 
wenn  /"und  f.^  mit  willkürlichen  constanten  Factoren  multiplicirt  werden. 
Die  Schlüsse  bleiben  dieselben,  und  die  Resultate  ändern  sich  höchstens 
insofern,  als  auch  dabei  constante  Grössen  multiplicativ  hinzutreten. 

Man  kann  von  diesen  Ueberlegungen  insofern  praktischen  Ge- 
brauch machen,  als  man  bei  der  Durchführung  der  einzelnen  Divisionen 
in  (1)  die  Dividenden  mit  geeigneten  Zahlenfactoreu  multiplicirt,  durch 
welche  das  Auftreten  von  Brüchen  in  den  Quotienten  und  den  Resten 
vermieden  wird;  und  dass  man  ebenso  aus  den  Resten  alle,  den  Coeffi- 
cienten  etwa  gemeinsamen  Zahlenfactoreu  herauszieht  und  sie,  um  zu 
kleineren  Zahlenwerthen  zu  gelangen,  bei  den  weiteren  Divisionen 
unterdrückt.     Ist  z.  B. 

f  =  2&'  +    z"  +  3^^  +  3^2  +  2^+1, 

/;  =  Gz'  +  Iz^  +  7^2  ^3^  _|_  1^ 

so  würde  die  erste  Zeile  von  (1)  eigentlich  lauten 

f=  f\  'V'  -  i  (-20-^'  -  32^2-21^  -  11); 
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statt  des  hieraus  sich  ergebenden  f\  nimmt  man  aber 

/;  =  _  {20z' -\-  32^'-' +21^+  11). 

An  die  Stelle  der  zweiten  Zeile  von  (1)  tritt  dann 

f  -f   -30^  +  13        -243  ,  . 

/i  —  /a  löö 100  ^      ^^        ''        ^^' 

aber  hier  nimmt  man  wieder 

/3  = -(,2.^  +  ^4-  !)• 
Endlich  folgt 

/;  =  /;•  (10^ +  11), 

so  dass  also  /g  oder  —  f^  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  f  und 
f\  wird.     In  der  That  zeigt  sich 

/■=  -  /s  •  (^^  +  ^  +  1),    f.--ü-  i?^  +  2.  +  0- 
Die  Gleichungen  des  Euklid 'sehen  Schemas   werden  somit 

r,/-=/;.(3^_2)-/;, 
100/,  =/;  ■(-30.-+13)-243/3, 

/;  =  /-3.(io^  +  ii). 

Dass  der  Factor  9,  der  in  der  ersten  Zeile  eingeführt  ist,  bei  243  •  f^ 
sich  wieder  aus  dem  Schema  heraushebt,  ist  kein  Zufall,  wie  ich  an 
anderer  Stelle  bewiesen  habe. 

§  68.  Es  hatte  sich  —  Formel  (3^)  und  §  64  am  Schlüsse  — 
ergeben:  Wenn  die  ganze  Function  f\z)  vom  Grade  n  und  die 
ganze  Function  f^{z)  vom  Grade  {u  —  «,)  relativ  prim  sind, 
d.  h.  keinen  gemeinsamen  Theiler  friß)  haben,  dessen  Grad 
grösser  als  0  ist,  so  giebt  es  zwei  Functionen  Fß)  und  F^{z), 
deren  Grade  höchstens  (w  —  1)  und  {n  —  n,  —  1)  sind,  und  für 
welche  die  Gleichung 

(11)  f{z)F,{z)-\-f,{£)F{£)  =  \ 

gilt.  Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lassen  sich  die  Analoga  derjenigen 
Theoreme  der  Zahlentheorie,  welche  sich  auf  die  Zerlegung  und  die 
Zusammensetzung  von  Zahlen  aus  Primzahlen  beziehen,  für  die  Algebra 
leicht  entwickeln. 

Eine  irreductible  Function  war  als  eine  solche  definirt,  welche 
keinen  Theiler  besitzt,  dessen  Grad  geringer  als  der  ihrige,  aber  höher 
als  Null  ist.  Daraus  folgt,  dass  wenn  irgend  eine  Function  mit 
einer  irreductiblen  Function  einen  gemeinsamen  Theiler 
besitzt,  sie  durch  diese  irreductible  Function  selbst  theilbar 
sein  muss. 

Ferner:  Wenn  /'  eine  irreductible  Function  ist,  und  wenn 
f^    und    /"g    liicht    durch    f  theilbar   sind,    dann    ist    auch    /i  • /a 
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nicht  durch  f  theilbar,  d.  h.  mit  f^  und  f^  ist  auch  f^  •  f^  relativ 
prim  zu  /".  Dies  beweisen  wir  so:  Nach  (11)  kann  man,  da  /'  und  f^ 
relativ  prim  sind,  i\  und  F  derart  bestimmen,  dass 

und  also 

f-{f.F,)  +  (fJd-F  =  f, 

wird;  folglich  theilt  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  f  und  f^  ■  f^ 
auch  die  Function  f^.  Ausser  einer  Constanten  giebt  es  aber  keine 
Function,  die  /'  und  /"g  theilt.     Somit  ist  f  relativ  prim  zu  fi'U- 

Dieser  Satz  lässt  sich  verallgemeinern:  Sind  /"j,  /,,  f^,  •••  f\. 
nicht  durch  die  irreductible  Function  /"  theilbar,  dann  ist 
auch  fi'f.,  ■■•  fr  nicht  durch  /"theilbar.  Denn  nach  dem  eben 
gelieferten  Beweise  ist  zunächst  /j  •/!,,  ferner  (/"i /g)  • /s  u.  s.  w.  nicht 
durch  f  theilbar. 

Ist  ein  Product  f^-f.^  •••  fr  durch  die  irreductible  P'unc- 
tiou  /"  theilbar,  so  ist  mindestens  einer  der  Factoren  /j, 
/2,  •••  fr  durch  /'theilbar.  Denn  fände  das  Gegentheil  statt,  so 
widerspräche  dies  dem  vorigen  Satze. 

Auf  Grund  der  Gleichung  (11)  können  mit  denselben  Mitteln  auch 
die  folgenden  Sätze  bewiesen  werden: 

Sind  /j,  f.,,  f^,  ■■•  Functionen,  von  denen  keine  mit  einer 
der  Functionen  9)^,  cp^,  q)^,  •••  einen  Theiler  gemeinsam  hat, 
dann  hat  auch  das  Product  fi-f^'fs  •■•  keinen  Theiler  mit 
(fi  •  (P2  '  ^s  ' ' '  gemeinsam. 

Ist  das  Product  /",  •/2  durch  eine  Function  /"theilbar,  die 
mit  fi  keinen  Theiler  gemeinsam  hat,  dann  ist  f^  durch  /' 
theilbar. 

Ist  f  ein  Vielfaches  der  beiden  Functionen  f^  und  f^,  die 
keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  dann  ist  f  auch  ein 
Vielfaches  des  Productes  /"^  •  f^. 

§  69.  Jede  Function  f  lässt  sich  auf  wesentlich  nur  eine 
einzige  Art  in  ein  Product  von  irreductiblen  Factoren  zerlegen. 

In  der  vorigen  Vorlesung  ist  auseinandergesetzt  worden,  auf  welche 
Art  bei  einer  vorgelegten  Function  f  entschieden  werden  kann,  ob  sie 
irreductibel  ist,  und  wie  man  einen  ihrer  Factoren  finden  kann,  falls 
sie  reductibel  ist.  Im  letzteren  Falle  erhält  man  also  eine  Zerles-uns; 
von  /'  in  Factoren.  Jeden  derselben  kann  man  in  gleicher  Weise 
wieder  untersuchen  und  daher  ebenso  in  Factoren  zerlegen,  falls  er 
reductibel  sein  sollte.  Diese  Operation  muss  nach  einer  endlichen 
Zahl  von  Untersuchungen  ein  Ende  nehmen,   da   bei  jeder  Zerlegung 
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die  Gradzahlen  der  Factoreu  kleiner  werden  als  die  des  Products, 
ohne  d(jch  gleich  Null  werden  zu  können.  So  kommt  man  also  zu 
einer  Zerlegung  in  irreductible  Factoren 

Gesetzt,  man  hätte  auf  irgend  eine  Art  auch  die  Zerlegung 

in  irreductible  Factoren  erhalten,  so  würde  der  irreductible  Factor  qp, 
das  Product  /^-/^  •••/.,  und  daher  nach  dem  vorigen  Paragraphen  auch 
einen  der  Factoren  /',,  f.^,  •  ■  ■  f^  theilen.  Wir  nehmen  an,  es  sei  dies  /j. 
Dann  ist  die  irreductible  Function  f\  durch  die  irreductible  Function 
«jpi  theilbar,  und  also  muss  /',  =  ^i  •  c^  sein,  wo  c,  eine  Constante  be- 
deutet.    Somit  erhält  man 

Ci  •  A  •  /'s  •  •  7."  =  92  •  Ts  •  •  •  ^y 
und   kann   nun  dieselben   Schlüsse   aufs  Neue   durchführen.     Es   zeigt 
sich  ebenso,   dass   cp^   bis   auf  einen   constanten  Factor   etwa  gleich  /!j 
ist,  und  daraus  folgt  dann 

^1  Ca  •  /'s  •••/)<  =  9^3  ••  •  ^r , 
u.  s.  w.  Sind  auf  einer  Seite  alle  Functionen  in  Wegfall  gekommen, 
so  können  auch  auf  der  anderen  keine  mehr  vorhanden  sein,  und 
daraus  folgt  dann  der  ausgesprochene  Satz-,  denn  das  Hinzutreten  von 
constanten  Factoren  c, ,  c^,  •  ■  •  zu  den  cpi,  rpc,,  •  ■  •  macht  keine  wesent- 
liche Aenderung  in  der  Zerlegung  aus. 

§  70.  Jetzt  sind  wir  im  Stande,  die  Untersuchungen  über  viel- 
fache Wurzeln  der  Gleichung  f{z)  =  0  mit  einfachen  Mitteln  durch- 
zuführen. Wir  suchen  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  der  beiden 
Functionen  f{2)  und  f  (z)  auf.  Derselbe  möge  fi(z)  heissen.  Nach 
§  36  Formel  (2)  und  (3)  enthält  die  Gleichung  f^  (z)  =  0  jede  »«-fache 
Wurzel  von  f{z)  =  0  in  der  Multiplicität  (m  —  1),  die  einfachen 
Wurzeln  also  gar  nicht  mehr;  und  ausserdem  kann  f^  (z)  =  0  auch 
keine  weiteren  Wurzeln  enthalten,  da  ja  eine  jede  auch  zu  f{z)  =  0 
und  f'{z)  =  0  als  gemeinsame  Wurzel  gehören  würde.  Fasst  man 
daher  sämmtliche  Wurzelfactoren  {z  —  Za),  die  in  f(z)  mit  der  Multi- 
plicität m  auftreten,  in  ein  Product  Z,n  zusammen,  dann  wird 

(12)  f{z)  =  z,z,'z^...z::,-.., 

und 

(13)  f,(z)  =  Z,Z,'-..ZZ-'---. 

Mit  fi(z)  verfährt  man  nun  genau  so,  wie  mit  f(z)'^  der  grösste  ge- 
meinsame Theiler  von  f^  und  /",'  sei  f^  (z).     Dann  wird 
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(14)  f,{z)  =  z,.--z':r'--- 

u.  s.  f.     Es  liefert  daher,  wie  (12)  und  (13)  zeigen, 

alle  Wurzeln  von  /'(^)  =  0,  und  zwar  eine  jede  nur  als  einfache 
Wurzel;  ferner,  wie  die  Hinzunahme  von  (14)  lehrt, 

alle  und  nur  die  Wurzeln  von  f{z)  =  0,  welche  einfach  auftreten ; 
ebenso 

/i(2)/"s(2)  _  z  —  n 

-üizT  -  ^^  -  ^ 

alle  und  nur  die  Wurzeln  von  f(ß)  =  0,  welche  zweifach  auftreten  u.  s.  f. 

Die  Auflösung  einer  Gleichung  mit  vielfachen  Wurzeln 
kann  also  durch  einfache  Divisionen  auf  die  Auflösung  einer 
oder  mehrerer  Gleichungen  reducirt  werden,  welche  nur 
einfache  Wurzeln  besitzen  und  Theiler  der  vorgelegten 
Gleichung  sind. 

§  71.  Zum  Schlüsse  dieser  Vorlesung  wollen  wir  noch  eine  An- 
wendung der  in  den  ersten  Paragraphen  besprochenen  AufsucRung  des 
grössten  gemeinsamen  Theilers  auf  die  Zerlegung  einer  rationalen  ge- 
brochenen Function  in  Partialbrüche  machen. 

Es  sei 

Tc{z) 

ein  Bruch,  dessen  Nenner  das  Product  von  zwei  zu  einander  theiler- 
fremden  Functionen 

ist;  der  Zähler  h(z)  möge  von  niederem  Grade  sein,  als  der  Nenner. 
Dann  kann  man  nach  der  besprochenen  Methode  zwei  Functionen  ip 
und  q)  bestimmen,  für  welche 

^is)-W)  +  ^{^)-f{2)  =  1 ,         W  <  n,  [(p]  <  n, 
ist,  und  folglich  wird 

{^{£)-}i{z))f,{z)  +  {q>{z).h{z))f{z)  =  h(z). 
Ueberschreitet  der  Grad   von  ^  •  h  den  Grad  von  /',  so  können  wir 

i^(z)-h(z)  =  f{z).q(z)  +  r{z),     [r]  <  n, 

r{^)-fM  +  (9'(^)K^)  +  ?(^)/;(^))/"(^)  =  K^) 

setzen,  und  weil  ja 
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ist,  so  muss  hierbei  auch 

von  geringerem  als  dem  «/^"  Grade  sein;  und  also  ist 

Man  hat  sonach  h{z):Jc(z)  in  ein  Aggregat  zweier  Brüche  zer- 
legt, deren  Nenner  die  zu  einander  theilerfremden  Factoreu  f{z)  und 
f\{z)  von  /»■(^),  und  deren  Zähler  von  geringeren  Graden  als  die 
Nenner  sind. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  eine  solche  Zerlegung  eindeutig 
bestimmt  ist. 

Femer  sei  bemerkt,  dass  über  die  Realität  der  Coefücienten  von 
/"  und  fi  nichts  vorausgesetzt  ist;  unsere  Methode  ermöglicht  daher 
die  Zerlegung  des  Bruches  li :  k  in  Partialbrüche 

(16)  F(.)  =  2^(,— p'         I^^]<-^'  .       , 

wenn,  in  ihre  Linearfactoren  aufgelöst,  die  Function  « 

Z:(0)  =  n(z  —  zx)"'^ 
ist.  • 

Wenn  wir  hierbei  nach  §  10,  (12*) 

k  (Z)  =  t,  (.;)  +  '-^{z-  Zi)  +  ''  ^^  (.  -  ^,)^  -f  .  .  . 

setzen,  dann  ergiebt  sich  die  Formel 

Jeder  vorkommende  Partialbruch  hat  als  Zähler  eine  Constante. 
Die  Formel  (IG^)  ist,  wie  man  sieht,  eine  Verallgemeinerung  der  in 
§  39,  (8)  gegebenen  Partialbruchzerlegung,  bei  welcher  die  Voraus- 
setzung gemacht  worden  war,  dass  jedes  mi  den  Werth  1  besitze. 

Wir  wollen  zeigen,  dass  die  damalige  Bestimmung  der  Coeffi- 
cienten  aus  der  jetzt  gegebenen  sich  ergiebt.  Der  Voraussetzung  nach 
ist  hier  ]:{£)  durch  {z  —  ^;.)'"^-  aber  durch  keine  höhere  Potenz  dieses 
Wurzelfactors  theilbar.     Deshalb  gilt  die  Entwickeluug  (§  19) 

wobei  der  erste  Coefficient  nicht  verschwindet,  und  es  wird 

h\z) ,       .    '     _  "'aI^ 
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Aus  (IG'*)  folgt  daher,  wenn  man  mit  (z  —  Z;)'"'-  multiplicirt  und 
2  =  z?.  setzt,  zufolge  des  eben  erhaltenen  Resultates: 

Für  w?/  =  1  kommt  man  demnach  zu  den  früher  gegebenen  Werthen 
des  §  39  zurück. 


Siebente  Vorlesung. 

Reihenentwickelnng  einer  rationalen  Function. 

§  72.  Bei  der  Aufsuchung  des  grössten  gemeinsamen  Theilers 
zweier  Functionen  f  und  /",  haben  wir  in  der  Gleichung  (3)  von  §  62, 
nämlich  in 

^  ^  1/]  =  '',     Vh^=n-  m  ;     [i/;;,  ]=-«;.,     Wx^  =  «/  —  n, 

die  Lösung  der  Aufgabe  gefunden,  zwei  ganze  Functionen  W  und  0 
so  zu  bestimmen,  dass,  wenn 

(2)  f^W—  f0  =  F 
gesetzt  wird,  die  Summe  der  Gradzahlen 

(3)  [.jr]-|.[F]^n-l 

wird.  Dieser  Bedingung  wird  zunächst  in  der  That  durch  die 
Functionen  ^;.,  (p;,  genügt,  da  wegen  w«+i  >  n,,  die  Summe 

nx  -\-  (n  —  >?;.  +  i)  =  n  —  (»/  +  i  —  ?0.)  <  n 

ist.  Es  folgt  aber  auch  weiter,  dass  nur  diese  Functionen  ?/-;.,  fp^,  /i  +  i 
den  Forderungen  genügen,  sobald  man  von  vorhandenen  gemeinsamen 
Factoren    der  drei  Ausdrücke   F,    fX»,    W   absieht.     Denn    wenn    etwa 

wird,  dann  ergiebt  sich  aus  (3)  zunächst 

[F'\  <  11  —  nx  —  1 , 
und  folglich  bleibt  in  der  Gleichung 

der  Grad  der  rechten  Seite  kleiner  als  ??,  während  doch  derjenige  der 
linken  Seite  mindestens  auf  n  steigt,  falls  die  Klammer  von  Null 
verschieden     ist.      Demgemäss     müssen     beide     Seiten     verschwinden, 
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d.  h.  es  wird 

(4)  <p  =  cpr®,     W=jpi&,     F=f,  +  ,-@. 

Die  hierbei  aultreteuden  Verhältnisse  wollen  wir  genauer  untersuchen. 
§    73.      Es    sei    unter    der    unwesentlichen    Beschränkung,    dass 
»1  >  0  ist, 

f{z)  =  a^z"  +  a.z"-'  +  a,z"-''  H \-  a„, 

Nun  entwickeln  wir  den  Quotienten  /', :  /'  nach  fallenden  Potenzen  der 
Variablen  s  in  eine  Reihe 


(6)  '^^  =  c,^'  +  c,z-'  +  c,z-^  +  •  •  •  +  0._,5-^  +  •  ■  • ; 

hierbei  wird  c„,_i^^"»  das  erste  nicht  verschwindende  Glied  sein. 
Wir  setzen  die  Entwickelung  nach  fallenden  Potenzen  übrigens  nur 
so  weit  fort,  als  sie  jeweils  gebraucht  wird,  und  fügen  dann  das  Rest- 
glied hinzu.  Dadurch  gehen  wir  der  Frage  nach  Convergen'z  oder 
Divergenz,  die  bei  einer  unendlichen  Reihe  auftreten  würde,  aus  dem 
Wege. 

Um  die  Aufgabe  des  vorigen  Paragraphen   zu  lösen,  nehmen  wir 

W{z)  =  a^z'  +  «i^'-^H h  a,_iz  +  «,.          {v  <  n) , 

setzen  dann  fest,  dass  (^(z)  die  in  {W{z)f^{z)):f{z)  enthaltene  ganze 
Function  sein  soll,  und  suchen  weiter  die  a  so  zu  bestimmen,  dass 
die  Function 

«ff 6  _  0  ==  F'^ 

f  f 

bei  der  Entwickelung  nach  fallenden  Potenzen  von  z  erst  mit  ^— ('  +  ') 
oder  einer  noch  späteren  Potenz  beginnt.     Denn  dann  ist  wegen 

[f]^-("+l),     {F-\<n-v-l,     [F-]^\n^]<n-\ 

die  Forderung  (3)  erfüllt.     In 

{a,z^'  +  a,z'-^  H Y-  a,.)  {c^z-'  +  c,z-^  +  c.,z-^  +  •  •  •) 

stimmen  die  Glieder  mit  negativen  Exponenten  von  z  mit  denjenigen 
der  Entwickelung  von  F :  f  überein.    Folglich  sind  die  Gleichungen 

C(j«v      4-^1«,-!  +  •  •  •  +  ^,.«0       =0, 

(7)  qa,      4-C2a,._i  +  •  •  •  +  Cv4-iao=  0, 


c,._ia,.  +  c,.a,_i  +  •  •  •  +  C2y-\CCQ=  0 
zu  erfüllen.     Zur  Abkürzung  setzen  wir  hier  und  im  Folgenden 
(8)  C^+i  =  ;  c^+5  I         {p,  q  =  Q,  \,  2,  •■■Q) 
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und  machen  zunächst  die  Voraussetzung,  dass  C,.  =}=  0  sei.    Dann  wird 
bis  auf  einen  constanten  Factor,  der  bei  allen  u   gemeinsam    auftritt, 

(9)  «o  =  a, 

und  die  gesuchte  Function  wird  gleichfalls  bis  auf  diesen  Factor 


(9^) 


iff  =  ¥*•,  = 


C/\    L"* 


c,  c. 


Cv    C,  +  i 


•  Cr- 

-1 

1 

•    Cy 

^ 

•    ^2. 

—  1 

2'' 

§  74:.  Durch  (9^)  wird  dann  sofort  auch  O  und  F  bestimmt 
sein,  wie  in  §  78  noch  gezeigt  werden  soll.  Aber  schon  hier  kann 
man  beweisen,  dass  diese  zusammengehörigen  Functionen  ^*\ 
^,  F  keinen  gemeinsamen  Theiler,  dessen  Grad  in  s  höher 
als  Null  ist,  besitzen.     Wäre  nämlich 

W=m^^-u,     Q  =  0m.n,     F=F^'^^-u, 
so  würden  ohne  Aenderung  der  Grade  der  Functionen,  der  Gleichung  (2) 
auch  die  Functionen 

genügen,  sobald  nur  [?<]  =  [i]  ist.  Dann  wären  also  die  a^,  «,,  •  •  • 
nicht  ihren  Verhältnissen  nach  eindeutig  bestimmt;  und  dies  könnte 
nur  eintreten,  wenn  in  (7)  sämmtliche  aus  den  c  zu  bildenden  Deter- 
minanten der  v^^^  Ordnung  verschwinden.  Das  widerspricht  der  ge- 
machten Voraussetzung  d,  =|=  0,  und  daher  kann  u  nur  eine  Constante 
sein,  wenn   'Jü'W,  0^^\  J^(o)   relativ  prim  sind.     Daraus  folgt  weiter: 

Es  können  eindeutige  Lösungen  (9^j  nur  für  v  =  3i,,  n.2, 
??3,  •  •  •  bestehen,  wenn  dies  die  Ordnungszahlen  derjenigen 
Determinanten  der  Reihe 

C        C       C 

sind,  welche  von  Null  verschiedene  Werthe  haben.  Bis  auf 
constante  Factoren  stimmen  daher 

?if  vif  m         ... 

mit  den  in  der  vorigen  Vorlesung  durch  Division  gefundenen 
Functionen 

überein. 

§  75.  Liegt  der  Grad  v  einer  zu  bestimmenden  Function  W, 
also  zwischen  zwei  ??„,  so  ist  die  Lösung  der  Aufgabe  aus  §  72  nur 
in  der  Form 

'^=1^;.  •©,      0  =  9,,.©,     F  =(,  +  ,-& 

möglich,  wobei  für  die  Gradzahleu  die  Gleichung 
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gelten  wird.     Dabei  muss  gleichzeitig 

[F]  =  [&\  +  [/}.+i]  =  [0]  -j-n-  «,  +  1 
werdeu,  uud  aus  der  Bedingung  (3)  folgt  dann 

2[&\  +  M  -f-  j?;.  —  n?.^i  <  n  —  1 , 
2[@J<(n^  +  i— M,)  -  1. 
Dies  zeigt,  dass 

[2ff]  =  v>w;.     aber     [W]  ^  v  < 


x+i  ~^*h 


ist.  Es  giebt  also  nicht  für  jeden  vorgeschriebenen  Grad  v  eine 
Lösung  der  Aufgabe  des  §  72,  sondern  nur  für  diejenigen  Werthe  von 
V,  die  entweder   mit  einem  der  «^  zusammenfallen,  oder  die  von  dem 

nächstkleineren  n;.   um  weniger   als   die   halbe  Differenz  ;(/?;_[_ i  —  n-/^ 

entfernt  sind.  Die  allgemeinste  an  Stelle  von  ^jP"  der  Gleichung  (2) 
genügende  Function  v^*^"  Grades  ist  hiernach  eine  beliebige, 
durch  Wi  theilbare  ganze  Function,  für  welche  der  Grad  des 
Quotienten  kleiner  als  jeder  der  beiden  Abstände  der  Zahl  v 
von  den  beiden  Grenzen  («;.  —  1)  und  n^^i  ist,  zwischen  denen 
sie  liegt. 

Bei  den  Veränderungen,  welche  die  Functionen  W  erfahren,  während 
die  Zahl  v  nach  einander  die  Werthe  1,  2,  3,  •  •  •  durchläuft,  markiren 
die  Zahlen  «;.  die  Anfangspunkte  der  wesentlich  verschiedenen  Inter- 
valle. Für  das  ganze  Tntervall  von  v  =  nx  bis  v  =??;..{- 1  —  1  ist  rp), 
der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller  zugehörigen  Functionen;  der 
andere  Factor  ist  eine  beliebige  Function  eines  bestimmten  Grades, 
der  für  v  =^  iix  gleich  Null  ist,  mit  wachsendem  v  bis  zur  Mitte  des 
Intervalls  gleichmässig  steigt,  alsdann  aber  gleichmässig  abnimmt  und 
also  am  Ende  des  Intervalls  bei  v  =  n;.^i  —  1  den  Werth  Null 
wiedererlangt*). 

§  76.  Wir  wollen  jetzt  v  =  nx  annehmen  und  die  a  aus  (7) 
bestimmt  denken.  Die  Gleichungen  (7)  können  wir  als  Recursions- 
formeln  für  die  c  auffassen.  Ist  nx  +  i^nx  +  1,  dann  reicht  die  Gül- 
tigkeit derselben  noch  weiter.  Nur  um  den  Beweis  einfacher  zu 
schreiben,  wollen  wir  das  an  einem  Beispiele  zeigen,  durch  welches 
aber  der  allgemeine  Satz  augenscheinlich  wird.     Es  sei 


*)    Kronecker:     Elimination     einer    Variablen     aus     zwei     al.qcbraisulien 
Gleichungen.     Berl.  Ber.  18S1.    Juni. 
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+  0;         («0  +  0); 


wir  setzen 

Ist  auch   Gj  =  0,  so  folgt 


n'C,  =  o, 


so  dass  ^4  =  0  wird.     Ist  weiter  auch  C^=  0,  danu  folgt  ebenso 


^0  ^1  ^2 

0   1  ^2 

Cx    ^2  ^3 

= 

^1  ^2  ^3 

^2  ^3  ^4 

0  0  yi\ 

^0 

Cj  Cg  C3 

Ci 

<^2  ^3  ^4 

Ca 

C3  C4  f 5 

^3 

C4  Cr,     Cg 

=  -y5^Q  =  0, 


^0    ^1    ^2    ^3 
^1     ^2    ''3    ^4 

0  0   0  y,  ^ 
0  0  7,  n  I 

so  dass  y-^  =  0  wird.  Ist  dagegen  jetzt  Cr,  =f=  0 ,  so  erkennt  man 
ebenso,  dass  y^  von  Null  verschieden  sein  muss.  So  haben  wir  den 
Satz  bewiesen:  Ist  v  =  nx,  so  giebt  es  genau  (>/;.  +  i  —  1) 
Gleichungen 

(7")  yo  +  r^^Coa.  +  c^j+ia,,_iH [-Co+vao  =  0    (()  =  0,  1,  •••(«^4.1  — 2)), 

bei  denen  die  a  die  Coefficienten  von 

vji-(.)  =  Wr{z)  =  a,^"  +  «1^-1  4-  .  .  .  +  «„  («,=!=  0) 

sind.  Vermittels  dieser  Recursionsformeln  (7*)  können  c„^ , 
c„^-l-i,  •  •  •  c„^  ,  ^_|_„^__2  aus  Cq,  c^,  •  •  •  Cn^  —  i  berechnet  werden.  Von 
einer  gewissen  unteren  Grenze  an,  die  durch  das  höchste  ?/;. 
bestimmt  wird,  gilt  die  Recursionsreihe  beliebig  weit. 

Die  oben  angewendete  Determinantenumformung  zeigt  zugleich, 
da  ja  Cn)  =f=  0,  C„- ,  ^  =\=  0  ist,  während  die  zwischenliegendeu  t\.  ver- 
schwinden, dass 

(10)   <a.,+,  =  (-  i)^^V^:,^^+.,_,a,    (;.  =  n,+,  - «,) 

wird.     Durch  (it)  ergiebt  sich  hieraus 

(10'')    o^-ic        =(-1)     2     y"       ,        ,       U  =  n,  +  ,-n,). 

§  77.  Die  Resultate  aus  §  75  sind  nicht  direct  aus  dem  vor- 
gelegten Gleichungssysteme  (7)  abgeleitet.  Nach  den  Betrachtungen 
über  die  Gültigkeit  der  Recursionsformeln  ist  es  aber  leicht,  diese 
Lücke    auszufüllen.      Wir    wollen    dies    an     dem    folgenden    Beispiele 


80  Siebente  Vorlesung  §  77. 

zeigen,   welches   allgemeiu   genug   ist,  um  deu   allgemeinen  Fall  über- 
blicken zu  lassen.     Es  sei 

c,=¥^o,    C,  =  0,    Q  =  0,    Q  =  0,    Q  =  0,    c,H=o. 

Dann  kann  man  nach  dem  vorigen  Paragraphen  die  Gleichungen 

f,M  -f-  c.yr  -f-  CgM'  =  0,      c^u  -\-  r.^v  -\-  c^iv  =  0,  (^/)  =|=  0) 

befriedigen,  und  dabei  wird  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung  y^,  J'y,  •  •  • 

Es  sei  V  =  f)  vorgelegt;  dann  wäre  (vgl.  (7))  das  Gleichungssystem 
zu  lösen 

Co«5   +    ^■l«4    +  C.«3   +   ^3«^   +   ^4«!  +   ^5«^   =  0, 

C,Cf5   +   C2«.j   +  Csttg   +  C^tto  +  f^a,  +  Cfiffo  =  0, 

C2«5   +  <^3«4  +  Q«3  +   ^5«:i   +  ^6«!  +  ^7  «o  =  ^ . 

^3«5  +  <^4«4  +  C5«3   +  ^r,«2   +  ^7  «^1  +  ^««0  =  0, 

^4ß^ö  +  ^5^4  +  ^r,«3  +  CtK.,  +  fy«,  +  r^a^  =  0. 
Multiplicirt  mau  jede  der  drei  letzten  Gleichungen  mit  iv  und 
addirt  jedesmal  die  vorhergehende  mit  v  und  die  zweitvorhergehende 
mit  u  multiplicirte  dazu,  so  wird  die  umgewandelte  dritte  der  Gleich- 
ungen identisch  erfüllt;  die  vierte  geht  in  J'g'^o  ^^  ^^;  "^^  ^i®  letzte 
in  ygtt^  +  ^90^0  =  '^  über.  Aus  diesen  Resultaten  folgt  «^  =  0,  «1  ==  0, 
und  so  erkennen  wir,  dass  eine  Function  fünften  Grades,  die  der  Auf- 
gabe genügt,  nicht  besteht;  es  tritt  für  sie,  wie  dies  in  §  75  gezeigt 
Avurde,  eine  Function  dritten  Grades  ein,  für  welche  die  Forderungen 

^0%  +  Cl«4  +  C2«3  +  C3«2  =  0; 

zu  erfüllen  sind.    Es  folgt  aus  den  Gleichungen,  durch  welche  n,  v,  w 
definirt  werden,  für  ganz  willkürliche  j),  q 

(Cq«  -\-  c^v  -{-  c.,iv)q  +  (Ci«  -\-  c.,v  -j-  c^n-)p  =  0, 

{c^u  +  c^v  -f  c^iv)q  +  {c^u  +  c^v  +  c^!«;)^  =  0, 
d.  h. 

Coiuq)  +  c,(vg  +  ui))  +  CaG^'S  +  vp)  +  C3(m;2))  =  0, 

c^{uq)  +  c,(«;2  +  ?<i))  +  c.,{jvq  -f-  vp)  -f-  c^{ivp)  =  0, 
und  also  wird  ganz  allgemein,  da  die  nothwendige  Zahl  der  willkürlichen 
Constanteu  vorhanden  ist, 

«2  =  tvp ,     «3  =  wq  -j-  vp ,     a^  =  vq  -{-  iip ,     «r,  =  «ry  ; 
?Jf  =  wp0^  +  (^<'g  +  vp)^''  +  (j^g  +  «i))^  -\-  ^(q 
■    =  {ps  -\-  q)  {wz^  -\-  vz  -\-  11)  . 


Reihenentwickelung  einer  rationalen  Function. 
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Dies  stimmt  mit  den  Sätzen  des  §  75  übereiu,  da  ja  der  Factor 
zweiten  Grades  das  zu  v  =  2  geliörige  W  ist.  Man  sieht,  dass  unsere 
üeberlegungen  im  allgemeinen  Falle  gar  keine  Aenderungen  fordern, 
und  so  haben  wir  auch  auf  directem  Wege  die  früheren  Resultate 
Avieder  hergeleitet. 

§  78.     Für   W  hatten  wir  die  Lösung 

Co  •  •  •  c,._i   1 
(9»)  W=a^z'-{-a,z'''-\ h«.= 

Cv  •••  C-2r-l  Z" 

gefunden.  Es  könnte  rechts  noch  ein  beliebiger  constanter  Factor  an- 
gjefügt  werden.  Das  zugehörige  ^  wird  von  hier  aus  durch  die  Be- 
merkung  bestimmt,  dass 

(11)      wf^-0  =  {a,,^-{-a,z^-^  +  :-{-a;){c,B-^  +  c,z-^-{-c,^^-{-..-) 

nur  negative  Potenzen  von  s  enthalten  darf     Somit  ist 

0  =  «o(<^o^'~'  H (-  C'-i)  +  «i(Co~"'~'  H h  Cv-i)  H \-  «,-1  •  Cq, 

und  man  bekommt  0  aus  W,  wenn  man  in  der  Gleichung  (O**)  z^', 
2'  ^j  •••  z,  1  durch  die  hier  auftretenden  Factoren  von  a^,  «,,  ••• 
ccv—i,  ccy  entsprechend  ersetzt.     Es  ist  demnach 


(12^)        0=\Ca,Ca  +  l., 


Ca  +  v—l,   CqS"         -\-  C^Z^      -  -f" 


+  Cu-) 


(«  =  0,  1,  2,  ■■•  v). 
Man  erkennt  ohne  Weiteres  die  folgenden  Umformungen  von  (9'*)  und 
(12*),  die  auf  den  einfachsten  Determinautensätzeu  beruhen, 
(9»')  '*•=    zc,+,  -  c,+,+,  (p,  3  =  0,  1,  •■•  {v  -  I)), 

0        c„ 


im 


o  =  — 


zc.  —  c, 


C,_i 

ZCy-X 


ZC^-i — 2  —  C2)— 1 


C,._i   ^C,_i  —  c, 

Aus   diesen   Gleichungen   erhalten   wir  wegen   ''F/j  —  $/"=  F  die 
Darstellung 

/i  ^0  ■  ■  ■  ^'—1 


(13) 


JP  = 


Cof 


ZCc. 


:c,._i  —  C, 


Cy—lfZCv  —  l   C,       •••      £C2,_2    Co  1—1 

Für  i^  werden  wir  noch  einen  anderen  Ausdruck  herleiten,  um 
Ijequem  das  höchste  Glied  dieser  Function  bestimmen  zu  können. 
Dabei  wollen  wir  die  Bezeichnung  aus  (7^),  nämlich 

Yo+y  =  Cjüy  -f  Co4-i«v_i  +  •  •  •  +  Co+.ao 

Xetto,  Algebra.  1.  G 
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benutzen  und  stellen,  wieder  durch  die  Vergleichung  mit  (9"),  die 
Determiuantenform  der  y  fest: 

I   Cq    C|  •  •  •    Ci —  1      Cfj 

(1^)  y.,  +  y  =     ^1  ^2        •  •  •  ^y  ^o+i 

j     C,.      Cv-fl       •    •    •      Coy^l        Co-^-y 

Vom   Ausdrucke   (11)   wissen   wir,    dass   er   lediglich  Glieder  mit 
negativen  Exponenten  von  s  enthält.     Diese  liefern  zusammengefasst 

^  =  0,1  •••  (j  =  ü,l.. 

=^s~""''ro+y         {6  =  {nx+i  -  1),  n-,+i,  •••), 
weil  ja  nach  §  70  die  Gleichungen 

gelten.     Wenn  wir  der  bequemeren  Sehreibart  wegen 

nx  =  V,     »?;.  +  !  =  v' 
setzen,  dann  wird  sonach  der  Complex  negativer  Potenzen  in  (11)  gleich 

Nun  ist  F=f{W^  —  O),  und  also,  falls  man 

(5)  /■=  «0^"  +  «i^"~'  4-  a.z"--  H f-  «« 

schreibt, 

T  =  0,1,--- 

(13*)  +  yr+y'     («0^""''"'+  «1^^"-''    -H h  ««—'-i) 

+  y„+,'+i(ao^''— '-^H-  ai^»— '--'H +  a«-,.'-.') 

+ 

+  y«+v-2(ao^4-«i)  +  r«+'-i-  «0- 

Die  einzelnen  Klammern  brauchten  hier  nicht  weiter  fortgesetzt  zu 
werden,  da  ja  doch  F  keine  negativen  Potenzen  von  .?  enthält.  Die 
Function  F  steigt  bis  zum  Grade  (w  —  ri;.+i)  auf,  und  ihr 
höchster  Coefficient  ist 


(14)  Oo7'«;.  +  ";.-fi"'=^o 


('iiji    *■■    '"'-'i;, —  1      ";!  +  ";. +  1 — ^ 


ßeihenentwickelung  einer  rationalen  Function. 
Die  Function  F  selbst  bat  die  Form 
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(13^)  F= 


^" 


{q  =  «;.  +  !,  ■••m\ 


wobei  die  /'(>^  durch  die  Gleicbuugen 

/■(?)(^)  =  ao^"-?  +  «1^"-?-'  +  •  •  •  +  ««-c. 
defiüirt   werden.      Dies   Letzte    ergiebt   sieb   sofort,    wenn    man   die 
Determinanten  (7'')  in  die  Form  (13*)  von  F  einträgt. 

Die  drei  Functionen  W^  3>,  i^  unterscheiden  sich  von  z^,,  9),,  f^j^^ 
nur  durch  constaute  Factoren,  so  dass  man 

^)Cn,  =(0).W,  (f)Cn,  =  co^.0,         tx  +  iC„.  =  (OzF, 

setzen  kann,  wobei  W,  •••  die  entsprechend  für  v  =^  nxjf-i  gebildeten 
Functionen  sind.     Man  hat  demnach 

/).  +  l  T^;.  +  i  C„,   C„-_^^  =  03;.  ca^  +  iFW. 

Nach  §  66  ist  der  höchste  Coefficient  von  f\j^i  i^;.+i  gleich  demjenigen 
von  /■  also  gleich  Oq,  und  danach  erhält  man  aus  der  letzten  Gleichung 
durch  Gleichsetzung  der  höchsten  Coefficienten  rechts  und  links  unter 
Berücksichtigung  von  (14)  und  (9) 


und 


(15) 


C0;_  ö;.  _f.  1  = 


»Jl 


^n/.  +  «;.  4-1  —  1 


''ff  +  Ä 


^,-  +  A- 


^r,  Ä  =  0,  1,  • .  •  ??;.  —  1 

i  =  0,  1,  •••  >?;.  —  1,  «;.  +  i 

Z;  =  0,  1,  ••  •  w;. 


Nimmt  man  hierzu  den  aus  ^-j  C„^  =  oj]  ^  zu  erschliessenden  Werth 
von  cl>i,  dann  lassen  sich  durch  (15)  die  o  der  Reihe  nach  bestimmen. 
Aus  t/;,  C„,  =  «i  ^"  geht  zunächst  hervor,  dass  co^  gleich  dem  höchsten 
Coefficienten  von  j/^j  d.  h.  nach  §  Q2,  (5)  gleich  dem  von  g^  und 
also  bei 

(5)  /;  (^)  =  to^"-"'  +  &1^"-"'-^   +   •  •  •   +  &n-n. 

gleich  (a„  :  &f,)  ist.     Damit  haben  wir  die  geforderte  Bestimmung  durch 


«,  = 


vollendet. 
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§  79.  Nach  den  abgeleiteten  Resultaten  erscheint  es  wünscbens- 
werth,  zunächst  die  expliciten  Ausdrücke  der  Cy.  durch  die  üy,  und  die  hy, 
und  dann  die  expliciten  Ausdrücke  der  '<F,  CP,  F  gleichfalls  durch  die 
üy  und  die  hy,  herzustellen.    Wir  setzen  zu  dem  Zwecke  vorübergehend 

ic^z-'  +  Ci^r-^  -f  • . .)  {a^z'^  +  a,z—'  +  •  •    +  «») 

so  dass  zwischen  den  /i  und  den  Coefficienten  h  von  f\  die  Beziehungen 
bestehen,  dass 

wird,  während  man  gleichzeitig 

/^0  =  0,    ß,=0,    ■■■    ßn,-,  =  0 

hat.     Vermöge  der  Definition  der  ß  folgt 

(IG)  0f,O.  +  rtiC;._i  +  •  •  •  +  ö;.Co  =  ßx=  hx  +  i-n, 

(r/^  =  0  für  A  >  w;    &„  =  0  für  (u,  <  0  und  fi  >  m  —  n^).' 

Die  leicht  zu  berechnenden  Anfangswerthe  für  die  ßy  geben 


«0^0  =  ßo,      <Ci 


ßoßA' 


I  «0   «1   «2  j 
^0   ßx    ß2  I 


mau  erkennt  durch  strenge  Induction,  wenn  man  die  Determinante  nach 
den  Elementen  der  letzten  Spalte  entwickelt, 


(17)  a'i+'cr  = 

0  0     •a^ 

ßoßi---ßr 

und  daraus,  indem  man  von  den  ß   zu  den  h   zurückgeht. 


«0  <^i 
0   a„ 


a,_i 


(17-) 


;'■  — «1  +  2/,.,  ^^ 


a^a,- 

••  «.  +  1—«, 

0  flo- 

•  «1  -«, 

0  0  . 

•«1 

&o  &i- 

•  &.  +  ]-«, 

Hiermit  w'äre  der  ersten  Forderung  genügt.  —  Um  die  Determinanten 
für  W,  (I>,  F  umzuwandeln,  verfahren  wir  folgendermassen :  Aus  (i»'') 
erhält  man  unter  Berücksichtigung  von  (K)) 


Reihenentwickelung  einer  rationalen  Function. 
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(_1)         2  «...^_ 


Cr   Cr  +  l    •••    C2,— 1    r 
Co  Cj       •••      C,,_i      1 


1  0  0  • 

■  0 

0 

■■  0 

0 

tto    «1    «2    ' 

•    «21 

-1  0 

0  10- 

•  0 

0 

•  •  0 

0 

0    a«  «1  • 

••  a^r 

-2    0 

0  0  0- 

•  1 

0 

.•  0 

0 

0   0    0    •• 

•    «0 

0 

<?f)  Cj  c^,  • 

•  c,,. 

_  1    6V 

••    C^r 

—  1 

0" 

0   0   0    •• 

•  0 

1 

0  c^c^■ 

••    Cr. 

-2    C„_i 

••    C2v 

—  2 

^,-1 

0  0  0  ■ 

•  0 

Co        • 

■•     Cr- 

-1 

1 

(aj-\     (Xt      C^o 

0   «0  ^1 


,n,  — 1 


0   0   0    •••  /3,_i     1 
und  gelangt  daher  zu 


rto  «1    • 

••    Chr-n,           0 

0    «0  • 

.     «äV-Wi-l     0 

0   0    • 

••    «»,                        0 

\  &,   • 

•    hr-n,           S' 

0   \   ■ 

■    &2r-ni-l    0"~* 

0   0    • 

•    &r-n.               1 

1'(v+l) 


(18)   (-1)      2     rtf/'-'^+i'p-^;  ao«i---«2..-„.      0 

0     ffy  ••■   f/2,_„^_i0 


ebenso  ergiebt  sieb 

(19)   (-1)      2     al'-"'  +  '0 


0     ()    ■■•  (Ir  0 

^o\"  '    ^2»— «i  'S' 

0  0  •••  &„_„,        1 


0  0  •••a,.  1 

0  &„.--&2>-«,-iO 
0  0  •••Z/„_„.       0 


{}'-\-  1  —  «1  Zeilen) 


(y+  1  Zeilen); 


(?/  +  1 — Wj  Zeilen) 


,(t+1  Zeilen). 
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Siebente  Vorlesung  §  79.     Achte  Vorlesung  §  80-81. 


Durch  (.'ombinatioii  vou  (IH)  und  (19)  erhalten  wir  nach  (2) 
.(.+1) 
(20)  (—1)      2      al'-"^  +  'F^  aoa^--n.,_„^      ^'■-"'•/' 

0  rr^  •■•«,,._„._,  2;'-". -!•/ 


(v4- 1  —  "i  Zeilen") 


0  0  •  •  •  rt,  1  •  /■ 

0  6„--&,.-„.-i^'-^-/;       J(i,-|_l  Zeilen), 
0  0  ■••Z>.._„.        1  •/,  ' 

und  aus  (18),  da  der  Coefficieut  von  ^''  in   'F  wegen  (9)  gleich  C,  ist, 


'(— 1) 


:i)         (—1)     2     a^;-''.C,.=  |a„ai-.-a2.-n.-i 

0    «u  •••  «2.-n.-a 


(f  —  «1  Zeilen) 


0  0  •  •  •  a,. 

Oq  Oj   •  •  •   Oäi— n,  — 1  U 

0  ?>o--^2.-«.-2[L^  Zeilen). 
0  0  •••?>,._„.  ' 

In  den  Formeln  der  beiden  letzten  Seiten  ist  jedes  n,  dessen  Index 
grösser  wird  als  n  und  jedes  b,  dessen  Index  grösser  wird  als  (;<  —  Wj\ 
durch  Null  zu  ersetzen. 


Achte  Vorlesung. 
Recurrireiide  Reihe«. 

§  80.     Für  die  in  der  vorigen  Vorlesung  behandelte  Reihe 

(1)  c,is-'  +  c,0-^  +  c,z-'  H h  cxz-'-'  +  .  •  • 

haben  wir  in  §  76,  (7*)  abbrechende  Recursionsformeln  zwischen  den 
Coefficienten  und  in  §  79,  (16)  eine  bis  ins  Unendliche  hin  gültige 
Recursionsformel 

(2)  aQC„+,;-j- ayCn+y-i +  •••-{- a^Cy.  =  0         (x  =  0,  1,  2,  •  •  •) 

kennen  gelernt.  Besteht  für  eine  Reihe  von  der  Form  (1)  eine  solche 
Formel  (2),  so  wird  diese  unendliche  Reihe  als  eine  recurrirende 
Reihe  bezeichnet.  Wir  wollen  diese  Art  von  unendlichen  Reihen 
jetzt  betrachten  und  zunächst  voraussetzen,  dass  wir  nur  solche 
Werthe  für  die  Variable  z  annehmen,  für  welche  die  Reihen  convergiren; 
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über  den  Bereich  der  Convergenz  werden  wir  bald  ins  Klare  kommen. 
Wir  hätten,  wie  bisher,  so  auch  hier  nur  endliche  Reihen  nebst  ihrem 
Restgliede  zu  untersuchen  brauchen,  allein  die  Bequemlichkeit  der  Dar- 
stellung ist  für  die  unendlich  ausgedehnten  Reihen  grösser. 

Es   sei  also  die  unendliche  Reihe,   welche   nach  absteigenden  Po- 
tenzen von  z  fortschreitet, 

(3)  ö(.")  ^ rf_,^^-  +  f?_,+i^^-'  +  ■  •  •  +  ^?o  +  ^k^^-'  +  ^k^'  +  •  • 

+  d,,^^  -I 

so  beschaffen,  dass  für  jedes  a,  welches  grösser  als  die  feste  Zahl  m 
ist,  die  lineare  homogene  Gleichung 

(4)  da%  +  da-iqy  +  ^a-.2g'2  H V  Aa-n^n  =  0  (^o,  •••?/»+  <0 

zwischen  den  (»  +  1)  ^uf  einander  folgenden  Coefficienten  (/„,  da  —  \,  ••• 
da—n  gilt,  iu  welcher  die  q   constante  Werthe  besitzen.     Für  a  =  m 
soll  die  Gleichung  noch  nicht  gelten.     Unter  diesen  Voraussetzungen 
heisst  die  Reihe  (o)  eine  recurrirende  Reihe  «'^'  Ordnung. 
Wenn  wir  nun  G)(.i)  mit  der  ganzen  Function  m*^"*  Grades 

(5)  h(z)  ==  go^"  +  qi^"-'  -\ h  qu-i^'  +  Qn 

multipliciren,  so  ergiebt  sich  das  Product 

ö=— /t,  — i  +  l,-- 

worin  alle  </,  deren  Index  negativ  und  kleiner  als  ( — li)  ist,  gleich 
Null  gesetzt  werden  müssen.  Infolge  unserer  Voraussetzung  über  die 
Gültigkeit  von  (4)  wird  diese  Summe  mit  dem  Gliede  5;''—'"  abbrechen; 
wir  können  setzen: 

(6)  G){z)  . h(z)  =  e^-3'^+'  +  6-,^"+*-!  H \- c,+,„Ä«-'" 

mid  erhalten  also 

(7)  (o{z)=       ,';'     oder    — 


d.  h.  jede  recurrirende  Reihe  n*^'  Ordnung  stimmt  mit  der 
Entwickelung  eines  rationalen  Bruches  nach  fallenden  Po- 
tenzen der  Variablen  überein.  Dabei  ist  der  Nenner  (bis  auf 
eine  bei  n  <  m  auftretende  Potenz  ^'"~"")  eine  ganze  Function 
j^ten  Grades,  die  für  ^  =  0  nicht  verschwindet. 

§  81.     Wird    umgekehrt    eine    ganz    allgemeine,    rationale  Func- 
tion von  z 


Hz) 


gg  Achte  Vorlesung  §  81—83. 

nach  fallenden  Potenzen  der  Variablen  in  eine  Reihe  entwickelt 
=  d_,-^^  +  d_,+t  .^*-^  +  -  +  ^0  +  ö.  •.:-•  +  fi,-z-'  +   -, 
und    nehmen   wir   an,   h{z)   besitze   die   Form   (5)   und  g^iß)   sei   vom 
Grade  /,  so  muss  das  Product 

eine  ganze  Function  vom  Grade  t  werden,  und  also  erstens  /.•  -\-  r  -\-  n  =  t 
und  zweitens 

für  alle  Werthe 

a  =z  n  -\-  r  -\-  1,  n  -\-  r  -\-  2,  n  -}-  r  -\-  ^,  •■• 
sein.  Entwickelt  man  also  eine  gebrochene  rationale  Func- 
tion, deren  Nenner  bis  auf  eine  Potenz  2''  gleich  einer  für 
2  =  0  nicht  verschwindenden  Function  n**"  Grades  ist,  nach 
abnehmenden  Potenzen  der  Variablen,  so  entsteht  eine  re- 
currirende  Reihe  n*"''  Ordnung. 

§  82.  Die  Existenz  einer  Recursionsformel  (4)  schliesst  die  von 
anderen  Kecursionsformelu  für  dieselbe  Reihe  (3)  nicht  aus.  In  der 
That,  da  ja  mit 

G>(^)  =  TT\     auch     ö  (s)  =  7;  ')  ' 

ist,  wobei  wir  unter  0(z)  eine  beliebige  ganze  Function  irgend  welchen 

CtT*3,(iGS 

verstehen,  so  gelten  neben  (4)  auch  Recursionsformeln  (i>  -\-  n)'"  Ord- 
nung von  der  Gestalt 

-{-da-„-v-{pvqn)  =  0. 
Ist  (4)  die  Recursionsformel  niedrigster  Ordnung  für  (3), 
so  kann  der  Bruch,  dessen  Entwickelung  (3)  liefert, 

0)  •»«=!{:). 

abgesehen  von  Potenzen  ^'"  der  Variablen,  nicht  gehoben 
werden.  Denn  nach  den  eben  auseinandergesetzten  Eigenschaften  re- 
currirender  Reihen  würde  dem  gekürzten  Bruche  eine  Recursionsformel 
von  noch  niederer  Ordnung  zukommen. 

§   83.      Damit    die     erste     der    Formebi    (4),    nämlich    die    für 
cc  =  (in  -{-  1 ),  also 

^'«  +  1^0  +  ^mül   +   •  •  •   +  d,n  +  l-ngn  =  0 

auch   die  Anfangsglieder   der  Reihe   (3)    also   jedenfalls    (/_i   umfasse, 
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muss  (m  +  1  —  ")  ^  —  ^',  (w  +  ^0  ^  ('*  ~  1)>  ^^^i^^  ^^so,  wie  man 
aus  (6)  ersieht,  der  Zähler  des  zu  entwickelnden  Bruches,  abgesehen 
von  einer  Potenz  z'',  von  geringerem  Grade  als  der  Nenner  sein, 
und  das  reicht  auch  dafür  aus.  Bei  der  Entwickelung  eines  Bruches, 
bei  dem  der  Grad  des  Nenners  um  eins  grösser  ist,  als  der  des  Zählers, 
+  e,2«-2  +  ...  +  e„. 


(8) 


?o-~"  +3i^"-'  +  ---  +  3„ 
gilt  demnach  die  Reihe  der  Gleichungen 

^»+2^0  4-  d„  +  tqi  +  d^q.^       -f 


l  =  cl,,-^-^d,z-'  +  d,^-'-^ 


+  diq„  =  0, 
+  d^qn  =  0, 


d,  d, 
d^  <?3 

7 

dl  d^  ds 
d.2  d^  d^ 
ds  d^  t/g 

di_  d^ 

•  d„ 

dn    dn 

4-1   ■• 

*    d^n—l 

beliebig  weit,  und  folglich  werden  aus  der  Determinantenreihe 

(9)  \d,\, 

alle  auf 
(10) 

folgenden  verschwinden.     Denn  es  sind  ja  alle 

I    da    f/«  +  i    •••    da-\-n-l    \  {cC-=h^,    A,,    •••    /?„) 

mit  beliebigen  h^,  h^,  ■■■  gleich  Null,  und  daraus  folgt  die  Richtigkeit 
der  Behauptung.     Dieser  Satz  bleibt  auch  dann  bestehen,  wenn  einige 
der  ersten  e  etwa  e^,  Cj,  •••  c,.  verschwinden. 
Wenn  umgekehrt  bei  der  Entwickelung 

Gi{z)  =  dl s-^  +  d.^z-^  +  d^z-'^  -[ 

von  den  Determinanten  der  Reihe  (9)  alle  auf 

Dm  =  I  dh  dh+1  ■  •  •  dh+„i—i  I         (/i  =  1,  2,  •  •  •  m) 

folgenden  gleich  Null  werden,  während  D„,  selbst  noch  nicht  gleich 
Null  ist,  dann  ist  die  Reihe  recurrirend  von  der  wj*^°  Ordnung  und 
gleich  einer  gebrochenen  Function,  deren  Nenner  vom  Grade  m  ist,  und 
die  sich  nicht  weiter  heben  lässt.     Denn  in  der  That  folgt  aus 


dl 


d„ 


+  0, 


dm    •  •  •    U2m— 1 

dass  das  Gleichungssystem 

d/.x„,  -{-  du+ix,„^i  +  •  •  •  +  d/,+„,XQ 


dl 

dm+l 


d„i-^i 

d2m  +  l 


=  0, 


0         (/i  =  1,  2,  •   •  m  4-  1) 
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von   gemeinsamen   Factoren   aller  x   abgesehen    ein    einziges   Lösungs- 
system 

X,n  :  a-,„__,  :  ■■■  :x^)  =  r/,„  :  q,„-i  :  •  •  ■  :  7n  (^o  +  ^0 

besitzt,  so  dass  also 

dm+  1  fJn     +   '/m  'li      +    •  •  •   +   (li  Qm  =  0  , 


wird.     Aus  dem  Verschwinden  der  nächsten  Determinante  in  (!•)  folgt 
dann,  wenn  man 

(h>n  +  2Qo  ~f~  ^2m+l'7i   4"  *  *  *  "~h  iln  +  iQm  =  ^2m  +  2 


setzt,  genau  wie  im  §  76,  dass 


'if, 


^^1        • 

dm +  2    ■ 


■  ■    d,n  +  2 


^1 


dn 


+1      "w+i 


^-Öln+J) 


dm   • 

•  d. 

0    • 

■  •  0 

0    • 

•  0 

1     ('2  m  d),  ,„  -j-  1 

0  d2m  +  2 

'^2m4-2     02,„4-3 

und  also  auch  0-2 m+i  verschwindet,  u.  s.  w.  Die  Recursionsformel 
gilt  demnach  ganz  allgemein,  und  folglich  nach  §  80  die  Darstellung 
von  aj(^)  als  gebrochene  Function.  Wir  können  somit  den  Satz  aus- 
sprechen: Wenn  in  der  Entwickelung  von  (8)  für  die  Coeffi- 
cienten  von  g){s)  alle  auf 

\  dl    •••  dm        ! 
I  =  Dm         {m  <  n) 

d>n    •  '  '    d-iin  —  l    ; 

folgenden  Determinanten  der  Reihe(9)  verschwinden,  während 
Dm  von  Null  verschieden  ist,  dann  haben  Zähler  und  Nenner 
von  (8)  einen  Factor  vom  Grade  (n  —  m)  gemeinsam,  aber  keinen 
von  höherem  Grade. 

§  84,     Dies  Resultat  köimen  wir  auf  unsere  in  §  74  aufgestellte 
Reihe  C'j ,  Cg ,  Cg ,  •  •  •  d.  h. 


Co\, 


Cq      Cy 

1 

1 

q  Cg 

> 

Cq      Cl       Cg 


3      > 


^2    ^3    ^4 


anwenden. 


Da  hier 

m 


=  CqZ-'  +  c,r-^  +  c^z-^  4- 


wobei  der  Nenner  vom  Grade  n  und  der  Zähler  vom  Grade  n  —  n,  <  n 
ist,  so  muss  in  der  Reihe  der  Determinanten  jedenfalls 
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(11)  a+i  =  o,  c'„+2  =  o,  c„+3  =  o,  ■•• 

sein,  wie  aus  §  81  folgt.  Die  charakteristischen  Bedingungen 
dafür,  dass  f{z)  und  t\{z)  als  grössten  gemeinsamen  Theiler 
eine  Function  f'®"  Grades  besitzen,  sind 

Cn-\-l  —  y  =  0,      Cn+2  — V  =  0,      •  •   •      Cn   =  0. 

§  85.     Die  einfachste   recurrirende   Reihe   entsteht    bei   der   Ent- 

wickelung  von   j Diese    heisst    die    geometrische    Reihe; 

sie  hat  die  Form 

'    =  1  .-^  -  ^,  z-^  +  ^V^  -  ^-4  z-^  +  ••• 


und  convergirt  für  alle  Werthe  von  »",  für  welche  mau  hat 

d.  h.  für  alle  Werthe  von  z,  deren  absoluter  Betrag  grösser  ist  als 
derjenige  der  Wurzel  von 

a^z  -|-  a,  =  0. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  unseren  Bruch  in  die  ;«***  Potenz  erhebt 
und  dann  mit  einer  ganzen  Function  muItijDlicirt,  dass  auch  die  Ent- 
wickelungen  der  Brüche 

1  y(g) 

(«oS  +  aJ"'       («o^  +  Oir 

nach  abnehmenden  Potenzen  von  z  für  denselben  Werthbereich  con- 
vergiren,  wenn  m  eine  beliebige  ganze,  positive  Zahl  bedeutet.  Setzen 
wir  nun  allgemein 

g{£)  =  e^z—'  4-  e,^"-2  -\ \-  e,_,, 

k  (z)  =  (^  -  ^0""  (^  —  ^2)'"-  •  •  •  (-  --'■)'"'■, 

und  nach  §  71,  (16) 


^^m. 


dann  kömieu  wir  aus  den  eben  erhaltenen  Resultaten  schliessen, 
dass  die  Entwickelung  nach  abnehmenden  Potenzen  von  z 
für  alle  Werthe  z  convergirt,  deren  absoluter  Betrag  die 
absoluten  Beträge  aller  Wurzeln  von  /;  (z)  =  0  über- 
trifft. 
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§  86.     Ist,  nach  fallenden  Potenzen  von  z  entwickelt, 

(D„  =  rf„  +  ^„), 

wobei  (/  und  //,  j/  und  r]  keinen  gemeinsamen  Tbeiler  haben  sollen, 
dann  bilden  die  Coefficienten 

da  eine  recurrireude  Reihe  [/<]^"  Ordnung, 

n„  =  ih  +  d,-,      „  „  „        \h]  +  [rir 

Addirt  man  die  entsprechenden  Cllieder  da  und  ö«  (oder  auch 
allgemeiner  da  und  da-\  k  bei  festem  Index  Je)  zAveier  recur- 
rirender  Reihen,  so  bilden  die  entstehenden  Summen  eine 
neue  recurrirende  Reihe,  deren  Ordnung  im  Allgemeinen  gleich 
der  Summe  der  Ordnungen  der  beiden  ersten  ist. 
Wenn  umgekehrt  eine  recurrirende  Reihe 

der  Entwickelung  einer  Function  entstammt,  deren  Nenner  das  Pro- 
duct  zweier  rationalen  Functionen  h[z)  und  )j(ß)  ist,  die  zu  einander 
theilerfremd  ist,  dann  kann  die  recurrirende  Reihe  als  Summe  zweier 
anderen  aufgefasst  werden,  deren  Recursionsgesetze  von  h(^s)  bez.  von 
)](2)  abhängen. 

§  87.  Wir  wollen  jetzt,  im  Anschlüsse  an  die  Formel  (4),  nach 
der  Darstellung  der  d^  durch  d^,  •  •  •  dn  fragen.  Der  bequeiiiereii 
Bezeichnung  halber  schreiben  wir  aber  in  dieser  Recursionsformcl 
Qq  =  —  1  und  nehmen  also 

(4*)    da  =  du-l(h    +  <-^u-i(l>   +   •   •  •   +   da-nQa  {«  =  11 ,    H   -\-    ],■■■)  . 

Hieraus  erhält  man  der  Reihe  nach  die  Ausdrücke 

dn       =  dn-iQi  +  dn-iQi  +   •   •  "   +   d^q,,  , 

(V2)dn+i=d„-iiqi^-{-q2)-{-dn^2{qiq2+qi)-\ \-(h{QiQn-i  +  qn)  +  d^q^q.,, 

dn+2==d„-i(qi^-\-2qiq,-{-qs)-{-dn-2{qi^q2  +  qiq3  +  G2'-\-Qi)  +  -  ', 

und  kann  allgemein  bezeichnen 

(13)  d,  =  dn-y  r^«-')  +  r/„_2  (?<,"-2)  +  •  •  •  4-  ^^0  (^r- 

Die   zu  lösende  Aufgabe    besteht  in  der  Berechnung  der  Grössen  Q''l!\ 
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Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung  von  (12)  d,,  =  1  und  alle  anderen 
''(»?  ^hj  •■■  ^^«-t  gleich  0,  so  erhält  man  (/„  =  g„_/,  =  (^C'')-  dann  folgt 
bei  derselben  Annahme  über  die  Anfangsglieder  aus  der  zAveiten 
Gleichung  von  (12)  d„^i  =  q^qn-i.  -f  (/«_/, +  1  =  <?^''^ij  aus  der  dritten 
f/„-}-2  =  ^^''^2'  ^-  ^-  ^-  ^^^  Grössen  Q'^l^,  Q^^^v  '  '  '  ^^^^  ^^^^  ^^^^ 
der  Formelreihe  (4^)  unterworfen.  Soeben  sahen  wir  dabei,  dass  zuerst 
für  die  Anfangsglieder  die  Gleichungsreihe 


und  von  nun  ab  die  Formel  (4-'^)  in  der  Gestalt 

(15)    Q%,  =  ^1  ^L";.-!  + 1. Q'^U-^  +  •  •  •  +  ^. «'      (^  >  /O 

gilt,   wobei  jetzt  alle  q;,,  deren  Index  A  grösser  als  rz  ist,  gleich  Null 
gesetzt  werden  müssen. 

Um  die  (?[''^  zu  bestimmen,  setzen  wir  die  Borchardt'sche  er- 
zeugende Function  an: 

dann  folgt  unter  Benutzung  der  eben   aufgestellten  Recursionsformeln 

(14)  und  (15) 

/■(,,)(!  -  g,n  -  q.y^ g„t.'0  =  Q(^^  -f  (^^^  -  ^i^L'^« 

=  q„-u  +  g«  +  i-A  «  +  qn+2-hU^  +  •  •  •  +  ^««'' 
und  also  die  Darstellung 

/  (^0  =  7^ 2 n 

Hieraus  erkennt  man  ähnlich  wie  oben,  vgl.  auch  §  89,  dass  die 
bisherige  formale  Ableitung  auch  für  einen  gewissen  Werthebereich 
des  u  wirklich  convergirt. 

Es  kommt  noch  darauf  an,  die  jetzt  gefundene  Form  für  f(ti)  in 
eine  nach  wachsenden  Potenzen  von  u  fortschreitende  Reihe  zu  ent- 
wickeln. Der  Coefficient  von  a^  in  dieser  Reihe  liefert  dann  die 
Grösse  Q(''\  , . 

Da  aber  nach  dem  pol3momischen  Lehrsatze 
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1  —  qiU  —  q.jU-  —  •  •  •  —  g,,  M 

ist,  wobei  die  Summe  über  Null  und  alle  positiven  Werthe  von  jjj, 
^^2,  •  •  •  erstreckt  werden  muss,  für  welche  j)j  ■\-  Vi  -\-  -  ■  ■  -\-  'j^n^  ^  ist, 
so  gewinnt  man  das  Resultat 

(16)  «'i-.-  =  ^n-u^%  +  ry«+,-.^(/^  -!)  +  •••+  <in^{^  -  h) . 

Dabei  bedeutet   ^^(0)  ==  1,  und    ^^(/t)  wird  für  jedes  positive 

ganze  k  durch 

definirt.  Die  Formel  (16)  gestaltet  sich  im  Falle  h  =  0  besonders 
einfach,  nämlich 

(18)  Q':u=^''2(^y 

§  88.     Geht  man  bei   der  Iterirung  von  dn  =  dn  —  iQi  -\-  ■  •  ■  aus, 
so  erhält  mau 

(19)  4+ 1  =  <?i"+ 1''  ^''- 1  +  ^iTi'^  t7„_2  +  •  •  • ; 

wählt  man  dagegen  t^+i  ==  dn  q^  -\-  d„  —  iq.^  -{-  ■  •  ■  zum  Ausgangspunkte, 
so  findet  man 

d,+^  =  Q^^-'^  ■  d„  +  (?(»-2) .  cZ._i  +  . . .  +  ^(0) .  rf, 

(20)  =Q["-%q,dn-r+q,d„-,+  --}-qJ,)^Qi^'-^-^-d„_^+-  +  Qf^-d, 
=  iQT'' '  q.  +  ^1"-^')  f?.-i  +  (^1"--^^  •  q.  +  Q'r'')  '^n-2  +  •  •  • 

und  die  Vergleichung  der  beiden  Ausdrücke  (19)  und  (20)  liefert 
uns  dann 

Das  letzte  Resultat  giebt  durch  Zusammenstellung  mit  (18) 

(22)  <?•+/' =  2'('^+l). 

und  daher  ist,  wenn  man  in  (16)  für  //  den  Werth  («  —  1)  setzt, 

(23)2'(/^+l)  =  gi^(/-0  +  (Z2^(/^'--l)  +  --+'Z«2(/^--''+l). 

Aus  (21)  entnehmen  wir  ferner  der  Reihe  nach  die  Werthe  für  die  Q 
mit  abnehmenden  oberen  Indices,  indem  wir  dabei  (22)  als  Ausgangs- 
formel benutzen. 
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^^'^^       Q':+^'  =  2  ^^'  +  ^)  -  ^^2  ^^'  +  ^^  -  ^'-2  ^^  +  ^^ ' 

Die  letzten  Formeln   liefern   für  die   Berechnung  der  Q'^'''^  mit  hohem 
oberen  Index  bequemere  Methoden  als  die  Formeln  (16). 
Aus  (23)  kann  man  noch  den  iJeterminantensatz 


^{k)  2{Jc-l)  ■■■     ^Qc~n) 


^^k  -  n)     ^(k  -  n  -  1)  •  .  .     ^(k  -  2n) 


=  0        (k^2n) 


ablesen.     (23)  zeigt  offenbar,  dass  auch  die  durch  (17)  definirten 
^^  (k)  einer  recurrirenden  Reihe  angehören. 

Die  hier  soeben  behandelte  Aufgabe  ist  uns  in  anderer  Form 
schon  früher  begegnet.  Aus  dem  Umstände,  dass  a^,  eine  Wurzel  der 
Gleichung 

X"  —  c^x"-^  4-  CoX-"-2  —  . .  .  -j-  c„  =  0 

ist,  folgt  nach  einander 

^n+i  _  ^c;'  -  c,)x--'  —  {c,c,  -  c,)x'l-^'  +  (c^c,  —  c,)x'\-^ , 

X-+'  =  (c,'  -  2c,c,+  c,)x'l-'  -  {c,h,  -c,c,-  c,'+  c,)x'r'  +  ---, 
und  die  Coefficienten  der  Potenzen  x1~^,  x\~-,  •  •  •  auf  der  rechten 
Seite  folgen  einem  ähnlichen  Bildungsgesetze  wie  die  Coefficienten 
in  (13).  Die  Aenderung,  der  wir  die  aus  den  q  gebildeten  Coeffi- 
cienten unterwerfen  müssen,  um  auf  die  aus  den  c  gebildeten  zu 
kommen,  beruht  nur  darin,  dass  alle  Glieder,  deren  Factorenzahl  gerade 
ist,  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  denjenigen  erhalten,  deren 
Factorenanzahl  ungerade  ist.     (Vgl.  §  101.) 

§  89.  Setzen  wir  in  den  Betrachtungen  der  Paragraphen  80 — 86 
^  ^ür  z~^  ein,  so  lassen  sich  alle  unsere  Resultate  sofort  auf  Reihen 
ausdehnen,  die  statt  nach  fallenden  nach  steigenden  Potenzen  von  t, 
fortschreiten.  Die  Werthe,  für  welche  hier  Convergenz  eintritt,  sind 
die,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist,  als  die  absoluten  Beträge 
sämmtlicher  Wurzelpunkte  des  Nenners;  kommen  negative  Potenzen 
von  l  in  endlicher  Anzahl  vor,  so  muss  man  natürlich  von  dem 
Werthe  ^  =  0  Abstand  nehmen. 

Die  Betrachtungen  des  Paragraphen  87  haben  übrigens  bereits 
auf  derartige  Reihen  geführt,  als  es  sich  um  die  Aufstellung  der 
erzeugenden  Function  /(«)  handelte.    Vgl.  auch  die  Anmerkung  auf  S.  2. 
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Neunte  Vorlesung. 

Die  symmetriscbeii  Fuiiclioiieii. 

§  90.    Bedeuten  z^,  z.,,  ■••  z,,  willkürliche  Grössen,  und  setzen  wir 

(1)  {Z-  Z,){Z  -  Z.;)  ••■(Z  —  Zn)  =  Z^  —  C,Z^-'  +  C._Z''-- +  C„  , 

dann   charakterisiren   sich  die  Zx   als   Wurzeln    und    die    C).   als   Coeffi- 
cienten  der  Gleichung 

(2)  f{z)  =  ^  —  c^z"-^  +  c.z"-^ +  c»  =  0 . 

Durch  die  Gleichsetzung  der  Potenzen  von  z  mit  gleichen  Exponenten 
links  und  rechts  in  der  Gleichung  (1)  ergiebt  eich 

ZiZ.^-\-Z,Z._i-\ h  Z„-iZ„  =  Cg  , 

^^  ZiZ.,Z^  -{-■■■   -jr  ^n-2  2n-l^n  =  C^, 


und  dadurch  wird  der  Zusammenhang  zwischen  den  Coefficienten  und 
den  Wurzeln  jeder  algebraischen  Gleichung  (2)  vermittelt,  bei  der  die 
höchste  Potenz  des  Gleichungspolynoms  1  als  ('oefficienteu  hat.  Wäre 
das  nicht  der  Fall,  und  hiesse  das  erste  Glied  Cq  z" ,  so  müssten  die 
rechten  Seiten  in  (3)  noch  sämmtlich  durch  c^  dividirt  werden. 

Eine  wichtige  Eigenschaft  der  Functionen  auf  den  linken  Seiten 
in  (3)  beruht  darin,  dass  sie  sich  nicht  ändern,  wenn  man  die  z^,  ■  ■  •  Zn 
beliebig  ihre  Plätze  tauschen  lässt,  oder  mit  anderen  Worten,  Aveun 
man  an  Stelle  der  Indices  1,  2,  -  •  •  n  eine  beliebige  Permutation  der- 
selben hinschreibt.  Nennen  wir  den  Uebergang  von  einer  solchen 
Anordnung  der  z^,  z^,  ■  ■  •  Zn.  zu  irgend  einer  anderen  eine  Substitu- 
tion, und  eine  Function  der  ^j,  z.y,  •  ■  •  Zn,  welche  bei  jeder 
Substitution  ihrer  Form  nach  ungeändert  bleibt,  eine  sym- 
metrische Function,  so  haben  wir  in  den  linken  Seiten  von  (3) 
symmetrische  Functionen.  Ihrer  besonderen  Einfachheit  halber  sollen 
sie  als  elementare  symmetrische  Functionen   bezeichnet  werden. 

Aus  dem  Begritie  der  symmetrischen  Functionen  folgt,  dass,  wenn 

der  ("omplex 

a  z"z^  •  •  •  z^ 

eines  ihrer  Glieder  bildet,  auch  jeder  andere  (Jomplex  zu  ihren  Gliedern 
gehört,  welcher  aus  dem  aufgeschriebenen  durch  Substitutionen  der 
unteren  Indices  unter  einander  entsteht.  Diese  Gesammtheit  wollen 
wir  durch 
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(4)  «.Ä(.«4  ••..<) 

bezeichnen.    Man  sieht,  dass  jede  ganze,  symmetrische  Function  in  eine 
Anzahl  derartiger  eintypiger  S  zerfällt;  durch  jeden  Ausdruck  (4)  ist 
ein  besonderer  Typus  von  symmetrischen  Functionen  charakterisirt. 
Die  linken  Seiten  von  [?>j  werden  nach  dieser  Bezeichnung 
S  (rj ,     S  (^^1  Zo) ,    S  [ßi  0.,  z^),    ■'•  S{ZiS.2---  0n) ; 
natürlich  können  sie  aber  auch 

>S  (Scc)  ,       S  {Za  Z.i)  ,       S  {Za  Z^i  Zy)  ,       •  •  • 

geschrieben  werden. 

§  91.  Die  Summen  gleich  hoher  Potenzen  der  z  geben  gleich- 
falls besonders  einfache  symmetrische  Functionen.  Wir  wollen  sie 
Poteuzsummen  nennen  und  bezeichnen 

S{^\)=sx         {s,  =  n). 

Es  ist  jedes  Sx  als  ganze,  ganzzahlige  Function  der  c,,  •  •  •  c„ 
darstellbar.     Zum  Beweise  betrachten  wir  zuerst  den  Ausdruck 
z'l  —  Ci^"~'^  4-  CiZ''^-^-  —  •  •  •  +  Ca         {a^n). 
Wir  wollen  für  den  Augenblick  die  ganze  Function 

(9a)  _/:(£)      =  ^n-1   _  c(-)  ^«  -  2  _|_  ^W  ^«-3 ^  ^W      . 

\       /  2  —  2  ^  "2  n  —  1 

setzen.     Dann  ist,  wie  man  sofort  erkennt, 

C3  =  ^.cW  +  6t), 


und  daher 

^"-Ci'^r'+^2^r' — ±ca=z''—{z,^6^'^)z^-^+{z,c^^^-^6^^)z''-^—' 


und  summirt  man  über  jc  =  1,  2,  •  •  •  n,   so  entsteht  die  Formel 

Sa  CySa,  —  1  ~j~  C^Sa — 2  "''  "T"  ^a^Q  "T"  y^ i  C^    . 

y.  =  l 

Aus  (2*)  ersehen  wir,  dass  die  c^^\  c[''\  •  •  ■  die  elementaren, 
symmetrischen  Functionen  von  z^,  •  •  •  z^  —  i,  ^z+i,  ■  •  •  Zn  sind.  Daher 
kommt  jedes  Glied  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  auch 
als  Glied  von  c«  vor,  und  umgekehrt  jedes  Glied  von  c„  in  (« —  a) 
der  Grössen  c'^f-^  also  ist  die  Summe  rechts  =  (;i  —  ft)c«,  und  wir 
haben  die  Kecursionsformel 

(5)  Sa  —  C,.S„_i  +  CgSa-a +  «Ca  =  0  (a  <  w). 

Netto,  Algebra.   I.  7 
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Ferner  folgt  aus  (1)  durch  Multiplication  mit  z''^"  für  jedes  z^ 

^t  —  ^i^k~'  +  ^-i^k~' +  c^z^-"  =  0         (a  ^  n) 

und  durch  Summation  uach  /.•  die  weitere  Recursionsformel 

(G)  Sa    —   Ci  Sa-l    +   t\>*"a-2  —  •  •  •  +  C„Sa-n   =0  («  ^  «)  • 

Die  Formeln  (5)  und  (G)  beweisen  den  obigeu  Satz,  da  sie  der 
Reihe  uach  ^j,  cS,  •  •  •  aus  .s,,  =  n  berechnen  lehren.  Sie  wurden  zuerst 
von  Newton  aufgestellt  und  heissen  nach  ihm*j. 

Wir  wollen  sie  auf  eine  andere  Art  nochmals  ableiten.  Früher, 
§  oQ,  i4^)  hatten  wir 

C^  =  _!__  4-  _i-  -  +  .  .  .  4-       '- 
f(z)  z-z,^  z-z,^  ^  :-  ^„ 

und  folgern  daraus  die  Entwickelung  nach  falleiiden  Potenzen  von  z 

=  7[(i  +  H5^'  +  ---)  +  ('  +  ?  +  ¥  +  --)  +  --] 
}i  +  H?'  +  ---  +  --:j  +  *" 

wobei  das  Restglied 


wird.     Weiter  ersehen  wir  hierdurch 
,^^n-i  _  (w  _  l)c,r--  +  («  —  2)  c^z""-'^  —  .  . . 

=  (^"  -  c,z^^-'  +  c,z^-'----)(^j  +  %  +  ^  +  •••  +  ^"); 

multiplicirt  man  rechts  aus  und  vergleicht  die  Coefficienten  ent- 
sprechender Potenzen  von  z,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  links  keine 
negativen  Exponenten  vorkommen,  dann  erhält  man  wieder  die 
beiden  Reihen  Newton' scher  Formeln. 

§  92.  Formeln  von  der  Art  (5)  oder  (6),  mittels  deren  ein  jedes 
Sa  durch  frühere  6«_i,  •  •  •  berechnet  wird,  geben  recurrirende  Dar- 
stellungen. Ihnen  gegenüber  steht  die  independente  Darstellung  der 
Su  direct  durch  die  c.     Eine  solche  wollen  wir  jetzt  ableiten. 

In  (1)  setzen  wir  -  an  die  Stelle  von  z  und  multipliciren  beide 
Seiten  mit  ä";  so  entsteht 

l—c^z-\-  c^z^  —  c^z^  -|-  •  ■  •  +  CnZ"  =  {\  —  z^  z)  (1  —  z.2z)  •••(!—  Znz); 
wir  nehmen  hiervon  die  Ableitung  und  dividiren  sie  durch  die  Function 


*)  Newton:    Aiithmetica  universalis  p.  192,  ed.  Lugd. 
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selbst,  dauu  ergiebt  sich  nach  Aeuderimg  der  Vorzeichen 

Jetzt  wollen  wir  beide  Seiten  nach  steigenden  Potenzen  von  z 
entwickeln,  bis  zu  einem  Gliede  mit  beliebig  hohem  Exponenten  gehen 
und  das  Restglied  hinzufügen,  um  aller  Convergenzbetrachtungen  über- 
hoben zu  sein.     Die  rechte  Seite  liefert  dabei 

Si  4-  s^J  +  «3^^  H f-  s«  ^^~^  -\ 5 

die  linke  mit  Hülfe  des  polynomischen  Lehrsatzes 

=.(,_2,.+...)(i+2  2  t4:ts',^^— ■■) 

wobei  die  letzte  Summe  auf  alle  Zahlencombinationen  von  ly,  X.,  •  •  •  /l„ 
der  Reihe  0,  1,  2,  •  •  •  zu  erstrecken  ist.  Nehmen  wir  aus  diesem 
Producte  nun  alle  Glieder  heraus,  die  z-'~'^  als  zugehörige  Potenz 
von  z  haben,  so  ist  der  Coefficient  von  ^"~^  gleich  s„.  Diese  Glieder 
setzen  sich  aus  den  folgenden  zusammen: 

X, A^'T'Tr.iTt j        kK-^'^K-^ Vnl„=^—\) 

1 ■     2 ■              n' 
3^  ;^   I  ;t   ;  .  .  .  ;t   ! ^'      ('^l+^AaH |-«A„  =  iti-3) 

Führt  man  in  der  ersten  Sorte  von  Gliedern  Aj  +  1  statt  Aj  als  Summa- 
tionsbuchstaben  ein,  in  der  zweiten  Ag  -f-  1  statt  Ag,  in  der  dritten  /I3  +  1 
statt  A3  u.  s.  w.,  dann  erhält  man  für  dieselben  Glieder  die  neuen  Formen 

2j a,-l)!i,!T7äj '       (Ai+2A,+  .--  +  »A,.  =  .a) 

^^ Arr(i2"=l)TTTT-g 7        ('^i+2AoH f-wA„  =  ^a) 

3^ i^U^!(i3_i)!...;ij ;       (A,+  2A,4--  +  nA„  =  /i) 


(A,+  2A3+3A3+--)2 
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uud  duLer  Avird  ihre  Gesammtsumme 

Uuser  Schlussresultat  giebt  somit  die  Wariug'sche  Formel*) 

(0^V=.»-^ lU  ....1  .  — c/--^;;«     (Ai+2A2+--  +  >?A„=.a). 

Beispielsweise   sei  n  =  '■'>,   n  =  4.     Daim   hat   mau  die   vier   Möglich- 
keiten für  die  Wahl  der  A 

A,  =  4; 

A,  =  2,     A,  =  1; 

Aj  =  1,     A3  =  1; 

A,  =  2, 
so  dass 


(A.  +^^A2+3A,  =  4), 


S4  —  '^  \4  !  ^1  2 !  1 !  ^^'  ^^    '     1 !  1 !  ^^  ^^  "'     2  !  ^-  / 

=  c,^  —  4c,2r,  +  4^1  ^3  +  2cf. 

§  93.  üebrigens  kaim  mau  die  s^,  s.^,  •■■  s,,,  •••  auch  leicht 
vermittels  der  Newtou' scheu  Gleichungen  durch  die  c^,  c^,  •  •  •  o.  in 
Form  «iner  Determinante  ausdrücken.     Denn  aus  den  Gleichungen 

Sa  -  C,  Sa-l  +  C,Sa-2 +  ("  l)"  +  ^C„_iS,  =  (-  1)"  +  '  UC^, 


folgt  sofort 


(-l)"+is,  =(— l)«+U-c, 


g(a-l) 


CCCn 


Ca—t    Ca— 2 


(8) 


(a  —  V)Ca-\     Ca-2     Ca- 


■■     1 


1  •  c,                    1  0        •  •   0 

Diese  Formel  gilt  nicht  nur  für  a  ^n,  sondern  auch,  falls  nur 
c„4-x  ==  0  gesetzt  wird,  für  alle  a  >  n. 

§  94.     Auf  demselben  Wege   kann   man  umgekehrt  c.,  durch  die 

6-  ausdrücken.  Das  ergiebt  die  nicht  mehr  ganzzahlige  Darstellung 
von  Ca 


*)  Waring:  Meditationes  algebraicae;  udit.  3;  Cambr.   1770;  p.  1. 
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«(«— 1) 

!c„  =  (- 

-1)      2 

Sa           Sa  —  1 

•••     «2 

5i 

Sa-i    Sa  — 2 

••  ■    Sj 

(« 

-1) 

Sa  — 2    Sa~3 

•  .  .  («-2) 

0 

S,          S, 

...  0 

0 

s,         1 

...  0 

0 
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(9) 


Dies  gilt  für  jedes  a,  wenn  f„-j_^  =  0  gesetzt  wird. 

Zu  einer,  der  Warin g'sclien  entsprechenden  Darstellung  von  c„ 
durch  die  s, ,  S2,  •  •  •  kann  man  unter  Benutzung  der  Exponential- 
function  auf  folgendem  Wege  gelangen.     Wir  hatten  gefunden 

die  rechte  Seite  wandelt  sich  um  in 


2 


3 


(«  =  1,  2,  •  •  .  n) 


=2'( 


wobei  die  Summe  über  eine  beliebige  Anzahl  t  der  x.  und  über  alle 
Werthe  jedes  r-a  von  0  bis  00  zu  erstrecken  ist.  Vergleicht  man 
die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  z,  so  folgt 


(10) 


(x^  +2X2  +  8x3-1 {-  rxr  =  ^). 

Wird  u  grösser  als  n  gewählt,  so  ist  der  Werth  der  rechten  Seite  =  0. 
Wir  wollen  hier  noch  die  Werthe  der  s^  durch  die  c^  und  die 
Werthe  der  c«  durch  die  5«  ausgedrückt  für  die  niedrigsten  Werthe 
von  a  notiren;  sie  sind  den  abgeleiteten  allgemeinen  Formeln  ent- 
nommen.    Es  ist 

S3  =  Cj       OCj  C2  +  OCg  , 

S4  =  Cj*  —  4:Ci^  c,  +  4^1  C3  +  262^  —  4^4 , 
.«5  =  Cj^  —  5q^ c^,  +  öcj^  C3  +  5c,  6-./  —  5c,  c^ 


O  ^2  C3  +  5  C5  , 
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und  umgekehrt 

1 !  c,  =  6-, , 

2!c2  =  Si'  — Sa, 

3!c3  =  s,»  —  3siS2  4-  2S3, 

4!  Q  =  s,^  -  65,^52  +  8^1  s,  +  Ssg^  -  6s, , 

51^5  =  s,5  -  lOSi^^Sg  +  20si2s3  +  lös^Sg^—  30siS,  -  20s,s^  +  2455. 
§  95.  Wir  wollen  weiter  noch  erwähnen,  dass  eine  grosse 
Formelfülle  für  die  Beziehungen  der  c  und  der  ,s-  untereinander  ab- 
gek'itet  werden  kann.  Wenn  man  beispielsweise  in  (G)  die  Gleichung 
für  (k  +  n)  mit  1,  die  für  (a  +  »  —  1)  mit  Cj,  die  für  (a  +  n  —  2) 
mit  C2,  •••,  die  für  cc  mit  c„  multiplicirt  und  alle  Producte  addirt,  dann 
erhält  man  eine  Reihe  von  Beziehungen 

(ll)s„+„  +  s„+„_2(2c,  — 0  +  s,+„_4(2c4-2c,C3  +  c,/)  +  ---.   =0, 
so  dass  Recursionsformeln   entstehen,   durch  die  Sa  +  n  von  den  vorher- 
gehenden Sa+n-2,  Sa  +  n-4.,  '  '  '  abhängig  erscheint. 
Wie  aus  (6)  die  Formel 

■     Sa  —  n 

•     Sa  —  n+l       —  Q 


re») 


Sa  Set  —  1 

Sa  +  1     Sa 


(a  ^  n) , 


Sa-\-n     Sa-^n — 1    '  '   '     Sa 

SO  folgt  aus  (11)  die  ähnlich  gebildete 

Sn  Sa  —  2  '  '  '   Sa  —  2  n 

Sa  +  i     Sa  — 1  •  •  •    Sa  — 2,1  +  1 


(11-^) 


0         (a  >  2w) . 


Sa-\-n     Sa-j-n  —  2    '  '  '   Sa  —  n 

Die  Existenz  dieser  Formel  ergiebt  sich  übrigens  leicht  aus  der  Be- 
merkung, dass  ^2,  S4,  Sg,  •  •  •  die  Summen  der  ersten,  zweiten,  dritten,  •■  • 
Potenzen  der  Wurzeln  der  Gleichung 

sind.  Daraus  erkennt  man  dann  auch  die  Bedeutung  der  Coefficienten 
in  (11). 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  weitergehen.     Setzen  wir 

y^  ^  =  ^n  _  (7(3)  ^«-1  _|_  cf  ^'— 2 ±  C'f  =  0, 

so  werden  die  Potenzsummen  dieser  Gleichung  durch  Sg,  s^,  .^g,  •  •  • 
entsprechend  der  Formel  (6)  gegeben,  und  man  erhält 

Sa  -   C|8)S„_3  +  0.f)s„_6 +  (7f)Sa_3„  =  0  («  >  3«) 

nicht  nur  für  alle  durch  3  theilbaren,  sondern  für  alle  ganzen  a,  wie 
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mau  erkennt,  wenn  man  in  (i*^)  für  ^  einsetzt  sfp,  dann  mit  1  oder 
2x  oder  s'l  multiplicirt  und  endlich  über  alle  A  =  1,  2,  •  •  •  n  summirt. 
Es  gilt  demnach  auch 

Sa  Su  —  3  '  '  '    Sil  —  3  ,j  I 

1 
S^+1     S„_2  •   •   ■    S„_3„+l    ,    ^  Q  ^^  ^  3,^^J_ 

Sa-\-n   "cc-^-n  —  3    '  '  '   Sa  —  2  n  \ 

Diese  Formelreihe  lässt  sich  natürlich  fortsetzen,  doch  wollen  wir 
hier  auf  weitere  Einzelheiten  nicht  eingehen. 

§  96.  In  §  91  hatten  wir  die  Aufgabe  gelöst,  die  Potenzsummen 
S;_  durch  die  elementaren,  symmetrischen  Functionen  darzustellen.  Ge- 
länge es  nun  jetzt,  jede  ganze,  symmetrische  Function  der  ^,,  2^^  ■••  Zn 
als  ganze,  ganzzahlige  Function  der  s^,  s^,  ■  •  •  auszudrücken,  dann  hätten 
wir  damit  gezeigt:  Jede  ganze,  ganzzahlige,  symmetrische 
Function  von  n  Elementen  ^j,  ^2,  •  •  •  ^„  ist  eine  ganze,  ganz- 
zahlige Function  der  elementaren,  symmetrischen  Functionen 
Cj,  Cg?  ■  ■  ■  ^"  dieser  n  Grössen  z. 

Wir  brauchen  nach  §  90,  (4)  den  Beweis  nur  für  Functionen  von 
der  Form 

zu  führen,  und  können,  da  er  für  8{z"^^  d.  h.  für  die  s«  bereits  er- 
ledigt ist,  sogar  voraussetzen,  er  sei  schon  für  alle 

bei  Ä;  Elementen  mit  beliebigen  Exponenten  bereits  geliefert.  Durch 
den  Schluss  von  ]i  auf  (ä;  -f-  1)  gewinnt  man  dann  den  Beweis  für  das 
allgemeine  Theorem. 

Wir  betrachten  das  Ergebniss  der  Multiplication 

Jedes  Glied  dieses  Products  wird,  je  nachdem  der  Factor,  welcher  dem 
zweiten  8  entnommen  ist,  ein  z  enthält,  welches  in  dem  Factor  vor- 
kommt oder  nicht  vorkommt,  der  dem  ersten  /S  entstammt,  zu  einem 

Ä(^^+^4  .  •  •  0^) ,    S{z\,  z{-^\  ■  ■  ■  0Ö,  •  •  •     oder  zu     S{z\  z{---  zlz\^^ 

gehören.  Dabei  kann  jedes  Glied  eines  der  ersten  S  nur  einmal  auf- 
treten, gleichgültig,  wie  die  Exponenten  a,  /3,  •  •  •  A  beschaffen  sind; 
dagegen  tritt  ein  jedes  der  Glieder  des  zweiten  S  genau  gmal  auf, 
wenn  g-  der  Exponenten  a,  /3,  •  •  •  %,  l  gleich  A  sind.     Also  ist 

Sizlzi'-'zlzl^^ 
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und  damit  ist  der  allgemeine  Satz  bis  auf  den  einen  Tunkt  bewiesen, 
dass  die  Darstellung  auch  ganzzahlig  sei. 
In  der  That  findet  mau  z.  B. 

S{Z^^Z{  Z\)  =  SaSßSy  —  {Sa^ßSy  +  S.iJ^ySa  +  Sy  +  aSß)  +  2s„  +  ^^?  +  j. ; 
S{3"^Zlzf)  =  \  {Sl  —  3S„S2a  +  2S3a)  ', 

(«  +  /3  +  r). 

Hier  ist  nun  ersichtlich,  dass  bei  der  Darstellung  der  ganzen, 
ganzzahligen,  symmetrischen  Functionen  durch  die  Potenzsummen  der 
Elemente  gebrochene  Coefficienten  auftreten;  und  es  ist  nicht  ohne 
Weiteres  klar,  dass  beim  Uebergange  zu  den  elementaren,  symmetrischen 
Functionen  diese  Brüche  wegfallen.  Wir  wollen  deswegen  die  eben 
besprochene  Methode  nur  als  eine  bequeme,  für  die  Darstellung  der 
symmetrischen  Functionen  geeignete  betrachten  und  den  Beweis  des 
ausgesprochenen  Satzes  zunächst  so  vortragen,  wie  ihn  Gauss  (Werke 
HI,  S.  06  —  08)  gegeben  hat. 

§  97.     Zunächst  werden  wir  von  zwei  Aggregaten  der  Form 

^'fi  ^:f»  •  •  •  ^j^'n   und  ^';i  z^i,^  •  •  •  ^;;; " 

dem  ersten  oder  dem  zweiten  eine  höhere  Ordnung  beilegen,  je  nach- 
dem unter  den  Differenzen 

w,  —  ju.^,  Wg  —  i"2?  ■  ■  ■  ^^^i  —  >"" 
die   erste  nicht  verschwindende   einen  positiven   oder   einen   negativen 
Werth  besitzt. 

Weiter  bemerken  wir, '  dass  es  unter  den  Aggregaten,  die  von 
gleicher  Dimension  m^  -\-  in.,  +  •••  +  m„  mit  z'^^z'^-^  .-.^^n  sind,  nur 
eine  begrenzte  Anzahl  von  niederer  Ordnung  giebt,  als  das  hin- 
geschriebene; denn  es  giebt  ja  überhaupt  nur  eine  endliche  Anzahl 
solcher  Aggregate  bei  vorgeschriebener  Dimension. 

Liegt  ferner  eine  symmetrische,  ganze,  homogene  Function 
F{z^,  z.^,  •••  z,^  vor,  dann  kann  eines  ihrer  Glieder 

a  ■  ^"'' z":^  '•■  z'^n 
nur  dann  die  höchste  Ordnung  unter  allen  Gliedern  von  F  besitzen,  wenn 

Wj  ^  m^  ^  w?3  ^  •  •  •  ^  W'n 
ist;  denn  wäre  etwa  ;»2  >  ^"i>  ^^  käme  bei  der  Symmetrie  der  Function 
auch    a  ■  z'^'-'Z':;^  '-•  m"'n    vor,    und    diesem    Gliede    würde    eine    höhere 
Ordnvang  gebühren. 
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Da  eudlicli  in  einem  Producte  von  Functionen  der  0;,  z^,  ■■•  Sn 
dasjenige  Glied  die  höchste  Ordnung  hat,  welches  durch  Multiplication 
der  Glieder  höchster  Ordnung  der  einzelnen  Factoren  gebildet  ist,  und 
da  in  den  elementaren,  symmetrischen  Functionen  der  z,  nämlich  in 

Ci,  c-i,  C3,  ••■  die  Glieder  ^,,  z^s.,,  z^z^z^,  ■■■ 
die  höchsten  Ordnungen  aufweisen,  so  ist  in 

c"'c^»  •  •  •  c"n  das  Glied  ^«i+«2-+«„^cr,+...+a„  . . .  ^a„ 

dasjenige  höchster  Ordnung,  und  umgekehrt  ist  es 

z"''  z"'-^  ■  •  ■  s"'n  in  r'"i— '"2c™'~'"^  •  •  •  c"'n         (m,  >  »?.,  >  Wo  >•••)• 

§  98.  Nun  sei  eine  ganze,  ganzzahlige,  homogene,  symmetrische 
Function  F{zi,  ••■  Zn)  vorgelegt.  Kommen  in  ihr  mehrere  Glieder 
gleich  hoher  Ordnung  vor,  so  haben  diese  dieselben  Exponenten  und 
können  daher  von  vorn  herein  in  ein  einziges  Glied  zusammengezogen 
werden.  Es  sei  az"'^s'"''  ■  •  ■  5'"«  dies  Glied  höchster  Ordnung  in  F. 
Dann  setzen  wir 

Fi(Zj,  ■■•  Zn)  =  F{z^,  •••  Zn)  —  ac"^^-"'^  •  c^---'"3  . . .  c';^n. 

Fl  ist  wieder  ganz,  ganzzahlig,  homogen  und  symmetrisch  und  be- 
sitzt als   höchstes  Glied   ein   der   Ordnung  nach   niedrigeres,   als  F  es 

hatte.     Dies  höchste  Glied  in  K    sei   3 z^'' zi!'^  • '  •  z^n .     Dami  setzen  wir 

i-  1^   1    2  II 

F,(2^,    ■■■    Sn)  =  ^1  (^1;    •  •  •    ^n)  —  ßcP^-P-CP^-P^  ■■■CPn. 

Für  F.2  gilt  dasselbe;  und  so  können  wir  mit  steter  Verminderung  der 
Ordnung  des  höchsten  Gliedes  fortfahren.  Dies  muss  einmal  aufhören; 
d.  h.  es  muss  einmal 

0  ^^  Ft  —  oc^i~'^=c?;--'/^  •  •  •  C?« 

'  "»      1  >  n 

werden.     Dann  folgt  durch  Addition  aller  dieser  Gleichungen 

F=  ßC^i-'"^^ \-  ßcP^-P^ 1 \-  QCfh-9^...- 

damit  ist  der  Satz  bewiesen,  und  zugleich  eine  zweite  Methode  der 
Ueberführung  angegeben. 

Als  Beispiel  behandeln  wir  bei  n  Variablen  z  die  Function 

F=  S{z^'z^^z^), 
bei  der  dann  zuerst 

F,  =  F—  c,Cs 

wird.  Nun  sieht  man  sofort,  dass  bei  der  Multiplication  von  Co  und  C3 
Glieder  von  drei  Arten  vorkommen:  Z^^z/z^,  z^'Z^z^z^,  ^^z^z^z^z^,  und 
zwar  kommt  jedes  der  ersten  Art  einmal,  jedes  der  zweiten  Art  drei- 
mal und  jedes  der  dritten  Art  zehnmal  vor.  Deshalb  ist,  da  die 
Glieder  erster  Art  das  gesammte  F  bilden, 

Fi  =  —  ?>S{z;'z^^^z^  -  10 S{ZiZ<^z.,z^z^). 
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Weil  jetzt  z^'z^z^z^  das  Glied  höchster  Orduung  in  F^  ist,  so  wird 

i\  ^  l'\  +  oc^c^. 
Hier  erkennt  man  wieder,  dass  die  Multiplication 

fiC,  =  S{z;'z^z^z.^)  +  bS{z,z^z^z^z^^ 
ergiebt,  so  dass  die  neue  Function 

F,  =  bS{z^z^z^z^z^)  =  5c"5, 
und  endlich,  da   wir  hiermit  zum  Abschiuss  gelangt  sind,  dass 

Siz^z^z^  =  fafg  -  3ciC4  +  5^5 
wird.     Nach  der  Methode  von  §  9G  fände  man  zuerst 

Siz^^z^z^  =  \  {sis,  -  2 «2 63  -  S4S1  +  255) 

und  müsste  dann  den  Uebergang  zu  den  o.  machen. 

§  99.  Man  kann  von  vorn  herein  eine  Anzahl  von  Gliedern 
c^'C^»---c««  angeben,  welche  bei  der  Darstellung  der  eintypigen, 
symmetrischen  Function  S (z^'^ 0'^^  •  •  •  z'^n)  nicht  vorkommen  können. 
Die  nt  in  S  sollen  ihrer  absteigenden  Grösse  nach  geordnet  sein. 
Bei  der  Darstellung  von  S  müssen  alle  Gliedercomplexe  der  c;.  von 
gleicher  Dimension  in  den  zx  sein,  wie  S  selbst.  Dies  erkennt  man 
sofort,  wenn  man  alle  z  einander  gleichsetzt.  Es  muss  also  bei 
jedem  Gliede  erstens 

(12)  q^  +  2^.2  +  3^3  H f-  nq^  =  w«i  +  m.,  -\- [-  nin 

werden.  Ferner  liefert  c\^cl^  •  •  ■  c'«  als  Glied  höchster  Ordnung 
^9i+?iH — \-g„gg^rL+-- ^  und  verschiedene  Glieder  in  o.  liefern  verschie- 
dene Ordnungen  (§  97).     Es  muss  also  zweitens 

(13)  ry,  +  q.,  H [-qn^m^ 

sein-,  dabei  müssen  wirklich  Complexe  der  c  auftreten,  bei  denen  das 
Gleichheitszeichen  gilt.  Auch  unter  ihnen  lassen  sich  noch  Glieder 
aussondern,  wie  das  Gauss 'sehe  Verfahren  (§  98)  zeigt.  Man  sieht 
nämlich,  dass  von 

c?i  c\^  . . .  cfin    und     c1'  cl^  ■  ■■  c^n ,    falls     ^ qx  =  ^ x;.  ist, 

das  erste  oder  das  zweite  Aggregat  das  Glied  höchster  Ordnung  in 
den  z  liefert,  je  nachdem  von  den  Difierenzeu 

(14)  ?!  —  Xi,  (g,  +  g.;)  —  (x,  4-  x.^),  (g,  +  q.^  +  ^3)  —  (x,  -{- x, -j-  x^),  •  •  - 

die  erste  nicht  verschwindende  negativ  oder  positiv  ist  (vgl.  §  07\ 
Nach  dem  Gauss 'sehen  Algorithmus  kommt  als  höchstes  Glied  das 
Aggregat  mit  den  Exponenten 

(15)  2i  =  ^h  —  ^^hi    9.1  =  ^>h  —  w/g,  •  •  •  q„  =  nin 
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vor,  und  alle  andereu  auftretenden  Aggregate,  bei  denen  die  Summe 
der  Exponenten  k  auch  gleich  m^^  ist,  dürfen  nach  unseren  jetzigen 
Betrachtungen  nur  solche  sein,  für  welche  die  erste  nicht  verschwin- 
dende Differenz  der  Reihe 

(Wi  —  w/2)  —  ^i,   (Wi  —  m.^)  -  (x,  +  x^),   (>Wi  —  m^  -  (x,  4-  5«2  +  ^3) 
negativ  ist.     Das  ist  eine  dritte  Bedingung. 

So  wäre  für  die  beiden  Functionen  S{z^^z^^s^  und  ^(^i^^ä'^g^J 
zu  setzen  (r/,  -{-  2^0  -|-  •  •  •)  =  5,  und  es  dürfen  höchstens  zwei  Fac- 
toren  c  in  jedem  Gliede  vorkommen;  also  geben  (12)  und  (13) 

Hier  zeigt  nun  (14),  (15),  dass  «^  sofort  =  0  zu  setzen  ist. 

An  die  Formel  (12)  haben  wir  noch  folgende  Bemerkung  zu 
knüpfen.  Die  Summe  der  Producte  aus  den  Exponenten  in  die  Indices 
eines  Ausdrucks  c'^^c''^-  ■  ■  •  c^n^  nämlich  hier  (f/i  +  2^2  +  •  •  •  +  >^5«)> 
nennt  man  das  Gewicht  dieses  Ausdruckes,  und  nach  Cayley  heisst 
eine  Function,  deren  Glieder  sämmtlich  dasselbe  Gewicht  besitzen,  eine 
isobarische  Function.  Wir  sehen  also:  Die  Function,  durch 
welche  eine  eintypige,  symmetrische  Function  S (z'^^  z'^^  •  •  ■  g"'n'^ 
mittels  der  c,,  Cg,  •••  c„  dargestellt  wird,  ist  in  den  Cj,  Cg,  •••<?„ 
isobarisch  und  von  dem  Gewichte  (m^  +  »^2  ~l~  •  ■ '  ~h  ^>^«)- 

§  100.     Ist  so    der    litterale  Theil    von   S(z"^^  •  •  •  z'^n)    festgelegt 
oder  wenigstens   so  eng   als   möglich  umgrenzt,   dann  kann  man  den 
numerischen  Theil  leicht  durch  Zahlenbeispiele  berechnen.    In  unseren 
beiden,  eben  aufgestellten  Beispielen  würde  man  folgendermassen  ver- 
fahren, um  die  a,  ß,  y  zu  finden.     Für  die  Specialwerthe 
Zi=Z2=^s=l]  z^=z-^=-=0  ist  Ci=d,  ^2=3,     63=1,     C4=0,  ••• 
^i=-=^4=l;  Zr,=Zs=  ■■■=()         Ci=4,  ^2=6,     C3=4,     c,=l,  ^5=0,  - 
^i=-=^5=l;  ^6=^7=-=''^         ^1=5;  Co=10,  C3=10,  c^=5,  ^5=1,  -. 
und  für  diese  drei  Werthsysteme  erhalten  die  symmetrischen  Functionen 
S(z^^z.2^z^)   =  ac^Cs   +  /^qCi  +  ycr,  die  Werthe  3,  12,  30; 
S{z,^Z2Z,z,)  =  ß,c,c^-\-  y,c^  „  „       0,     4,20. 

Folglich  bestehen  die  Gleichungssysteme  für  die  Coefficienten 
3=      3-a+    0-/3  +  0.7, 
12  =    24  •  «  -f    4-  ß-i-O-y,  4  =    4  ■  ß,  +  0  ■  y„ 

30  =  100  ■  a  -f  25  •  ^  +  1  •  7,         20  =  25  •  /3,  +  1  •  y,, 
und  hieraus  ergeben  sich  als  fertige  Resultate 

S  (^i^^2'  ^3)    =  C2  C3  —  3  Cj  c^  +  5  C5 ; 
Siz^'z-^z^z^)  =  c^c^  —  Öfg. 


1(IS  Neunte  Vorlesung  §  101—102 

§  101.  Wir  wollen  für  den  besprochenen  Satz  aus  §  9(5  nocli 
einen  anderen  Beweis  herleiten,  der  von  Cauehy  stammt,  und  den 
Kronecker  zu  weiteren  Schlüssen  benutzt  hat. 

l)a 

f{z)  =  0"  —  CiZ"-^-\-  c^z"-^ +  c„ 

für  z  =  z^  zu  Null  wird,  so  erhält  man  der  Reihe  nach  die  Resultate 
z1      =CiZl-'  —  c^z'[--'-{----^Cn, 

=  (cf'  -  r,)z"-'  -  (c,C2  -  Cg)  s'r'  +  {c,r^  —  c,)^^-' , 


und  man  kann,  vgl.  §  88,  jede  höhere  als  die  (n  —  1)'®  Potenz  von  z^ 
als  ganze,  ganzzahlige  Function  der  c  und  als  lineare  Function  von 
•^17  ^i^}'"^"T^  darstellen.     Da  ferner 


z  — z. 


=  ^"-1  —  (c,  _^,)^"-2  4-  (C2  -  Ci^i  +  .^j2)^''-3  — 


für  ^  =  ^^  zu  Null  wird,  so  folgt  ebenso 

^«-1  =  (c,_^j^n-2 _  {c.^-c^z,  +  z;')z\r''  +  •••, 
^\    =  [(^1  -  ~^i)'  -  (c-'  -  c,  ^1  +  ^v')]  ^r '  — , 

und  man  kann  also  jede  höhere  als  die  (« —  2)*®  Potenz  von  z^  als 
ganze,  ganzzahlige  Function  von  den  c,  von  z<^  und  als  lineare  Function 
von  z^y  Z-^j  '••  z%~'^  darstellen.     In  gleicher  Art  folgt  aus 

{z  —  Zi)  {z  —  Zi) 

dass 

^r'  =  (ci-^i-^2)^r' — ; 

^r  *  =  [(^1-^1  -  -^^y-  O2  -  •  •  • + ^^)]  ^r'  -■■', 

wird,  u.  s.  f.     Die  Gleichung 

2n  =  Cj  —  (^1  +  ^2  H h  ^«-0 

endlich^  welche  zeigt,  dass  jede  Potenz  von  z,,  als  ganze,  ganzzahlige 
Function  von  den  c  und  von  z^  •■■  Zn  —  i  dargestellt  werden  kann, 
bildet  den  Abschluss  dieser  Serie. 

§   102.     Ist  nun  irgend  eine  ganze,  ganzzahlige  Function 

F{z„  z.,\  •••  z„) 

gegeben,  so  können  wir  mit  Hülfe  der  eben  abgeleiteten  Gleichungen 
zunächst  jede  vorkommende  Potenz  von  z„,   dann   alle    Potejizen  zl—i, 
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2^-1,  •••;  2^-2,  Zn-2,  •••;  ••••,  ^2~S  s"^,  •••;  ^1,  z1+\  ■■■  entferueu 
und  damit  F  in  die  Form  mit  ganzzahligen  Coefficienteu 

(IG)        F===^A/^2'^^  .  ■ .  z'-z^         {i,  =  0,l,2,.-'n-X) 

(0 
überführen.  Die  Anzahl  der  hierbei  möglichen  Summanden  beträgt 
1  •  2  •  •  •  (n  —  1)  ■  n  =  n\]  ihre  Gesammtheit  bildet  insofern  ein  Fun- 
damentalsystem für  alle  ganzen,  gauzzahligen  Functionen  von 
2^,  •••  2„,  als  sich  alle  diese  homogen,  linear  und  mit  ganzzahligen 
Coefficienteu  durch  sie  darstellen  lassen. 

Nehmen   wir   nun    an,    F  wäre    eine    symmetrische   Function    der 
Elemente  ^;,,  •••  2,1,  dann  können  wir  (16)  in  zwei  Theile  zerlegen 

indem  wir  in  ]\i  alle  diejenigen  Glieder  zusammenfassen,  welche  frei 
von  Zn—i  sind,  in  iS  ■  s^-x  dagegen  alle  mit  Zn—i  multiplicirten;  i\'  ist 
gleichfalls  von  Zn  —  i  frei,  weil  ja  Zn  —  \  nur  in  der  ersten  Potenz  in  (16) 
erscheint.  Da  F  symmetrisch  ist,  ändert  sich  seine  Form  nicht,  wenn 
man  2n—\  und  ^„  unter  einander  vertauscht-,  es  muss  also,  ohne  Aen- 
derung  von  21  und  N,  welche  ja  weder  z,^  —  l  noch  2,1  enthalten, 

M-\-  N2n-1  =  M-]-   N2n 

sein;  da  aber  2„-i  und  Zn  völlig  willkürliche  Grössen  sind,  so  ist  diese 
Gleichung  nur  für  N  =  i)  möglich,  d.  h.  F  enthält  2n—i  überhaupt 
nicht.  Weiter  ordnen  wir  F  =  M  nach  Zn—2  an,  welches  in  (16)  nur 
bis  zur  zweiten  Potenz  eingeht, 

F  =  H  +  Jz,.^  +  K2I-2] 

und  dies  muss  nach  unseren  eben  gemachten  Schlüssen  auch  mit 

und  mit 

R-^Jzr,       +  Kzl 

übereinstimmen,  da  F  sich  als  symmetrische  Function  nicht  ändert, 
wenn  man  Zn—i  mit  2,1—1  oder  mit  Za  vertauscht,  und  da  H,  J,  K 
von  diesen  drei  Grössen  unabhängig  sind.     Die  Gleichung  in  ^ 

F{z„  •••  z.)^H+Jt,  +  K^' 

müsste  also  drei  Wurzeln  t,  =  Zn—->,  ^«—1,  z^  besitzen;  und  dies  ist 
nur  möglich  für  die  Annahme 

J=0,     i:=ü,     F{2„  ■■■  2,,)  =  B, 

d.  h.  wenn  F  von  2^—2,  ^n—i,  z,,  unabhängig  ist  Auf  diese  Art  kann 
man  fortfahren  und  erkennt  die  Richtigkeit  unseres  Satzes.  Zugleich 
giebt  dieser  eine  neue  Methode  für  die  Umwandlung  von  F. 


11(1  Neunte  Vorlesung  §  103  —  104. 

§  103.  Gauss  hat  seinem  Beweise  für  das  Theorem,  dass  jede 
ganze,  symmetrische  Function  S{Zi,  ••■  ^„)  von  z^,  z.,,  ■•■  z„  als  ganze 
Function  von  Cj,  c.,,  •••  c„  darstellbar  sei,  noch  die  wichtige  Be- 
uierkung  hinzugefügt,  dass  diese  Darstellung  nur  auf  eine  einzige  Art 
möglich  ist.  Wäre  nämlich  <S  auf  wesentlich  verschiedene  Weisen 
darstellbar 

S{zi,  •••  z„)=  G^{ci,  •••  c„)  =  G.,(ci,  ■■■  Cn), 

dann  müsste  die  nicht  identisch  verschwindende  Function 

^i(ci,  •••  c„)  —  G.^ic^,  •■■  c„) 
identisch   verschwinden,    sobald  man   für   die   q,  Cg,  •••   c,,    ihre   Aus- 
drücke in  den  z^,  z^,  •■■  z,,  einträgt.     Wir  können  nun 

a^  —  a.,  =  Vjfc«c^cy  ••• 

setzen,  wobei  sich  die  Summe  auf  eine  Anzahl  solcher  Glieder  mit  ver- 
schiedenen Exponeutensystemen  bezieht.  Tragen  wir  die  z  ein,  so 
folgt  als  Complex  der  Glieder  höchster  Ordnung  aller  Summanden 

^  Mz'^+!^+y+-z!',+r+-zy+-  •  •  •. 

Dabei  werden  von  den  einzelnen  Summanden  nicht  zwei  derselben 
Ordnung  angehören,  wie  oben  §  97  gezeigt  wurde;  folglich  wird  das 
Glied  der  absolut  höchsten  Ordnung  nicht  verschwinden.  Eine 
symmetrische,  ganze  Function  lässt  sich  nur  auf  eine  einzige 
Art  als  ganze  Function  der  elementaren,  symmetrischen 
Functionen  der  Elemente  darstellen;  gleichzeitig  erhalten  wir 
das  Resultat:  Bedeuten  z^,  z^,  •••  Zn  von  einander  algebraisch 
unabhängige,  d.  h.  nicht  durch  eine  algebraische  Gleichung 

H{z^,  z^,  •■■  Zn)  =  0 

mit  einander  verbundene  Grössen,  so  sind  auch  ihre  elemen- 
taren, symmetrischen  Functionen  von  einander  algebraisch 
unabhängig.     Denn   existirte   eine   algebraische   Gleichung   zwischen 

den  Ci ,  C2 ,  •  •  •  Cn 

K(ci,  Co,  •••  Cn)  =  0, 

so  wäre  z.  B.  die  Function  S(z^)  nicht  nur  =  c\  sondern  auch  =  c^  -f-  K, 
was  dem  Gauss' sehen  Theoreme  widerspräche. 

§  104.  Ist  eine  gebrochene,  rationale  Function  von  n  willkür- 
lichen Grössen  z 

Miz„---zJ 

vorgelegt,  die  sich  nicht  durch  Wegheben  gemeinsamer  Factoren  ver- 
einfachen lässt,  und  ist  sie  symmetrisch,  d.  h.  ändert  sie  ihren  Werth 
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für   keine   Umstellung   der  z  untereinander,   dann   sind   M  und    JN'  für 
sieh  sy  na  metrische  Functionen.     Ordnen    wir   in   der  Weise   von  §  101? 

wobei  P,  Q,  Pj,  Q^  nur  z^,  s^,  ••■  z„—2  enthalten,  dann  ist  auch 
und  deswegen  hat  die  lineare  Gleichung  in  ^ 


(#ft-«)5  +  (#i',-i')  =  0 


die  beiden  Wurzeln  ^  =  Zn—i,  t,  =^  Zn-  Daraus  folgt  das  Verschwinden 
beider  Coefficienten,  d.  h.  es  wird 

M  _^  _  P 

wobei  nicht  gleichzeitig  P^  =  0,  ^1  =  0  sein  kann,  da  ja  offenbar  N 
als  nicht  identisch  verschwindend  vorausgesetzt  wird.  P  oder  Q  unter- 
scheidet sich  also  von  31  =^  P  -\-  Qz„-i  höchstens  durch  einen  in  z„—i 
linearen  Factor,  der  sich  dann  gegen  den  gleichen  des  Nenners  weg- 
heben   lässt.      Das    war    aber    in    der    Voraussetzung    ausgeschlossen; 

folglich  muss 

3I==P,   N=P, 

sein,  d.  h.  der  Bruch  ist  in  der  Darstellung  des  Zählers  und  Nenners 
nach  dem  §  102  von  Zn  —  i,  Zn  unabhängig. 

Wir  ordnen  nun  weiter  Zähler  und  Nenner  nach  Zn—2 

N  — J?,  +  S,.^„_2+T,.02_^^ 
erkennen  auf  demselben  Wege,  dass  auch 

-^  _  -^  _  A  _   ^ 

sein  muss,  und  da  P^,  Äj,  T^  nicht  gleichzeitig  Null  sind,  dass  sich  31 
von  einer  der  Functionen  R,  S,  T  höchstens  durch  einen  in  ^„_2 
quadratischen  Factor  unterscheidet,  der  sich  dann  gegen  den  gleichen 
im  Nenner  wegheben  lässt.  Da  dies  durch  die  Voraussetzung  aus- 
geschlossen ist,  so  muss 

iM  =  P,     N=^  R, 

sein,  d.  h.  der  Bruch  ist  in  der  Darstellung  nach  §  102  von  z„—2, 
Za  —  i,  Zn  unabhängig.  Auf  diesem  Wege  erkennen  wir  die  Richtigkeit 
des  Satzes. 
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§  105.  Es  sei  eine  rationale  Function  der  ;/  unbestimmten 
Grössen  z  gegeben,  ^»(i'j,  z.^,  ■■•  „-„).  Dann  giebt  es  möglicher  Weise 
Umstellungen  der  r, ,  z.^,  ■■•  z,,,  welche  die  Form  von  (p  nicht  ändern. 
Alle  diese  Umstellungen  wollen  wir  in  einen  Complex  Ui  vereinigen. 
Ferner  giebt  es  möglicher  Weise  andere  Umstellungen  der  z,  welche 
eine  neue  Form  (f  {Zi^^  Si^,  ■••  ^,J  =  qp-C-?!,  h^  ••'  ^n)  hervorrufen. 
Alle  Umstellungen,  die  den  gleichen  Effect  haben  d.  h.  dasselbe  qp, 
liefern,  vereinigen  wir  in  einen  Complex   6',,  u.  s.  f. 

So  gehören  z.  B.  für 

(p  =  z^Zc,  —  z^Zi 

zu   Vi  die  vier  Umstellungen,  welche  durch 
charakterisirt  sind  und  nur  sie;  ferner  wenn 

gesetzt  wird,  zu   C/g  die  Umstellungen,  die  durch 

qp(^3;^4;^i>^2),    ^>{^4.,h,^iy^^^^    9{h,^i,h,h),    <p{^i,  h,  h,  ^x) 

gegeben  werden,  u.  s.  f. 

Es  ist  die  auf  alle  vorhandenen  (p  erstreckte  Summe 

^9^.{h,  •■'  ^«)  =  <P(^i;  -  ^n)  +  <p,(^,,  •••  Zn)  +  qPi-C^i,  •••  z,)  4-  ••• 

eine  symmetrische  Function  der  z^,  z.,,  •■  •  z,,-  In  der  That, 
wenn  wir  irgend  eine  Umstellung  auf  ein  Glied  qp  der  Summe  an- 
wenden, dann  geht  es  in  ein  anderes  Glied  derselben  Summe  über, 
und  verschiedene  Glieder  verwandeln  sich  in  verschiedene.  Folglich 
bleibt  2r  ungeändert. 

Derselbe   Beweis    genügt   für   den   allgemeinen   Satz:   Alle    sym- 
metrischen Functionen  der  Elemente 

sind  auch  symmetrische  Functionen  der  Elemente  ,r,,  ^^,,  ••- ^„. 
§  106.    Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  ein  Cauchy'sches  Theorem 
beweisen:  Ist  (p{z)  eine  ganze  Function  der   einen  Variablen  z, 
dann  wird 

gleich  dem  Coefficienten  von  z~^  in  der  nach  absteigenden 
Potenzen  von  z  geordneten  Entwickelung  von 

m 

Setzen  wir 

(p (z)  =  a,z^-  +  öTi^'"-!  +  •  ■  •  4-  «m, 
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SO  wird 

y(g)r(g) 

m 

und  damit  ist  der  Satz  bewiesen. 


K^'"  +  «,^'"-1  +  ...  +  «„0  (^  +  ^  +  J  +  . ..) 


Zehnte  Vorlesung. 

Trausformatiou  der  (jleicliuugeii  a  ermitteis  der  symmetrisclieii 

Fuuctioiien. 

§  107.  Wir  wollen  in  dieser  Vorlesung  folgendes  Problem  be- 
handeln: Die  Grössen  z^,  z.^,  •■•  Zn  seien  willkürlich;  aus  ihnen 
ist  die  rationale  Function  cp(z^,  z.2,  ■••  Zn)  gebildet.  Vertauscht 
man  die  z  auf  alle  möglichen  Arten  untereinander,  so  mögen 
Q  verschiedene  Werthe  entstehen 

(1)  (pi{z^,    Z.„    •••    Zn)  =  «P(^/.,    Si„    ■'■    ^>J  C^'=  1,    2,    •■•    q). 

Es    sollen  die   Coefficienten  der  Gleichung,  der  die   Grössen 

(1)  als  Wurzeln  angehören, 

(2)  0'-'—C,0^-'+C,Q^^-' ±Cq-=0 

durch  die   Coefficienten  der  Gleichung  mit  den  Wurzeln  z^, 
^2}  " '  ^nj  nämlich 

(3)  f(z)  =  z"  -  c^z—'  -{-  c,z^-^ +  c„  =  0 

bestimmt  werden. 

Wir  sahen  im  §  105,  dass  jede  symmetrische  Function  der 
Grössen  (1)  eine  symmetrische  Function  der  z^,  z^y  •••  Zn  sei.  Diese 
kann  gemäss  unseren  Untersuchungen  in  den  vorigen  Vorlesungen 
mittels  der  c  ausgedrückt  werden.     Wir  können  also 


(Pi(p>  ■  ■  ■  (pQ  =  C^ 
berechnen,  und  dann  wird 

(2)  0'^  —  C,0^-^  +  C^O'^^-^ +  C?  =  0 

die  Gleichung  sein,  deren  Wurzeln  die  q  Werthe  von  g) 

sind. 

Netto,  Algebra.    L 


114  Zehnte  Vorlesung  §  107—110. 

Bezeichnet  man  min  q  (z^,  ■■■  Zn)  ^^s  p-werthige  Function 
der  01,  ■■■  Zn,  wenn  sie  bei  allen  möglichen  Umstellungen  der  z 
untereinander  genau  q  von  einander  verschiedene  Werthe  annimmt, 
so  können  wir  das  eben  erlangte  Resultat  in  die  Form  fassen:  Eine 
p-werthige,  rationale  Function  von  z^,  ■■•  Zn  ist  als  Wurzel 
einer  Gleichung  (>'®°  Grades  darstellbar,  deren  Coefficienten 
einwerthige  d.  h.  symmetrische  Functionen  von  ^j,  •••  Zn  sind. 
Die  übrigen  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  die  übrigen 
(p  —  1)  Werthe  der  Function.  Diese  q  Werthe  tp^j  gjo?  '■'  9^;' 
heissen  einander  conjugirte  Werthe. 

§  108.  Wir  können  die  allgemeine  Aufgabe  des  vorigen  Para- 
graphen auf  eine  einfachere  reduciren.    Es  sei  die  vorgelegte  Function 

9(^n   •••^'")  =  ¥K, •■•.„)• 
Dann  kann  man  die  symmetrische,  ganze  Function  der  z 
h{z„  ■■■  Zn)  ■  h  (Zi, ,  ■■■  ^,„)  •  h  (z,^,  ...  0j,J... 
durch   die  Cj,  •••  c„   ausdrücken,   etwa  als  C.     Nennt  man  ferner  das 
Product  der  auf  den   ersten  Factor  folgenden  h   im  letzten   Producte 
Ii(Zy,  ■■■),  dann  wird  der  Quotient 


und 

9?(^,,  •••  ^«)  =  -^.fy(^,,  •••  2n)B(z„  ■•■  z„). 
Daraus  ergiebt  sich:    Jede  rationale,  gebrochene  Function 

der  Wurzeln  von  (3)  ist  gleich  einer  ganzen,  rationalen 
Function  derselben  Wurzeln  mit  Coefficienten,  die  in  den 
Cj,  Cg,  •••  c„  gebrochen  sind. 

§  109.     Wir  behandeln  nun  eine  Reihe  von  Beispielen. 

Es  sei  zunächst  die  ganze  Function 

9^9(^0     •;•     ^n)   =  ^l    +   'h 

wobei  h  eine  Constante  bedeutet.     Hier  ist  q  =  n,  und  die  Grössen 

^1  +  ^h   H-\-  ^h  •  •  •  ^n  +  h 
sind   die   n  Werthe   von   cp,   so   dass  also   die   Wurzeln   der   gesuchten 
Gleichung  sämmtlich  um  die  gleiche  Grösse  h  die  Wurzeln  von 

f{z)  =  Ä?"  —  q^-'-i  +  c^z"-'^  —  ■  •  •  +  c„  =  0 
übertreffen.      Für    die     elementaren,    symmetrischen    Functionen    der 
fpi  =  z^  -{-  li,  •  ■  •  (pn==  Zn  -\-  h  findet  man  ohne  Weiteres 
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y^cpx  =  (-?!  +  ^-2 H h  ■?«)  +  «^'  =  Ci  +  nh, 

^<P^.%.   =(^.^.+  •••)  +  (7')  (^^  +  •••) '' + (2)  ^' 

und  es  wird  demnach 

die   gesuchte  Gleichung.     Man   kommt  einfacher   zu   demselben   Resul- 
tate, wenn  man  direct 

s  =  q)  —  h 
in   die   Gleichung   (2)    für  s   einträgt,    und    dann    qo    durch    0    ersetzt. 
Nehmen  wir  insbesondere  die  Constante 

n  ' 
so   verschwindet   der   Coefficient   von    0"— ^   in   der  Gleichung   für   (p. 
Dies     kann    man    zur    Zurückführung     der     beliebigen    quadratischen 

Gleichung 

e^  —  c^z  -\-  c^  =  0 

auf  eine  reine  quadratische   Gleichung,   d.  h.   auf  eine   solche   von  der 
Form 

benutzen,  indem  man  s  ^=  q)  -{-  ~  c^  einträgt. 
§  110.     Weiter  sei  die  Function 

9(^1,    ^2,     ■■■    2n)   =   Ji^i, 

wobei  Ic  eine  Constante  bedeutet,  und  q  wieder  gleich  n  wird.    Hier  ist 

Ci  =  KCl,    ^2  ^^  "^  ^27    ^3  ^^  "^  ^^3?  ■  *  ■? 
und 

0"  —  kc^O"-^  +  k^c.2^"-- +  Ä;''c„  =  0. 

Setzt  man  A'  =  —  1 ,  so  erhält  man  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die 
negativen  Werthe  der  Wurzeln  von 

Ä"  —  q^"-^  +  c^z"-^  —  •  •  •  +  c„  =  0 

sind.    Diese  Gleichung  ist  also 
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§  111.     Jetzt  uehmen  wir 

(p(z^,  ^2,  •■•  z„)  =  z\, 

wobei  k  eine  ganze,  positive  Zahl  bedeuten  soll.  Statt  sofort  die 
Coefficienten  C^,  C^,  •••  C.  der  gesuchten  Gleichung  zu  berechnen, 
können  wir  auch  zuerst  ihre  Wurzelsummen  5,,  ä>,  •••  S„  ableiten 
und  von  diesen  dann  zu  den  elementaren,  symmetrischen  Functionen  (' 
übergehen.     So  findet  man  ohne  Weiteres 

Si  =  Sk,     S.^  ==  S-Zk,    •  •  •    Sn  =  Snk 

und  hat  daraus  (§  94) 

0«  _  C^  ^"-1  +  .  .  .  =  0«  _  Ä^  0«-l  -I-  i  (^^2  _  g^-^  0n-2 

=  0»  -  SkO"-'  +  ^  (si  —  s^k)  ^"".^ =0 

zu  bestimmen.  Für  die  praktische  Berechnung  ist  der  folgende  Weg 
vorzuziehen.     Da 

die  Wurzeln  £* ,  s\,  ■•-  ^^  besitzt,  so  ist  das  Polynom  dieser  Gleichung 

setzen  wir  jetzt  O  =  2*  und  bezeichnen  die  Je  Wurzeln  von 

die  sogenannten  ä;*®"  Einheits wurzeln,  mit  Oj,  co^,  •••  oj^.,  dann  geht 
das  Polynom  über  in 

(^;*  —  z\)  (z'' —  z'Q  •  ■  •  (z''  —  ^*) 

n 

=  (—  l)(*+i>"JY(;^öi  —  Zx)  (ZCO,  —  Z))---  {Z(0k  —  Zx) 
k 

=  (_  l)(*+i)»JJ(-2'ö,,  —  ^i)  (^«.,  -%)•••  {za^,  —  z„), 
,((  =  1 

und  gemäss  der  Bezeichnung  der  Function  f{z)  in  §  107 

k 
=  (_l)(*+l)nJJ/-(^C,,). 

Wenn  man  also  den  umgekehrten  Weg  einschlägt  und  von  der  Bildung 
des  letzten  Products  ausgeht,  so  erkennt  man  sofort  durch  die  vorher- 
gehenden  Ausdrücke,  dass  in  ihm  nur  die  Potenzen  von  z^  vorkommen; 
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setzt  man  dann  .:^'  =  O,  so  erhält  mau  die  gewünschte  Gleichung. 
Wir  haben  von  dieser  Bildung  schon  früher,  §  5*^,  Gebrauch  ge- 
macht. 

§  112.     Wir  wollen  nun  auch 

1 


^{^l,    •••    ^n)   = 


setzen,  also  die  Con staute  h  des  vorigen  Paragraphen  negativ  =  —  1 
nehmen.     Hierbei  ist 

1,1,  ,1  ^8^3  •••^„  +  ^1^3   •■•«„H |-~''l^2  •••^„_1  C„_l 


<^.=   f  + 


z,        z.,  '    z„  z,z. 


1  *2         *n 


^  1,1,  ,  1  h-^n-^^ih  -  K  H h  ^^  -  V 


und  daraus   folgt,    nachdem  man  die    Gleichung  (2)    mit  Cn   multipli- 

cirt  hat, 

(4)        c«^''  -  c„_i^-i  +  Cn--2^''-^ 4:^1^  +  1  =  0. 

Dasselbe  Resultat  hätten  wir  auch  sofort  durch  die  Substitution 

1 

^  =  — 

in  f\z)  =  0  erhalten  können. 

Mit  Hülfe  der  abgeleiteten  Gleichung  kann  man  nun  auch 

für  negative  Werthe  berechnen;  denn  das  S—j,  ist  gleich  der  Summe 
der  /<*^"  Potenzen  der  Wurzeln  von  i4),  und  so  ergiebt  sich  durch 
unsere  früheren  Formeln 

^«-1         ,             c^_i-2c„_2C„ 
'~~X~'  '^  c| '    ••• 

/i  n 

für  die  Wurzeln  von  (3). 

Zu  beachten  ist,  dass  jetzt  bei  Einführung  der  s_/,  die  Formel  (6) 
aus  §  1*1 

Sa  Cj  Ott — 1   -j-   ^2^«  —  2  ■  ■  ■   ~l      CnSa  —  n  ^> 

welche  dort  nur  für  a^n  aufgestellt  wurde,  für  jedes  a  gültig  erscheint. 
Der  Beweis  ist  genau  derselbe  wie  der  frühere  aus  §  91. 
§   113.     Weiter  nehmen  wir  an 

dabei  können  wir  jetzt  setzen,  wenn  Sk  wieder  ^^95^  bedeutet, 
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S,  =-^  (^;.  +  -fj  =  s,  +  2  +  s-,  =  {s,  +  s_2)  +  2, 

Si  =  G'?4  +  S-4)  +  4  (S2  +  S_2)  +  6, 

Sk  =  (Sa-  +  S-J-)  +  (1)  (Slc-2  +  s-i-1-2)  +  (2)  (s/c-i  +  s— 1  +  4)  H , 


Hieraus  lassen  sich  dann  der  Reihe  nach  mit  Hülfe  der  Formeln  der 
neunten  Vorlesung  die  Werthe  von  6\,  Cg,  Cg,  •  •  •  berechnen. 

Ist  die  Gleichung  (3)  so  beschaffen,  dass  die  Reihe  der  Wurzeln 
•^1»  '^?>  ■  ■  ■  ^n  abgesehen  von  ihrer  Anordnung  mit  der  Reihe  der  reci- 

proken   Werthe   --,—,•••  übereinstimmt ,    dann    wird    s_  ;t  =  Si- 

i  z,      z.i  z^ 

werden,  und  damit  tritt  eine  Vereinfachung  der  abgeleiteten  Formeln 
ein.     Man  erkennt  aber  auch  aus  dem  vorigen  Paragraphen,  dass  hierbei 

^n— 1    ^"-1?    ^n  —  a   C,    

und  also,  wenn  c«  und  folglich  auch  c^  —  a  von  Null  verschieden 
ist,  dass 

C  C 

n  —  a         a  ,2   1  |      -t 

~         '  ~  Ca  ^71  —  u  5       Cfi  •*■  ?    ^n  t      J- 

n  yi 

werden  muss.     Falls  c,j  =  —  1   ist,  wird  c„_a  =  —  Ca,  und 

/(^j  =  C^"  -  1)  -  Ci  (^»-^  -  ^)  +  C2  (^"-2  -  ^'0 =  0; 

somit  hat  /=  0  die  Wurzel  z  =  1,  und  man  kann  (^^  —  1)  aus  dem 
Polynome  f{z)  herausziehen.  Da  dies  ohne  Schwierigkeit  geschieht, 
und  da  der  Complex  der  zurückbleibenden  Wurzeln  immer  noch  mit 
dem  ihrer  reciproken  Werthe  übereinstimmt,  so  können  wir,  ohne 
etwas  Wesentliches  zu  ändern,  c„  =  —  1,  allenfalls  durch  Herausziehen 
einer  höheren  Potenz  von  (g  —  1)  stets  beseitigen.  Wenn  aber 
c„  =  -}-  1  ist,  dann  wird  c„_a  =  c„,  und  das  Polynom  /"  nimmt  die 
Form  an 

f(,)  =  (r'  -f  1)  -  r,  {z—^  +  ^)  +  C2  f^"-^  ■\-z') . 

Bei  ungeradem  n  kann  man  {z  -}-  1)  herausziehen,  da  z  =  —  1  eine 
Wurzel  von  /"=  0  wird.  Auch  diesen  Fall  kann  man  also  beseitigt 
denken  und  sofort  voraussetzen,  n  sei  gerade  =2m  und  das  Gleichuugs- 
polynom  von  der  zuletzt  hingeschriebenen  Form.  Durch  Division  mit 
z"'  geht  die  Gleichung  in 
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über.     Hierin  können  wir  nun  unsere  Transformation 


=  0 


in  einfachster  Art  durchführen.    Durch  Potenziren  folgt  der  Reihe  nach 

^^  +  ,4-  =  <P'  -  -2, 


und   das  Gesetz   für  die   Bildung  der  rechten   Seiten  wird   ersichtlich, 
sobald  man 

^^-^  +  -^  =  ^.-1(9^), 

z 


^^■+'  +  ^^  =  6^*+ 1(9) 


setzt.     Denn  es  wird  hierfür 

d.  h.  es  gilt  die  Recursionsformel 

Gk+i((p)  =  q>-Gk{(p)  —  Gk-i((p). 
Durch  die  Substitutionen  (6)  geht  (5)  in  eine  Gleichung  des  Grades  m 
über.  Die  Auflösung  der  Gleichung  (3),  welche  in  unserem  Falle  eine 
reciproke  Gleichung  genannt  wird,  lässt  sich  somit  derart  bewerk- 
stelligen, dass  man  die  Wurzeln  cp^,  (f. 2,  •  ■  ■  (p,n  von  (5)  bestimmt,  und 
jeder  derselben  cpu  vermittels  der  Lösung  von 

Z^  —  qpa^  -f  1  ^  0 
die  beiden  Werthe  von  s  zuordnet,  welche  zu  dem  gefundenen  Werthe 
(p,(   gehören.     Die   so   gewonnenen   27n   Werthe   z   sind   die   gesuchten 
Wurzeln. 

§  114.     Jetzt  möge  allgemeiner,   unter  Verwendung  von  11   will- 
kürlichen Constanten  ux, 

(7)  ^  =  «^  -f-   u^z  -f  U^S"-  +  •••  +  Mn-l^"~^ 

sein.    Erheben  wir  diese  Gleichung  zur  zweiteu,  dritten,  •  •  •  w*^"  Potenz, 
so  entsteht  eine  Reihe  von  Ausdrücken,   welche   sämmtlich  mit  Hülfe 
"von  (3)  auf  den  (« —  \f^^  Grad    in   z  reducirt  werden    können  (vgl. 
§  88).     Die  erhaltenen  Resultate  deuten  wir  durch 
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g,2   _  ,,(2)  ^  „(2)^  _|_   „(2)^2   +    .  .  .   +   «W    ^^"-1, 

(7a)  g,3  =  ^,(3)  _j_  wfgr  +  ni^z'  H p  "i'Li^'—S 

au;  für  jede  der  erhaltenen  n  Gleichungen  (7)  und  (7")  bilden  wir  die 
auf  z  =  z^,  z^,  •••  Zn  bezogene  Summe,  wobei  ^^qp*  =  Sk  wird,  und 
erhalten 

(8)  S,  =  n^)s,  +  nfs,  +  ufs,  +  •  •  •  +  w?i,s«-i, 


Hieraus  lassen  sich  nach  den  früher  (Vorlesung  0)  gegebenen  Formeln 
die  Werthe  der  Coefticienten  Q,  C^,  •  •  •  C„  berechnen,  und  so  kommt 
man  zu 
(9)  O"— Ci0"-i+  roO"-2 -fC„=0. 

Aus  der  Herstellung  dieser  Gleichung  ist  ersichtlich,  dass  C«  eine 
homogene  Function  a**""  Grades  in  n^,  u^,  •■•  t(„_i  wird,  deren  Coeffi- 
cienten  ganze  Functionen  der  Cj,  •••  c„  sind. 

Ist  (9)  aufgelöst,  kennt  man  also  qo,,  (p.,,  ■••  g)„,  dann  kommt  es 
darauf  an,  von  diesen  Werthen  zu  Zi,  z.^,  ■••  Zn  zurückzugelangen, 
ähnlich  wie  dies  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  geschah.  Durch 
Auflösung  der  in  den  (w  —  1)  Grössen  z,  z!^,  •  •  •  z''~'^  linearen 
Gleichungen 

UiZ  -\-  U^Z^  -j-  ■■■-{-  Un-lZ"-'^     =  (p  Mq, 

U^'pZ        +  Ufz^        H h  ^'Li'^""'     =9'       —  <\ 

kann  man  umgekehrt  z  durch  <jc  ausdrücken,  sobald  die  Determinante 
der  linken  Seite 

\uf\         (x  =  l,  2,  •■■  n-\-  A  =  l,  2,  •••  n-1) 

von  Null  verschieden  ist.  Dabei  erhält  man  also  den  rationalen 
Ausdruck 

^  =  ^^0  +  u,^>  +  iw  +  •  •  •  +  c/:.-i9'"-' 

und  durch  Substitution  von  g)j,  95.2 >  ■"  9^«  ^^^  '^  Werthe  ^j,  ^Jj,  •  ■•  z^- 
Verschwindet    jedoch   die   Determinante,    dann    bestehen    (»  —  1) 
Grössen  A^,  A.,,  ■  •  •  J.„_i,  die  nicht  sämmtlich  gleich  Null  sind,  und 
für  welche 

Air-'  -A"-'^)  +  Air-'  -  <-'')  +  •  •  •  +  A,.-,{(p  -  u,)^o 


TransCorruation  der  Gleichungen  vermittels  der  symmetrischen  Functionen.      121 

wird.  Dies  muss  für  jedes  (p  und  insbesondere  für  die  n  Werthe  von 
q)  geschehen,  welche  den  Werthen  2  =^  z^,  z.>,  •  •  •  z,,  entsprechen. 
Unsere  letzte  Gleichung  müsste  also  die  n  Wurzeln  ^i,  g).^,  ■  ■  ■  (p,i 
besitzen;  allein  da  sie  vom  n  —  1)*®''  Grade  und  nicht  identisch  erfüllt 
ist,  so  geht  das  nur  an,  wenn  mehrere  der  qD^,  q).>,  •  •  •  95«  einander 
gleich  werden.     Dabei  ist  die  Lösung  des  Systems  nicht  möglich. 

Deshalb  verfahren  wir  allgemein  so,  um  z  mit  Hülfe  der  q)  darzu- 
stellen: Zuerst  wird  (9)  nach  der  früher  besprochenen  Methode  von 
etwaigen  vielfachen  Wurzeln  befreit.  Hat  man  dann  durch  Auflösung 
alle  von  einander  verschiedene  Wurzeln  von  (9),  etwa 

gefunden,  so  weiss  man,  dass  die  Gleichung  für  die  Unbekannte  z 

iin-,z"-' +  i(n-2S''-'^ -\ [- ««i-^H- K  — 9>«)  =  0        («  =  1,2,.    v) 

mit  der  vorgelegten  Gleichung 

z"  —  c^z"-'^  +  c.2^"-2  —  . . .  =  0 
mindestens  eine  Wurzel  z  gemeinsam  hat.  Durch  Division  findet  man 
den  grössten,  gemeinsamen  Theiler  T{z,  (p)  beider  Ausdrücke  und  er- 
hält dadurch,  im  Falle  nur  eine  gemeinsame  Wurzel  besteht,  diese  auf 
rationalem  Wege.  Haben  dagegen  die  beiden  Gleichungen  (i  Wurzeln 
gemeinsam,  so  steigt  der  Theiler  T{z,(p)  zu  demselben  Grade  ft  an, 
und  aus  ihm  müssen  dann  durch  weitere  Lösung  der  Gleichung 
T{z,  cp)  =  Q  die  Wurzeln  z  bestimmt  werden. 
Wir  wollen  als  Beispiel  die  Gleichung 

^3  _  ^2  _  4^  _|_  4  _  0 

betrachten.     Hier  setzen  wir  die  besondere  Form 

(p  =  Uq  -{-  U^Z  -f  «1^'  =  Wo  +  u^  {z  -\-  z^) 
an  und  erhalten  damit 

9,3  =  (m„3  -  36«ot(/  -  96«!^)  +  (3Mo'«i  -f  24mo«i'  +  52mi')  {z  +  z"). 
Man  erhält 

^'  -  (3wo  +  IOhO  ^-  +  (3i(o-  +  20«o«i  +  28»!^)  ^ 

-  0^0=^  +  10 Vwi  +  28woWi'  +  24^1=^)  =  0. 

Diese   Gleichung  hat  vielfache  Wurzeln;  diejenige   Gleichung,  welche 
alle  ihre  verschiedenen  Wurzeln  in  einfacher  Multiplicität  liefert,  ist 

02  —  (2i(o  +  8mi)  0  +  (V  +  8mo«i  +  12w,2)  =  0, 
und  daraus  erhält  man 

9x  =  Wo  +  2«i,     9).^  =  i(o  + öWi- 
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Nun  muss  zuerst  der  geraeinsame  Theiler  der  beiden  Gleichungen 

z^  —  z^  —  4^  +  4  =  0     und     u^z^  -\-  u^z  -\-  u^  =  u^  -f-  2i(^ 
bestimmt  werden.     Dieser  ist 

.2  +  ,  _  2  =  0, 
und  daraus  ergiebt  sich  Zy  =  l,  z.^  =  — 2.     Ebenso   suchen   wir  den 
gemeinsamen  Theiler  von 

z'^  —  Z"  —  4^r  +  4  =  0     und     li^e'^  +  w, ^  +  ^'o  =  ^'o  +  ^"i  5 

der  ist  ,^        ^ 

z  —  2  =  0, 

und  aus  ihm  folgt  die  dritte  Wurzel  z^  =  -\-  2  unserer  Gleichung. 

Natürlich  muss  der  Fall,  dass  mehrere  der  Werthe  von  cp  einander 
gleich  werden,  gleichgültio-  wie  die  k  gewählt  sind,  stets  dann  vor- 
liegen,  wenn  f{z)  =  0  einander  gleiche  Wurzeln  besitzt.  Durch  unsere 
früher  besprochenen  Methoden  können  wir  aber  das  Eintreten  dieses 
Falles  durch  voraufgehende  Behandlung  der  zu  Grunde  gelegten 
Gleichung  /=  0  stets  beseitigen.  Ferner  können  auch  trotz  un- 
gleicher ^1 ,  *2 ;  ■  ■  gleiche  Werthe  cp  für  besondere  Specialwerthe  der 
n  vorkommen,  wie  sich  dies  in  unserem  Beispiele  gezeigt  hat,  bei 
welchem  ja  z^  und  z^  in  dem  Ausdrucke  cp  den  gleichen  Coefficienten 
besassen.     Daraus  aber  folgt,  wenn  etwa  (pa  =  (pß  ist,  dass 

wird,  dass  also  zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichung  gewisse  Be- 
ziehungen bestehen.  Bei  sogenannten  allgemeinen  Gleichungen, 
d.  h.  bei  solchen,  zwischen  deren  Wurzeln  keine  algebraischen  Rela- 
tionen vorkommen,  werden  9>,,  qP2,  •  •  •  «P«  stets  von  einander  verschieden 
ausfallen. 

§  115.  Man  kann  die  in  (7)  auftretenden,  bisher  unbestimmt 
gelassenen  Grössen  Uq,  Mj,  •••  u„-i  dazu  benutzen,  um  eine  Anzahl 
der  Coefficienten  C'j,  Q,  Cg,  •  •  •  zum  Verschwinden  zu  bringen.  Sollen 
z.  B.  die  Grössen  C,,  C^,  •••  Ca  zu  Null  werden,  so  reicht  es  nach 
§  94  aus,  dass  S^,  So,  •••  Sa  verschwinden.  Das  giebt  ein  System 
von  homogenen  Gleichungen,  die,  wie  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt 
wurde,  der  Reihe  nach  vom  Grade  1,  2,  3,  •••  a  werden.  Dieses  System 
ist  aufzulösen,  wenn  die  Forderung  befriedigt  werden  soll. 

Wollen  wir  demnach  etwa  C\  =  0  haben,  so  brauchen  wir  nach 
(8)  nur 

—  MßSo  =  UiSi  -f  M2S2  +  •  •  •  +  w»*"» 
zu  erfüllen,  d.  h.  es  wird  zu  setzen  sein 
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Soll  gleichzeitig  C,  =  0  werden,  dann  muss  auch  S.2  zum  Verschwinden 
gebracht  werden.  Dies  erfordert  schon  die  Auflösung  einer  quadrati- 
schen Gleichung  zwischen  den   («  —  1)  Coefficienten   Hj,  u^,  •••  u„—i. 

Auf  diesem  Wege  kann  man  die  Gleichungen  dritten  und  vierten 
Grades  lösen,  indem  man  sie  auf  reine  Gleichungen  oder  auf  Gleichungen 
niederen  Grades  reducirt. 

Ist  zunächst  die  Gleichung  dritten  Grades 

gegeben,  dann  kann  man  Uq  so  bestimmen,  dass  Q  =  0  wird.  Dies 
geschieht,  wie  eben  gezeigt  wurde,  durch  die  Annahme 

9^  =  «1  (^  —  I   ^l)    +    ^'2   (^^  —    3    So)  . 

Bildet  man  dann  ^S'^  und  setzt  dies  gleich  Null,  so  entsteht 

u^^  (3s^  —  Si^)  -f  2ii^u.,  (3^3  —  s^s^)  +  «2^ (35^  —  Sg')  =  0. 
Hieraus  folgt  durch  Auflösung 

(3s2  —  s,2)  u^  =  [(^s,s,  —  3s,)  +  V^^S^]  n„ 
wobei  zur  Abkürzung 

I    ^0    Sj    §2    i 
^  =   I    «1    ^2    «3 
I   ^2    %    ^4 

gesetzt  ist.     Demnach  wird  die  Substitution 

(p  =  [(s,s,  -  3s,)  +  j/^^"^]  (30-sO  +  (Ss,  -  s,')  (Sz'-s,) 
die  vorgelegte  Gleichung  dritten  Grades  in  die  binomische  Form 

03  _  C'g  =  0 

transformiren    und    dadurch    auf   eine    reine    Gleichung    reduciren.    — 
Ist  zweitens 

^*  —  c^s^  4-  c.22^  —  c,2  4-  C.i  =  0 

gegeben,  dann  wählt  man  ähnlich  wie  soeben,  um  C,  =  S^  zum  Ver- 
schwinden zu  bringen,  die  Function 

(p  =  n,[2  -  l  Si)  +  «2  [z^  —  ^-  S2)  +  M3  [z^  -  ^  S3) 

und  sucht  nun  11^  so  zu  bestimmen,  dass  C,  verschwindet,  und  also 
S^^  —  S-SiS'g  +  2Ä3  =  0    oder  hier  einfacher   S,=  0 

wird.  Das  erfordert  die  Lösung  einer  Gleichung  dritten  Grades  für  ^z^; 
die  hierdurch  entstehende  Substitution  führt  die  vorgelegte  Gleichung 
vierten  Grades  in  die  Form 
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uiul  diese  vermittels  ^  =  O'  in  eine  quadratische  Gleichuug  über, 
von  deren  Wurzeln  aus  man  dann  leicht  rückwärts  zu  z-^^,  z.,,  z^,  z^ 
gelangen  kanu. 

§  IIG.    Wir  wollen  dieselbe  Transformation  (7)  für  die  Gleichung 
fünften  Grades 

Z-'  —  C^Z*  +  C^Z^  —  C^Z^  +  C^Z  —  C5  =  0 

verwerthen.     Hier  nehmen  wir  zuniichst  wieder 

<P  =  "1  (^  -   5  S. )  -f  ''2  (^'  -  }  ^2)  +  'h  (^'  -  5  ^'s)  +  «'4  {^*  —Jh)' 

Bildet  man  damit  S.,,  so  entsteht  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  in  u^,  u^,  u-i,  «4,  eine  sogenannte  quadratische  Form  der  vier 
Grössen  u.  Um  die  Untersuchung  hier  nicht  zu  unterbrechen,  nehmen 
wir  ein  in  §  172  abzuleitendes  Resultat  als  bereits  bekannt  au,  dass 
eine  solche  quadratische  Form  von  vier  Variablen  in  die  Gestalt  einer 
Summe  von  der  Form 

^£i  f.?  =  ^s,  (ai  u,  +  ßi  M2  +  yi  «3  +  Ö!  u^y 

i  i 

gebracht    werden    kann,    wobei    die    Anzahl    der    summirten    Quadrate 
unter  Voraussetzung  der  linearen  Unabhängigkeit  der  Grössen 
«,-  w,  +  ßi  «2  4-  Yi  Mg  +  di  «4 

nicht  grösser  als   vier  sein   kann,   und  wobei   die  Coefficienten  f,  von 
^  den  Variablen  u  unabhängig  bleiben.     Die  Gleichung  S.,  =  0  oder  die 
hiernach  umgewandelte  Gleichung 

(10)  e,  U,'  +  e,  f7/  +  .3  U/  +  B,  U,'  =  0 
kann  man  dann  in  die  beiden  linearen  Gleichungen 

zerfallen.  Aus  ihnen  gehen  immer  nur  lineare  Beziehungen  homogener 
Natur  zwischen  u^,  v^,  «3,  u^  hervor,  durch  die  man,  wie  bei  der 
Gleichung  dritten  Grades  im  vorigen  Paragraphen,  die  Forderung 
82  =  0  befriedigen  kann.  Trägt  mau  die  so  erhaltenen  Werthe  in 
S^  =  0  ein,  dann  erhält  man  eine  homogene  Gleichung  dritten  Grades 
zwischen  zwei  oder  mehr  Variablen  ?t;  wenn  man  hier  eine  derselben 
als  Unbekannte  betrachtet  und  sie  aus  dieser  Gleichung  bestimmt, 
dann  hat  man  Cj,  C'g,  63  zum  Verschwinden  gebracht,  und  die  Gleichung 
für  (p  geht  in  die  Form 

(11)  0^-^C,0-C,  =  O 

über.     Wählt  man  statt  der  Gleichung  (7^  =  0  die  Gleichung 
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welche  in  Folge  der  schon  erhaltenen  Beziehungen  8^  =  0,  >§._,  =  0 
sich  in 

verwandelt,  so  hat  man  nur  eine  Gleichung  vierten  Grades  aufzulösen, 

um  die  Gleichung  für  (p  in  die  Form 

(12)  O'-C,0'-C,  =  O 

zu  bringen. 

Wir  haben  bei  diesen  Umformungen  keinerlei  Gebrauch  davon 
gemacht,  dass  die  Gleichung  in  2  gerade  vom  fünften  Grade  war. 
Alle  unsere  Schlussfolgerungen  beruhten  einzig  auf  der  Form  der 
Substitution 

fp^u,[z-js,)-^  u,  [z^-  —  I S2)  +  «3  (^'  -  5  S3)  +  «4  (^'—  I  s,)  . 

Der  Umstand,  dass  bei  Gleichungen  höherer  Grade  die  Anzahl  der  ux 
und  der  U?.  eine  höhere  wird  als  4,  macht  offenbar  gar  nichts  aus, 
und  deshalb  gilt  das  erhaltene  Resultat  allgemein.  Man  kann  durch 
Auflösung  einer  Gleichung  vom  dritten  oder  einer  solchen 
vom  vierten  Grade  die  Gleichung  (2)  für  g)  auf  die  Form 

bezw.  auf 

0n  -  c^0—^  —  Cg^"-^  H —  +  a.  =  0 

reduciren. 

Wenn  man  in  die  Gleichungen,  welche  beim  fünften  Grade  er- 
halten werden,  statt  0  den  reciproken  Werth  -^  als  Variable  einführt, 
erhält  man  die  ergänzenden  Darstellungen 

0^  -f  r,  ^2  -  Tg  =-0, 
^^^^  0^  —  r^0'  —  r,  =  o. 

Auf  jede  der  Formen  (11),  (12),  (13)  lässt  sich  demnach  die  allgemeine 
Gleichung  fünften  Grades  stets  reduciren.  Die  hier  besprochene  all- 
gemeine Transformation  stammt  von  Tschirnhaus  und  führt  seinen 
Namen;  die  speciellen  durch  (11),  (12),  (13)  gegebenen  Resultate  hat 
Jerrard,  ein  englischer  Mathematiker,  abgeleitet. 

Setzen  wir  in  (11),  (12),  (13)  für  ^  ein  bezw.  O-fC^,  ^-fQ, 
O '  f/Fg ,  ^  •  -T, ,  dann  kommt  man  auf  eine  der,  nur  einen  Parameter 
enthaltenden  Formen 

05_^^_2)=.O,     ^5_^2_2)  =  o,     0^-\-O^  —  B  =  O, 

^5  _  ^  _  jT)  _,  0 , 

die  für  tabellarische  Lösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  verwendet 
werden  können. 
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§  117.  Wenn  wir  aus  der  Theorie  der  quadratischen  Formen 
noch  einen  weiteren  Satz  benutzen  (§  174),  dann  können  wir  auch 
über  die  besprochene  Art  der  Transformation  für  die  Gleichungen 
fünften  Grades  noch  andere  Aufschlüsse  erhalten. 

Das  Theorem,  welches  wir  gebrauchen  wollen,  ist  das  folgende: 
Wird  eine  quadratische  Form  von  n  Variablen  auf  verschiedene  Art 
in  eine  Summe  von  Quadraten  umgewandelt 

bei  der  erstens  die  U?.  (und  die  T";.)  von  einander  linear  unabhängig 
sind,  und  zweitens  alle  eingehenden  Constauten  reelle  Werthe  haben, 
so  ist  die  Anzahl  der  positiven  sowie  der  negativen  e  (^und  t])  von  der 
Art  der  Bildung  der  Summe  unabhängig. 

Lassen  wir  nun  für  die  Gleichung  fünften  Grades  in  z  nur  reelle 
Coefficienten  zu  und  setzen 

so  wird 

Si  =  So«o  +  ^l^'l    +  S2«2  +  S3W3  +  S4W4, 

^2  =  7(So«o  H h  ^4^4)^  +  ^0^;  w.,,   -W3,  M4) 

=  5'^i'  +  ^K;  •••  "4); 

wobei   yj    eine  quadratische   Form  von  ^f,,  •  •  •  u^  bedeutet. 
Da  gemäss  der  Definition 

ist,  und  da  einer  reellen  Wurzel  Zy.  auch  ein  reelles  cpx  entspricht, 
während  ein  conjugirt  complexes  Wurzelpaar  xx  -=■-  ni  -{-  in, 
Xfi  =  m  —  in  die  Werthe 

cp?.  =  Q  ~{-  iß ,     rpu  =  Q  —  iß , 
cpf  4-  cpf,  =  2q'  -  2(?2 

liefert,  so  geht  ^2  in  eine  der  Formen  mit  reellen  Constanten 

S'i    =fpv^+     9^2"+     9':/+     <Pi"+     9>6\ 

S;"  =  9,^2  _|_  2^2  _  2(j2  _^  2p;^  -  2«y,'^ 

über,  je  nachdem  die  Gleichung  fünften  Grades  in  den  z  nur  reelle 
Wurzeln  oder  ein,  oder  zwei  complexe  Wurzelpaare  besitzt.  Nach 
dem  herangezogenen  Hilfssatze  wird  also  die  Umwandlung  von  i^  in 
eine  Summe  von  Quadraten  entsprechend  stets  zu  den  Formen  führen 
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^2     =|V+    ^X^+    ^7+    f?+     ü,^, 

s;;'=^\s^+  u,'+  Uf-  ü,'-  u,'. 

Disponirt  man  jetzt,  wie  dies  oben  geschah,  so  über  die  Coustaute  Uq, 
dass  S^  verschwindet,  dann  erhält  man  entsprechend  den  angegebenen 
Realitätsverhältnissen  der  Wurzeln 

S^"=  U,'-{-  w—  U,'-  u/. 

Die  Methode  der  Gleichungsauflösung  von  aSj  =  0,  wie  sie  in  (10) 
angedeutet  ist,  führt  also  lediglich  im  letzten  Falle,  d.  h.  wenn  die 
Gleichuno;  fünften  Grades  nur  eine  einzige  reelle  Wurzel  besitzt, 
dadurch,  dass  man 

U^  =  U„   U,  =  U^     oder     CT,  =  U^,  ü,  =  U^ 
setzt,    auf   Gleichungen    zwischen    den    u,   welche    reelle    Coefficienten 
haben;    in    den    beiden    ersten    Fällen    werden    die    Transformations- 
coDstanten  complex  ausfallen*). 

§  118.  In  allen  bisher  durchgesprochenen  Beispielen  haben  wir 
(p  lediglich  als  Function  einer  einzigen  Wurzel  2  angenommen.  Wir 
wollen  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Falle  übergehen,  in  welchem  95  eine 
Function  mehrerer  Gleichungswurzeln  ist.  Zuerst  sei  für  die  Gleichung 
vierten  Grades 

2*    —  C^Z^  -\-  Cg/^  Cg^   -f-  C4  =  0 

die  Function  vorgelegt 

Man  findet  dann  ()  =  3,  und  als  die  drei  Werthe  von  q) 

9^1  =  ^1^2  +  ^3^47     ^2  =  ^1^3  +  ^2^47     %  =  ^1^4  +  ^2^3  • 
Hieraus  entstehen  die  elementaren  symmetrischen  Functionen  der  drei  9) 

<Pi  4-  9^2  +  9^3  =  '^^(^1^2)  =  C2, 
(Pi9>2  +  9'i9'3  +  9^2  93  =  S{0j^2^z.^)  =  c^c^  —  Ac^, 

9'i9'29'3  =  'SC^i'^a'^s')  +  %^2%^4'S(^i') 

=    Cl      C4  4C2C4     4-     Cg", 

und  also  wird  die  gesuchte  Gleichung 


*)  Sylvester:    On  the  so-called  Tschirnhausen  Transformation.     J.  für  M. 
Bd.  100,  S.  465  ff. 
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In  gleicher  Weise  sei  für  die  Gleichung  vierten  Grades  die  Function 

V»   =  ^1    —   ^2   +   ^3   —  ^4 

vorgelegt.     Hier  findet  man  q  =  0  und  die  sechs  Werthe  von  tp 

^,  =  ^1  — -^2  +  ^3  — -^4?        ^2  =  '3i  +  ^fo  —  5^3  —  ^4,        t^3='^l  — -2--  ^3  +  ^4> 
^l'^=  —  Zl-^Z2—^S+Z^,      ^5=  — ^l" ^2  +  ^3+~4;       ^6=— ~l  +  ~2+^3  — ^4- 

Man  erkennt  sofort  aus  den  Identitäten 

^1   +  ^4  =  0,       ^2   +  V^5  =  0,       ^3   +  |^g=0, 

dass   die   Gleichung  sechsten   Grades,   deren  Wurzeln  xp^,  •  •  •  ^g    ^^^^) 

von  der  Form 

?ff6  _  (7^  jp-4  _|_  c.,  W-  —  Cg  =  0 

sein  wird;  das  Gleichungspolynom  kann  hierbei  in  der  Gestalt 

geschrieben  werden,  und  daraus  ergiebt  sich 

C\  =  3(Ä^i)-  -  8Ä(^i^2)  =  'dc;\-  8c,, 

C^  =  3ci*  -  16ci'c2  +  16^2^  +  I6C1C3  —  64^4, 

C3  =  {^i^M'  =  (^1^  —  4CiC2  +  Sca)^; 
?p-6_(3c^2_  g^^)  ?p-4_|_  (3c/_  lGc,2c2  +  leca^  +  I6qc3—  64cJ  ^- 

-  (Ci^  — 4CiC2  +  8^3)^  =  0. 

§  119.    Wir  suchen  ferner  für  die  allgemeine  Gleichung  /<'''"  Grades 
die  zu  der  Function 

9?  =  ^1  +  ^2 

gehörige    Gleichung    zu    bestimmen.     Für    sie    ist    q  = -^ ,    und 

weiter  folgt  für  die  S 

^cpx   =  {n—  l)Si, 
^cpx'  =  (n  -  l)i2  +  ^^^1^2; 
^cpx'  -=  («  —  1)S3  +  S^^i^-aS 
y  ,p/  =  (n  -  l)s,  +  4  V.-j.^/  +  6 


V.2 


X,  (^;.    =  ^n  —  lyö^  -r  '±^  ^1^2    T  ^  X. 


^1    ^2 


Hieraus    sind    dann    6\,  6^2,  •  •  •    nach   unseren   früheren   Formeln 
zu  berechnen. 

§  120.     Jetzt  sei 

«p  =  (^1  —  z^Y'^ 

dann    wird    g  =  —^'^-    ^   werden.     Wir    wollen    auch    hier  zuerst  S^ , 
S2,  •  ■  ■  S(,  bilden;  von  da  aus  kann  man  dann  mittels  früherer  Formeln 
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zu  den  C\,  Co,  ■  ■  ■  Co  übergehen.    Dabei  verfahren  wir  nach  dem  Vor- 
gange  von  Lagrange  folgendermassen:     Wir  setzen 

Wenn  man  für  2  der  Reihe   nach  2^,  s^j  '''  ^n   einträgt  und   die   er- 
haltenen Gleichungen  addirt,  zeigt  sich,  da 

ist, 

Andererseits  ist,  nach  Potenzen  von  z  geordnet, 

K{z)  =  nz""  —  2ms,  z'"'-'  +  2m.2».^-i)^^^,,^_, ^  ^^^^^^^ 

und  deshalb  geht  der  letzte  Ausdruck  über  in 

oc  o  I     2m(2m  — 1)  , 

2Sm  =  nS-2m—2mSj^S2m-l   H ^3—2 S2S.2m-2   —    •••   +   nS^m', 

c  o  I    2»/(2m  — 1) 

0„i  =  S()S2m  —  ^*>*5iS2m  — 1  ~\ YT2 ^2^2m  — 2  —    "  '  ' 

,     1  2  JM(2m  —  1)  •  •  •  (m  +  1) 
±  2  1  •  2  •  •  .  w  ^"'^"'  • 

Von  hier  aus  muss   dann  der  üebergang  zu   den  C  gemacht   werden. 
Für  die  Gleichung  dritten  Grades 

z^  —  c^z'  -^  c^z  —  c^  =  Q 
findet  man  auf  diesem  Wege  zunächst  als  Werthe  der  S 
Ä'i=3s2  —  Si^=  2c{^—  6C2, 
Ä,  =  3  s,  —  4S1S3  +  3«/=  2q^  —  12C1-C2  +  18c./, 

Äg   =     3^6   ■ 6S1S5    +      I5S.2S4    10^3^ 

=  2ci«—  18ci*Co  —  12ci='c3+  57c/c./+  54ci  c^Cg  — 66  c/ —  Sic/, 
und  daraus  weiter   als  Werthe  der  C 
6'i=  ^'^=  2c,-—  6C2, 

C,  =  ^■=-^  =.  c/  -  6c/ c,  +  9c/, 

C3  =  ^i^^IL^jilla  =  _  ^c,'c,  +  c/'c/'  +  18c,  c,C3-  4c/  -  27c/. 

Hierdurch  ist  die  Bildung  der  Gleichung  für  ^  vollendet. 

§  121.    Ferner  betrachten  wir  das  Product  aller  WurzeldiflFerenzen 

9  =YI^^^  ~  ^"^ '         (^  <  f^;  '^  =  1;  ^,  •••«-!;  11  =  2,  3,  ■■■n). 
Für  diese  Function  ist  o  =  2  und  C,  =  0 .     Denn  macht  man  irgend 

Netto,  Algebra.   I.  9 
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Zehute  Vorlesung  §  121. 


eine  Umsetzuug  der  z  untereinander,  so  reproduciren  sich  alle  Factoren 
l)is  auf  ihr  Vorzeichen;  es  können  also  höchstens  zwei  Werthe  g?,  und 
qp,  =  9)2  auftreten.    Dies  geschieht  aber  auch  wirklich.    Denn  weuu 
man  in  dem  ausgeschriebenen  Froducte 

<Pi  =  (^1  -  ^2)  (^1  —  ^3)  (^1  —z^---  {h  —  ^n) 

(^2  —  ^3)  (^2  —  ^4)  •  ■  •  {^2  —  ^n) 
{h  —  -^4)  •  •  •  (^3  -   ~^«) 


{Zn  —  l  ^n) 

die  beiden  Elemente  z^  und  z.^  mit  einander  vertauscht,  dann  wechselt 
der  Factor  {z^  —  z^  sein  Vorzeichen;  die  übrigen  Factoren  der  ersten 
Zeile  gehen  lediglich  in  die  der  zweiten  über  und  umgekehrt;  und  die 
Factoren  der  folgenden  Zeilen  bleiben  überhaupt  ganz  unberührt.  Es 
ist  also  in  der  That  qoo  =  —  qpj,  und  daher  p  =  2,  C\  =  0.     Für  (^2; 

welches  wegen  C\  =  0  mit   —  —  S^  übereinstimmt,  entsteht 

JY(>;i  —  ^,.,)^         ('^  <  ^;  '^  =  1 ,  2,  •••%—!;  u  =  2,  3,  ■■■n). 
;. 

Es    ist    dies    dasselbe   Product,    welches    im    vorigen  Paragraphen    als 

letzter  Coefficient  der  dort  behandelten  Gleichung  auftrat,  und  für  das 

also  bereits   eine  Herstelluugsmethode   vorliegt.     Man  kann  leicht  den 

Ausdruck  für  dieses   Product  in   Gestalt  einer  Determinante   angeben, 

deren  Glieder  aus  den  s^,  ö'i,  ^3,  •••  gebildet  sind.     Denn   bekanntlich 

ist  nach  elementaren  Determinantensätzen 


1  z,  z^ 
1   Zi  z^ 


und  daher  finden  wir 

1  1  1 

0-1  Zo  •  ■  ■    2a 


<P 


w(n  — 1) 


1   5,  z^^  ■■■  z^"-^ 
l  z.^  z^  ■■■  V~^ 


o-n  —  1     «n  —  1 

h         ^2 


^2 

^2     ^3 


2n" 


1    Z„    Z„^   •■■    Zn" 


Diese  Determinante    kann  man    nach    der  in    §  79    bereits    benutzten 
Methode  umwandeln.    Wir  wollen  es  an  einem  Beispiele  zeigen.    Es  ist 
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Sq   Sj   §2 
Si   So  53 

6.)     So     Sa 


0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

So 

Si 

«2 

• 

*'o 

Si 

5-2 

«3 

Si 

«2 

S3 

S4 

1   —  q  +C2  — C3       0 

Ol  —  c,  -f-c.  —  C3 

0     0  1  -c,  -\-c, 

0     0  0  1  —  c. 


0     0      0 


0 


Führt  man  die  Multiplication  aus  und  wendet  die  Formeln  (§91)   an 


t.     bn 


~2c,,     s. 


c,s. 


c.,s, 


•2'='0 


^1  ^2  "T    ^2  Si  ^3  Sq  v'  , 


dann  entstellt  das  Resultat 


—  Cj     c,  — C3  0} 

1  Cj  Co  fg' 

0         3  —  2ci  c^! 

3     —  2ci       Co  0 


—  9/. 


0 


0 


1  c, 

0  1 

0  0 

0  3 

3  2c,  c 


C2  C3  0 

Cj  C.2       C3 

3  2Ci  C2 

=  — 

2  c,  C2  0 

C2  0  0 

1 

=  c, , 

1  c, 
0  1 
3  2c 
0  3 


2c,  C2 


0  0     3     2c,  C2 


Dieselbe  Methode  lässt  sich  allgemein  durchführen  und  liefert  die  ge- 
wünschte Umwandlung  in  der  Form  einer  Determinante  aus  den  C;. 
von  der  Ordnung  (2n  —  1): 

1  Ci  C2  •••0  0 

Ol  c,  •••0  0 

0  0  1  ■••  0  0 


cf.^=(-l) 


n(»  — 1) 


0  0  0 

n  (n — l)ci  (w— 2)c2 

0  n  (n — l)ci 

0  0  n 


0  0 


0 


Cn  —  l 

0 
0 
0 


•(w  —  1  Zeilen) 


(n  Zeilen). 


2c„_2  C„-i 

Wir  wollen  endlich  noch  die  Berechnung  von  (p^  mit  Hülfe  der 
oben  (§  102)  besprochenen  Cauchy' sehen  Methode  für  die  Darstellung 
symmetrischer  Functionen  herleiten. 

Aus  der  Gleichung; 


f{x)  E^Z""  —  Ci  Z-^-^  +  Cg  ^"- 


+  c„  =  0 


stellen  wir  die  Gleichung  (w  —  Xf^^  Grades  her  (vgl.  §  101): 


/■(^) 


_  =  z—'  -  (q  -  z,)z—'^  +  (C2  -  c,z,  +  z,^)z- 


0, 


welche    z.^^  z^,   ■  ■  ■  z'n   als  Wurzeln    hat.     Wir   nehmen    an,    dass    für 
diese  Gleichung  bereits  das  Product  der  Quadrate  der  Wurzeldifferenzen 

9* 
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(r,  -  z,r-  {z,  -  ,:f . . .  (.„_,  -  z:f  =  n_, 

bestimmt  sei,  d.  h.  dass  F„_i  als  Function  der  Coefficienten  der  letzten 
Gleichung    ausgedrückt    vorliege;    diese    Darstellung    möge    angedeutet 

werden  durch 

F„_i(q,  ••  •  c„-,  Zi). 

Dann  ist  das  gesuchte  Product  cp-  für  die  Gleichung  )i*^"  Grades 
'f^'.  =  (^1  —  ^-if  (^1  —  ^sY  ■  •  ■  (^"-1  —  ^"Y 

=  (^,  —  zj'  (^1  —  ^^3)-  •  ■  •  (2i  —  s„y  F„_i  (c,,  •  •  •  c„-,  ^1) 

-^  {nz,—'  -  c,(n.-\)z,^'-'-\-  c,in  -2)  z,^-'---y  ■V„_,{c„  -c,r,  z,). 
Der  so  erhaltene  Ausdruck  wird  nach  geschehener  Multiplication  eine 
ganze  Function  von  z^  mit  Coefficienten  werden,  welche  aus  c,,  c.^,  •••<■„ 
rational  und  ganz  zusammengesetzt  sind.  Wenn  man  ihn  nach  §  101 
durch  Verwendung  von  /(^J  =  0  auf  den  Grad  (w  —  1)  in  z^  reducirt, 
so  geht  er  als  symmetrische  Function  (§  105)  in  eine  von  z^  unabhängige 
Function  der  Ci  über;  und  diese  giebt  dann  das  gesuchte  Resultat.  Wir 
können  die  angegebene  Reduction  dadurch  ausführen,  dass  der  letzte 
Ausdruck  für   F„  durch  Division  mit  f(Zi)  in  die  Form 

V^=Q-f(z,)-\-E(z,)  =  Ri0,) 
gebracht  wird.     Dann  wird  in  dem  Reste  Ii(zi),  der  ja  bei  einer  be- 
liebigen Function  F„  bis  zur  (m  —  1)'®"  Potenz  von  z^  aufsteigen  könnte, 
Zi  gänzlich  verschwunden  sein. 

So  ist  bei  w  =  2  der  Werth   F^  =  1,  und 

V,  =-{2z,-  c,y  =  W  -  4ci^,  +  c,'  =  4  ./(^O  +  c,'  -  4c, 


=  c,2-4q 


Für  «  =  3  ergiebt  dieselbe  Methode 
F3  =  (3V-  2c,z,-{-  c,y-{[c,-  z,-Y—4[c,-  c,z,  +  z,']) 
=  {9z,'  -  12c,z,'+  iW-\-  6^2)^1'  —  4c,c,z,  -f  c./)  (-3^1-  +  2c,z,  +  c,'-  4c,) 
=  -21  z,'-}-  Ö4c,z,'-  (21  c,'-i-  54c,)z,'+  (12c,c,-  W)0,' 

-(lSc,'c,-\-21c,'—W)z,'-\-{18W-Wc,>i—{'^(^^'—''i'c^') 
=  i^i'-W-\-  c.^1  -  ^3)  (-27^1^+  21c,z,'-  21c,z,  -  4c,'-{-  \Sc,c,-21c,) 
-  4c,^c^-\-  c;'c.y-^  I8C1C2C3—  4c/  -  27c3% 
so  dass  also  das  bereits  oben  gefundene  Resultat 

F3  =  -  4cj3c3  +  ci'c,'  +  18f,c,C3  -  4C2=^  -  27C32 

liier  wieder  heraustritt. 

§  122.  Zum  Schlüsse  behandeln  wir  die  Aufgabe,  diejenige 
Gleichung  herzustellen,  deren  Wurzeln  alle  yn-n  Producte  je  einer 
Wurzel  XX  der  Gleichung  wi*^°  Grades 


Partielle  Differentialgleichungen  für  die  symmetrischen  Functionen.       133 

x-ni  —  a^x"'-^  +  a^a;"'-2  —  ■  ■  •  -j-  a,„  =  0 
uud  je  einer  Wurzel  y^,  der  Gleichung  n^^^  Grades 

yn    _    l^yn-l   ^   l^yn-2 _|_  J^  _  0 

sind.     Bezeichnen  wir  die  Wurzelsummen  der  xx  und  der  y^,  bezw. 

III  n 

So  =2^1  ^^°^  ^^  ^2yh 

dann  werden  die  Ausdrücke 

6o  =^a:fi/?  =  Sota 

die  Wurzelsummen  der  gesuchten  Gleichung,  und  aus  <?,,  6^,  •••  6mn 
lassen  sich  die  Coefficienteu  q,  Cg,  •••  c„i„  derselben  herstellen.  Ein- 
facher ist  folgende  Methode.     Wir  bilden 

JYCa^"'  -  dyijix'^-^  -f  a2yix"^-'- +  aj'^)  =  0 . 

;.  =  i 

Der    unter    dem   Product    stehende    Ausdruck    hat    die    Wurzelpunkte 

ooiy?.,  X2yi,  •  ••  Xmy?.,  und  also  besitzt  die  Gleichung  als  Wurzeln  wirklich 

alle  mn  Producte  Xy.y-,..    Dasselbe  ergiebt  sich  natürlich  auch  in  der  Form 

tu 

YJ_  Cv"  —  hxxy"-^  +  hxly"-^ +  h^xf)  =  0 . 

.1=1 

Führt  man  dann   die   Multiplication    in    einem   der  beiden  Ausdrücke 

durch,  z.  B.  in  dem  ersten,  so  werden  die  Coefficienteu  symmetrische, 

ganze  Functionen   der  yx    und   also   durch  die   &;.   darstellbar.     Die   in 

§  111    befolgte  Methode  kann  als  Anwendung    des  hier   Behandelten 

aufgefasst  werden. 


Elfte  Vorlesung. 

Partielle  Ditferentialgleichnngen  für  die  symmetrischen  Fiinetioueii. 

§  123.  Die  umständlichen  Rechnungen,  durch  welche  eine  sym- 
metrische Function  vermittels  der  elementaren,  symmetrischen  Functionen 
ausgedrückt  wird,  lassen  in  manchen  Fällen  eine  nicht  unwesentliche 
Abkürzung  durch  die  Benutzung  von  Differentialeigenschaften  zu,  auf 
deren  Besprechung  wir  jetzt  eingehen  wollen*). 


*)  Vgl.  hierzu  „Theorie   d.  binären  Formen"   von   Faä  di  Bruno.     Deutsch 
V.  Walter.     Leipz.,  Teubner.    1881.     Erster  Abschn.  §  2. 
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Wir  legen  dabei  wieder  die  Gleichung  w*®"*   Grades 

(1)  5"  —  CiZ"-^  +  ^a^"--  —  •  •  •  +  c«  =  0 
mit  den  Wurzeln 

(2)  ^1,    ^27    ^S>    ■  *  *    ■^n 

ZU  Grunde  und  bezeichnen  wie  'oben  die  Potenzsummen  der  Wurzeln  mit 

Sq,  Si,  .%,  •  •  •  Sr,  •  •  •, 
wobei 

5.  =  ^:;+-^"^ +  •••  +  <       (^-  =  0,  1,  2,  •••) 

wird.    Gelegentlich  kann,  früheren  Betrachtungen  entsprechend,  ;■  auch 
negative,  ganzzahlige  Werthe  annehmen. 

Jetzt  ersetzen  wir  in  (2)  alle  Wurzeln  z  durch  die  Grössen 

(3)  2i-\-^\t,  ^2  +  ^u,  %  +  4^   •••^„  +  <^; 

hier  soll  i  eine  positive,   ganze   Zahl,  und  t  eine   Variable    bedeuten. 
Dann  erhält  man  an  Stelle  von  s^,  s^,  s^,  •  •  •  die  neuen  Grössen 

(4)  ^{z,  +  <ty  =  s,  +  2s,  +  :  t  +  S2i  t\ 

V(^,    +  ^\ty  =  ^3  +  3S,  +  2^  +   3.S2,-+i^=^  +  Sut% 


Weiter  haben  wir  noch  zu  berechnen,  wie  die  Coefficienten  c  der 
Gleichung  durch  diese  Annahme  geändert  werden.  An  die  Stelle  von 
Ci,  c^j  C3,  •  ■  •  treten  der  Reihe  nach  die  Ausdrücke 

d.  h.  aufgelöst 

^z,  -^^^\t,     ^z,z,  -\-^z\z,f  +2<4^S 

^%^2^3   +2<^2~^3^+^<^U3^'+^<44^',    •••• 

Nun  kommt  es  uns  in  diesen  Ausdrücken,  wie  sich  gleich  zeigen 
wird,  nur  auf  die  Coefficienten  von  ^  an;  es  reicht  sonach  für  unsere 
Zwecke  aus,   ^  ^[^2^5  " '  ^^'  <^urch  die  c  darzustellen.     Man  hat 


=          2<^2%            • 
=    -^V^^2^3-' 
=   +^V^^2^3-- 

-l-2/V'^^2^3  • 
-2+^'4+^^2^3- 

■  '    Zy  —  l, 

■  •    ^1-2, 
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und  daher  durch  Addition  aller  dieser  Gleichungen 

(5)  ^^[^2^3  •••  ^v  =  SiC,.-i  —  S/  +  iC,_2  +  Si+2Cv-3 +S,  +  ._i. 

Folglich  treten  an  Stelle  der  c„  die  Grössen 

(6)  Ca  +  (s,Ca_i  — S,+  iC„_2  +  S,  +  2Cß_3  —  •  •  •  +  S^+a-i)  if  H . 

§  124.  Betrachtet  man  jetzt  eine  symmetrische  Function  11  der 
Grössen  s,  die  wir  durch  die  e^,  •■•  z,,,  durch  die  c^,  •••  c„,  durch 
die  Si,  8.2,  ■■■  Sr  ■■■  ausgedrückt  folgendermassen  bezeichnen  wollen 

und  setzen  in  dieselbe  für  die  2  die  Grössen  (3),  für  die  s  die  Grössen  (4) 
und  für  die  c  die  Grössen  {6)  ein,  dann  stimmen  in  den  entstehenden 
Ausdrücken  für  i?j,  B^,  B^  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen 
von  t  überein.  Insbesondere  wollen  wir  die  Coefficienten  von  t  be- 
trachten.    Man  erhält  hierfür 

dB,    .    .  .   dB,    ,. 

=  ^  S,-f-  -^  (SiCi—Si  +  i)  +  j^  {SiC2  —Si+iCi-\-Si+2)  +  ••• 

so  dass  also  die  Differentialgleichung  entsteht 

(^)         ^4  f~  =^(S.-C.-X-  S,+  ,C,_2  +  -Oll^^^^Z  +  A-l  ||- 

In  dem  besondern  Falle  i  =  0  geht  {!),  wie  man  leicht  sieht,  über  in 

^'")     2 II  -^"' + 1  -  ^)  ^'-'  H  =1^»- '  H  • 

x=i  A=i  ;.  =  ! 

Aus  der  beliebig  grossen  Anzahl  dieser  Gleichungen  kann  man  nur  u 
wesentlich'  verschiedene  herausheben.  Setzt  mau  nämlich  i  =  0,  1, 
2,  •••  n  —  1,  dann  folgt  wegen  der  Recursionsformeln 

^i   =  ^i^r '  -  ^2^r'  +  «3^r '  —  ±  c„, 


wie  schon  früher  gezeigt  worden  ist, 

Sfi         =^  C^Sn  —  1  ^2  ^«  —  2    I     Cg  5«  —  3  •  •  •  2LI  ^n  ^o ; 
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und  daraus  ersieht  mau,  dass  die  Gleichungen  (7)  auch  für  i  =  », 
,^  _|_  1^  ...  gelten,  wenn  sie  für  i  =  0,  1,  2,  •  •  •  (n  -  1)  bewiesen  sind. 
In  gleicher  AVeise  kann  man  auch  rückwärts  gehen  und  für  i  =  —  1, 
—  2,  •■  ■  Formeln  aufstellen.  Für  i  =  —  l  ergiebt  sich,  wenn  c^  =  1 
eingeführt  wird, 

dR    ,    -^5  cR. 

Nun  ist  nach  §  112 


und  aus  (5)  folgt  für  1  =  0,  was  schon  bei  (7")  benutzt  wurde, 
SüC—i  —  6iCy-i-\-  s-iCy--i—  •■•  +Sv_iCo=  (n  —  V  4-  l)Cv_r 

Dadurch  erhält  man  dann  für  i  =  —  1  das  Resultat 
^  1    dB 


-^'(if+».il+-+^.-'il)-i'(«+2-^) 


dB 


c„_i  8B   .    ^,  dB 

§  125.  Wir  haben  bei  der  Ableitung  der  Formeln  (7)  nur  die 
Beziehungen  der  z,  der  c  und  der  s  untereinander,  aber  keinerlei 
Voraussetzung  über  die  Natur  der  Function  li  benutzt.  Folglich 
gelten  die  Formeln  (7)  auch  nicht  allein  für  symmetrische 
Functionen  E,  sondern  für  jede  beliebige  Function  der  Wur- 
zeln ^fj,  z^,  •■■  z„,  die  sich  ja,  wie  die  Wurzeln  selbst,  nach  Auf- 
lösung der  Gleichung  f{z)  =  0  durch  die  c  und  also  auch  dui-ch  die  6' 
ausdrücken  lässt. 

Nehmen  wir  z.  B.  n  =  2,  R  =  z^,  so  wird 

aii  _  £  /.    .     c^ \        dB  ^ -  1 

dB        1    /^  s,         \        dB        i  1 


2  V      y2s,  -  s,v'    3 


^«1  2    \^  y2s,  —  S,V'       ^«2  2     |/2.9^ 

■/q^  —  4^2  =  1/2S2  —  Si'^  =  ^j  —  ^jj. 
Dadurch  geht  (7)  über  in  die  Gleichung 
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und  man  überzeugt  sicli  sofort  von  der  Richtigkeit  dieser  Gleicliungen. 
§  126.  Wir  wollen  nun  untersuchen,  welche  Beziehungen  durch 
(7)  zwischen  den  z  und  den  s  fixirt  werden,  d.  h.  wir  wollen  das 
System  der  partiellen  Differentialgleichungen  (7)  integriren.  Setzen 
wir  Sk  für  R  ein,  so  entsteht 

X=l  ^  7        7        7 

und  zu  diesen  Gleichungen  wollen  wir  noch  die  für  k  =  0  hinzu- 
nehmen, indem  wir  6,,  =  n  einführen.  Die  allgemeine  Lösung  von  (8) 
soll  durch  die  Function  s^  =  (pk  geliefert  werden,  so  dass 


2 


^il^==^"^^+'-^' 


vmd  im  Besonderen  für  ^  =  1  auch 

ist.  Gehen  wir  von  diesen  Gleichungen  in  bekannter  Weise  zu  dem 
simultanen  Systeme  von  Differentialgleichungen 

^1    ~    ^2    ~  '"  ~    z^  Iccp^ 

über,  so  erhalten  wir  als  erstes  Resultat,  dass  das  allgemeine  qp* 
eine  homogene  Function  der  2^,  z^,  •••  Zn  von  der  Dimension 
li  wird. 

§  127.     Aus  g?i  lassen  sich  durch 


(9)  qp. 


_  V.Ä  ^ 


-^^l 


cz 


alle  übrigen  qo/^.  berechnen.  Liegen  zwei  Lösungssysteme  für  (8)  vor, 
dann  giebt  die  Summe  entsprechender  Functionen  ein  neues  Lösimgs- 
system.     Es  reicht  daher  aus,  einen  einzigen  Summanden 

^1  =  z^^z""^  ■■■  zy  («^  _)_  «2  -^ [_  a„  =  1) 

von  qpj  daraufhin  zu  prüfen,  welchen  Bedingungen  er  unterworfen 
werden  muss,  um  (8)  zu  erfüllen.  Dann  hat  man  die  nothw endigen 
Bedingungen  für  die  Bildung  von  9,  und  kann  daraus  jedes  (pk  zu- 
sammensetzen. 

Aus  (9)  folgt,   wenn  wir  die   besondere  Form  von  ^,  zu  Grunde 
legen, 
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n 

^'.  +  .•-1  =  ^1^  «..<+*-', 
r=l 

und  aus  (8)  dann 

so   dass   den  beiden  Resultaten   gemäss  für   alle  Werthe   von  i  und  Ic 
und  alle  beliebigen  £^,  s^}  ••*  ^n.  die  Gleichung 

;.  =  i  .(,  =  1  1  =  1 

befriedigt   sein   muss.     Daraus   ergiebt    sich    sofort    das  Bestehen    der 

Bedingungen 

al  ==  «;. ;     a^ccy  =  0         f  u  =}=  v), 

und  diese  Gleichungen  sind  nur  durch  die  Annahme  zu  erfüllen,  dass 
eins  der  a  gleich  1   wird,  während  die  anderen  gleich  Null  sind. 

Aus  dieser  Speciallösung  gehen  nun,  wie  schon  erwähnt  wurde, 
durch  lineare  Combination  die  allgemeinen  Lösungen  von  (8)  in 
der  Form 

<Pic  =  a.^'f  +  «2^2  H +  ^A         {2"^-  =  ") 

hervor.     Die   in  Klammern  hinzugefügte  Bedingung  folgt  aus  95,,  =  n. 
Wir  wollen  diese  Ausdrücke   in  Rücksicht  auf  ihre   Herleitung   durch 
Sic  bezeichnen  und  deshalb 
(10)  S,  =  a,.J-  +  a,,^  +  • .  •  +  a^         {^a,  ==  n) 

setzen.     Die   S^  sind   also    die    allgemeinen  Lösungen    des    ge- 
sammten  Systems  (8). 

Construirt  man  zu  diesen  Sk  nun  Functionen  Ck,  welche  von 
ihnen  so  abhängen,  wie  die  c*  von  den  Sk,  dann  liefert  dieses  System 
die  allgemeinen  Lösungen  von  (7).  Denn  erstens  ist  es  klar,  dass  es 
Lösungen  liefert.  Zweitens  erkennt  man,  dass  man  von  den  all- 
gemeinsten Lösungen  der  aus  (1 )  stammenden  Gleichungen 

S^^  dz]  ==2^«.^«.  ■  ■  ■  ^«i  (2  ^^^  symmetrisch  in  den  A 

t=l  (a)  ^  («)  ^ 

umgekehrt  zu  den  Lösungen  von  (8j  kommen  könnte.    Folglich  liefern 
die  construirten  (\  die  allgemeinsten  Lösungen.    Man  hat  also  den  Satz: 
Durch  die  Functionen 

(10)  Ä,  =  aX  +  a,z\  +  •  •  •  +  a„<         {^ax  =  n) 

und  die  aus  ihnen  abgeleiteten 


(10") 
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1!(7,  =  5„ 

4!  (7,  =  ^/  —  QS.^'S,  +  8^1  Äg  +  3^2'  —  6*^4; 


werden  die   allgemeinen  Lösungen  des  Systems  (7)   geliefert. 
§  128.    Die  Darstellung  der  durch  (10^)  bestimmten  C  vermittels 
der  z  kann  man  einfach  durch  die  symbolische  Gleichung 
(11)  A!  Cx  =  («:^i  +  a,g,  +  •  •  •  +  a.^J^) 

darstellen,  wobei  die  symbolische  Potenz  ^(^^  durch  die  wirkliche  Potenz 
^^,  und  der  symbolische  Ausdruck 

a(;^>     durch    a„  (a„  —  1)  (a^,  —  2)  •  •  •  (a,,  —  A  +  1) 

zu  ersetzen  ist. 

Um  (11)   zu   beweisen,   gehen  wir  auf  §  94  zurück.     Setzt   man 
dort  in  die  Formel  (10)  statt  jedes 

5u     unser     a,^;'^'  +  «a^^^  +  ' " '  +  (''nK 
und  geht  dann  den  daselbst  eingeschlageneu  Weg  rückwärts,  so  kommt 
man  zu  der  Gleichung 

1  —  6\^  +  C\2'  -  Q^^  +  •  •  •  =  e^""  i«^(^-^-> 
(11*)  =(1  -^i^)«^(l-02^)---(l-^n^>, 

durch  welche  auch  schon  der  Zusammenhang  der  C  mit  den  ^, ,^2>"" 
einfach  festgestellt  wird.  Durch  Ausführung  der  Potenzirung  und  der 
Multiplication  auf  der  rechten  Seite  erhält  man,  wie  behauptet  wurde, 

"  ^'  =2'(«;)  •  •  •  cj  ^'  ^f  •  •  ■  <."    (., + X. + ■  • . + X. = A) 

=  5^  iTTTTTTT  «1  («i  —  1)  •  •  •  («1  —  Jfi  +  1)  ^"x'  •  •  • 
=  V  -T-^^ — r  «'.''^'^^  •  •  •  a^^nh^-n 

/     )  X ,!  •  ■  •  }t    !       1        1  ra        » 

(.x) 

Fordert  man  von  den  allgemeinen  Lösungen  von  (7)  weiter  noch, 
dass  nur  C,,  C\,  •••  C„  von  Null  verschieden  seien,  während  (7„+i,  ••• 
gleich  Null  werden,  dann  zeigt  (11*),  dass  sämmtliche  a^,  a^,  ■  •■  ganze 
Zahlen  sein  müssen;  und  da  ihre  Summe  gleich  n  ist,  so  liefern 
dann  die  Potenzsummen 

s,  =  ^^^  +  ^*  +  . . .  +  ^^ 
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die  allgemeinen  Lösungen,  sobald  man  auch  die  Gleichheit 
mehrerer  der  Zi,  z.^^  •■■  Zn  untereinander  gestattet. 

§  129.  Nachdem  durch  die  Betrachtungen  des  vorigen  Para- 
graphen erwiesen  ist,  dass  die  Gleichungen  (7)  charakteristisch 
für  die  Beziehungen  der  zi,  C;.,  Sx  sind,  so  ist  es  klar,  dass  wesentlich 
neue  Differentialgleichungen  überhaupt  nicht  neben  {1 )  treten  können. 
Trotzdem  wollen  wir  hier  noch  einige  ableiten,  deren  Formen  hin- 
reichend interessant  sind. 

Statt  der  Wurzeln  z^,  z^,  ••■  Zn  führen  wir  jetzt  in  (1)  die  Grössen 


zl 


(12)  .,  +  ^,*,     .,  +  ,-i-«,    ...    .„+,.,;y 

ein  und  untersuchen,  wie  sich  erstens  die  Potenzsummen  und  zweitens 
die  Coefficienten  der  Gleichung  dadurch  ändern.  An  die  Stelle  von 
Sy.  tritt  die  Summe 

2'(<  +  '''-^^-^'' +  ••■)■ 

Die  Euler'schen  Formeln  (§  38)  zeigen  dann,  dass  für  [yt  -\-  i  —  1) 
<  («  —  1)  der  Coefficient  von  t  gleich  Null  und  für  (x  -f-  /  —  1 ) 
=  (w  —  1)  gleich  Eins  wird.  Weiter  folgt,  unter  Berücksichtigung 
von  (1)  und  mit  Benutzung  einer  Bezeichnung,  welche  der  in  §  87 
eingeführten  analog  ist,  die  Richtigkeit  der  Gleichungen 

^  fl ^  ^  '"n-t-l    h  ^«  +  1     h  -r  ^  fHn-1) 

— —,  -.«-Ha  — 1  ,^-^  n(n  —  i)        n—l_Mn  —  2)       „n  — 2    i 

^       f'{z,)  ^  f'{Z,)  ^n-^a-V 


und  es  ist  also  an  die  Stelle  von  s,,  s^,  ■  •  •  der  Reihe  nach  zu  setzen 
unter  Fortlassung  höherer  Potenzen  von  t 

wobei   C'"~;^)  =  1   genommen  werden  muss. 

Jetzt  kommen   wir    zur    Berechnung  der  Grössen,  welche  die  Cx. 
ersetzen.     Es  geht 
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q  in  Cj  +^  j^  t, 

u.  s.  f.  über;  so  lange  der  höchste  Exponent  im  Zähler  des  Bruches 
unter  dem  Summenzeichen  <  (w  —  1)  ist,  verschwindet  nach  dem 
Euler'schen  Satze  die  Summe.     Für  c„_,  erhält  man  dagegen 


.i t jn.  —  i  —  1  .    „n  — !  —  2 


und  weiter  für  c„_e-[-i,  Cn—i+2,  ••• 

=  c„_,_j.i  +  y^  777— r f  =  c,j_(4-i, 


f'ih) 


Cn-i  +  2  +  ^    ''~^~'' ^ 

j^     '^  C„  — »4-2^1  ,  

u.  s.  f.     Es  tritt  demnach  au  die  Stelle  von  Ca 

Ca ,  wenn  a  4=  n  —  i, 

(14) 
^     ^  c„-i  -\-  (—  1)"~'~^^,  wenn  a  =  n  —  i 

ist.  Nimmt  man  nun  wieder  eine  symmetrische  Function  der  zx, 
drückt  diese  auch  als  Function  der  Cx  und  als  Function  der  Sx  aus, 
führt  dann  die  Grössen  (12),  (13),  (14)  ein  und  vergleicht  die  Coeffi- 
cicnten  von  t  in  den  drei  erhaltenen  Darstellungen,  so  ergiebt  sich 

C^  =  0,  1,  2,  •••). 

§  130.  Es  lässt  sich  auch  direct  zeigen,  was  oben  durch  all- 
gemeine Schlüsse  erkannt  wurde,  dass  (15)  gegen  (7)  nichts  wesent- 
lich Neues  liefert.  Man  kann  nämlich  den  Quotienten  z\:f"{s^  wie 
eine  jede  gebrochene  Function  der  Wurzel  z^  in  die  Form  einer  ganzen 
Function 
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bringen  (§  108);  dadurch  geht  die  linke  Seite  von  (15)  in  die  Gestalt 

2  («0  +  «1^1  +  «2  V  H h  ccn-i2'r')  ly 

über,  und  dieser  Ausdruck  lässt  sich  aus  den  linken  Seiten  von  (7)  für 
i  =  Oj  Ij  2,  ■  ■  ■  zusammensetzen.  Bildet  man  für  die  mittleren  Aus- 
drücke von  (7)  dasselbe  Aggregat,  so  muss  der  mittlere  Ausdruck 
von  (15)  entstehen,  denn  sonst  hätte  man  eine  für  alle  Functionen  li 
identisch  erfüllte  Gleichung 

dB    ,         dB    ,  .         dB       ^ 

^»ä^+^-^äc,  +  --  +  ^»a^  =  ^' 

die   ja    oö'enbar    nicht    bestehen    kann,    wenn    nicht    alle  p  =  0    sind. 
Für  die  Ausdrücke  rechts  gilt  das  Gleiche. 
So  erhält  man  z.  B.  für  n  =  2  aus  (7) 


dB 

dz. 

+ 

dB  _ 

dz.. 

2 

dB 
dci 

+ 

Ci 

dB 

dc^ 

^1 

dB 

+ 

h 

dB 

cz^ 

Cl 

dB 
dci 

+ 

2C2 

dB 

dc^ 

Andererseits  ist  für  die  Gleichung  zweiten  Grades 

1        1  Cj  —  2  2^2  Z^       C,  2i  —  2  Cj 

Multiplicirt   man   daher   die   Gleichungen   des   voraufgehenden  Systems 
in  geeigneter  Weise,   so  entstehen   die  zu  (15)  gehörigen  Gleichungen 

1       dB    ,       1       dB  dB 


f'i^i)  dz,  ^  f'{z^)  dz^  dc^- 

z,       dB  g,      ^^  ==  4_  ^^ 


f'{z^)  dz^  ^  f'iz,)  dz,  ^  de, 

§  131.  Die  verschiedenen  Gleichungen  (15)  wollen  wir  unter- 
einander combiniren.  Es  besteht  (vgl.  §  SD  für  die  ('  die  leicht  ab- 
zuleitende Beziehungsreihe 

q- >>  -  c,  q-^^  +  c,  q- ^'  =  +  qr/> , 
qn-i)  _  c,  q"_-/)  +  ----C,  qr,'>  =  -  q-L-/^ 

Combinirt  man  demgemäss  die  Formeln  (15),  dann  erhält  man 
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0^  - 1)  .!^  -2"  1«  +  ^)  ^^r.^^  1  -^-^ 

^  ■'  0S„      ,  .^i-J     -         '         ^       «  +  *  — 1   CS 


+  * 


(16) 


(-!)"■ 


de. 


dB        ,  dB 


dB 


dc„ 


'       ^   de 


(n  -  2)  J^    +2^  (-  +  ^)  ^',V/ii  a  '"^ 


(_!)«-. 


as.. 


dB  dBl 

(=n--S    "^  ^   ^3    de^j 


71 +  k 


=  (*^-3)^---2(«  +  ä;)C(«-^) 


aü; 


+*-i  ds 


n  +  k 


Hier  kaun  man  die  rechten  Seiten  vereinfachen.  Da  die  c^,  c^, 
•••  c,j  durch  s^J  Sg?  ■"  '^'«  darstellbar  sind^  so  kann  man  jedes  Sn+i, 
s„-l_2,  ••■  durch  Sj,  Sg,  •••  s„  rational  ausdrücken  und  braucht  also  in 
den  Ausdruck  von  B^  keine  anderen  als  die  ersten  n  Werthe  der  si 
aufzunehmen.  Thut  man  dies,  dann  fallen  auf  den  rechten  Seiten  von 
(16)  alle  Summen  fort,  und  man  erhält  die  einfachere  Gestalt 


(16^^) 


V 


;.=/t 


C?.-k 


dB 


Diese  Formeln  gelten   aber,  wie  ausdrücklich  hervorzuheben   ist,  nur 
in  dem  Falle,  dass  li  frei  von  Sn-^-i,  s«-f2,  •••  dargestellt  wird. 

Unserer  Herleitung  entnimmt  man  gleichzeitig  das  Resultat,  dass 
die  Ausdrücke  in  (16)  bezw.  gleich  den  Summen 

werden.     Daraufhin  lässt  sich  dann  auch  ein  directer  Beweis  nach  der 
mehrfach  benutzten  Methode  geben. 

Setzt  man  in  (16*)  für  Ji  ein  cv,  so  folgt 


de.  1 


Ci-k 


dabei  ist  Cq  =  1 ,  und  cx  mit  negativem  Index  A  Null. 

§  132.  An  die  Ableitung  von  (7)  in  §  124  sind  noch  zwei  Be- 
merkungen anzuknüpfen.  Für  i  ==  0  hatte  man  jede  Wurzel  Za  durch 
^a  +  ^  zu  ersetzen.  Wenn  nun  die  Function  i?  nicht  nur  eine  sym- 
metrische Function,  sondern  zugleich  auch  eine  Function  der  Wurzel- 
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differeuzen  {Za  —  ^^i)  ist,  so  ändert  sich  diese  durch  die  neue  Einführung 
von  Za  -\-  i  für  z^  nicht,  und  es  ist  für  solche  R 

Ii{z^  -\-  t,  z^^   t,  •••  z„  +  0  =  ^(-s^ij  h,  '"  ^n). 
Der  Coefticient  von  t  in   der  Entwickelung  nach   steigenden  Potenzen 
von  t  ist   sonach   gleich  Null   zu  setzen,   und   man   hat  für   symme- 
trische Functionen,  die  gleichzeitig  Functionen  der  Wurzel- 
differenzen sind, 

;i  =  i       ■*        ;.  =  i  ^       x  =  i  *■ 

In  dem  Falle,  dass  B.  lediglich  durch  s^,  s^,  ■■•  s„  ausgedrückt  erscheint, 
ist  die  Summe  rechts  nur  von  A  =  1  bis  X  =  7i  zu  erstrecken.  — 

Für  i  =  1  hat  man  jede  Wurzel  Za  in  Za  (1  +  t)  umzuwandeln. 
Wenn  nun  R  nicht  nur  eine  symmetrische  Function,  sondern  zugleich 
eine  eintypige  Function 

ist,   so   tritt   zu  jedem   Summanden  von  S  nach   der  Substitution  der 
Factor  (1  -{-  t)^'  hinzu,  und  also  ist 

R(zi-{-z,t,  •••  z„-\-  zJ)  =  R-^pR-t-}-  ••  . 
Es  ist  somit  der  Coefficient  von  t  in  der  Entwickelung  nach  steigenden 
Potenzen   gleich  j;  •  R   zu   setzen,    und   man  hat  für   symmetrische 
eintypige  Functionen  von  der  Dimension  p 

(18)  ^  z,  ||  =^  Xc,  ||  =2  ks,  If  =  pR. 

In   dem   Falle,   dass   R  lediglich  durch  Sj,  s^,,   •••  s„   ausgedrückt   er- 
scheint, ist  die  letzte  Summe  von  X  =  \  bis  A  =  n  zu  erstrecken. 

§  133.  Wir  wollen  jetzt  von  den  abgeleiteten  Differentialformeln 
für  die  numerische  Berechnung  von  symmetrischen  Functionen  Nutzen 
zu  ziehen  versuchen.  Nach  den  Darlegungen  von  §  90)  ist  es  stets 
leicht,  vorgelegte  eintypige,  symmetrische  Functionen  S  der  Wurzeln 
als  Functionen  der  Wurzelpotenzen  Sj,  Sg,  •••  s„  darzustellen;  und 
nach  §  99  macht  auch  die  Herstellung  des  litteraleu  Theiles  der  Dar- 
stellung von  S  durch  c, ,  c.^,  •■•  Cn  keinerlei  Mühe.  Setzt  man  diese 
beiden  vorläufigen  Resultate  in  (16*)  ein  und  führt  die  angegebenen 
Differentiationen  aus,  dann  entsteht  eine  Reihe  von  linearen 
Gleichungen  dadurch,  dass  mau  die  Coefficienten  gleicher  Aggregate 
der  c"c^  •  •  •  c*  einander  gleichsetzt.  Mit  ihrer  Hülfe  lassen  sich  die 
noch  unbekannten  Coefficienten  des  Ausdrucks  der  Function  durch 
die  cx  bestimmen.    Einige  Beispiele  mögen  diese  Vorschriften  erläutern. 
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Es  soll 

berechnet  werden;   die  u  sind  unbekannte,  numerische  Grössen.     Aus 
1^16*)  entsteht 

+       I7  =  0  =  (4MoCi'  +   2«!  Ci  ^2   +  W2C3)  +  K«l'  +   2«3C2)  Ci 

+  «2C1C2  +  «4^3- 

Es  ist  infolge  dessen  das   System  der  sieben  linearen  Gleichungen  für 
die  fünf  Grössen  u 

W4  =  —  4,     t/2  +  %  =  Oj     «1  +  ^'2  =  0,     2i<3  +  ?i4  =  0, 
4n,  +  «1  =  0,     2u,  +  2u,  +  v,  =  0,     «2  +  ^*4  =  0 
zu  befriedigen.     Man  erhält  hierfür  widerspruchsfrei  die  Werthe 

t'o=l,     t<i  =  —  4,     ^2  =  4,     U3  =  2,     w^  =  —  4, 
und  somit  wird 

S4  =  Ci^  —  Ac^^c,  +  4C1C3  +  2c2^  —  4C4. 
Wir  nehmen  ferner  als  zweites  Beispiel 

E  --=  S{2i^Z^^2s)  =  S1S2S3  —  ^^1%   —  ^2^4  —  «3^  +  ^^% 

=  «o<^i^C4  +  ^<lClC2C3  +  u^c.Cr,  +  itgCg^  +  u^c^c^  +  «5C3-  +  ^^g^e 
und  erhalten  hier  zunächst  die  Differentialquotienten 

8B ^        dB cB et  2 

W^~~    '      ä^  "  ~"  ^1  ""  ~  ^1'     ^  —  —  ^2  —  ^^2  —  Ci  , 

_  =  s,s^  —  2S3  =  -  c^^  +  4CiC2  —  6C3, 

^  2  O       2      I       '1 

Daraus  folgt  dann  weiter  durch  Anwendung  von  (lö'^) 
-6-2  =  ^,;    ^'6  =  -12; 

—  5q  =  u^c^  -f  Wgq  5    «2  =  '^ ; 

—  4(2^2  —  Ci^)  =  (««.^Ca  +  ^<oCl^)  -f-  «2^1^  +  "6^2 ;     "o  =  —  3,  «4  =  4 ; 
3  (—  Ci^  +  4ciC2  —  6C3)  =  (uiCiC,  +  2H5C3)  +  (W4C1C2  +  UoCi^) 

-f-  ^<2  ^1  ^2  ~r  *'6  ^3  5 
%  =  —  3,  Wi  =  1 ; 

—  2(C,^C2  —  C,C3  —  2^2"  +  4C4)  =  KCifg  +  3^362^  +  «4C4) 

+  c,  (M1C1C2  +  2^563)  H ; 

%  =  0; 
Netto,  Algebra.   I.  10 
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und  demnach  schliesslicli  das  Resultat 
n  =  S{z^^z^^z^}  =  —  ^c,-c^  +  C1C2C3  +  Ic^c^  +  Ac.,c,  —  8^3^  -  12^6. 
Als  drittes  Beispiel  wählen  wir,  um  an  ihm  noch  besondere  Ver- 
einfachungen der  llechnuug  zu  zeigen, 

Denkt  man  sich  S  durch  die  Pofcenzsummen  ,s  ausgedrückt,  so  treten 
nur  sx  mit  geradem  Index  A  auf.  Denn  aus  der  P)ildungsweise  von 
§  9G  geht  ohne  weiteres  hervor,  dass  bei  S  {s'^' z"-' •  ■  ■  z"")  nur  Grössen 
Sa,,  *'.r^,  •  •  •  >2,/,,  •  •  •  -5«.  +  «,,  •  •  •  5a,+a,+«,  ?  '  '  '  vorkouimeu  können,  in 
unserem   Beispiele   also    nur   i^x   mit  geradem  Index   A.     Es    ist    daher 

ö-  =  0,   ->.-   =0,  und  dies  giebt  unter  Verwendung  von  (16*) 

"0  =   ""   ^'1  =   +  "2  =  ^  ":>   =  ^'4  • 

Hierdurch  sind  die  Verhältnisse  der  u  unter  einander  bestimmt.  Um 
nun  eines  derselben  wirklich  zu  finden,  machen  wir  die  besondere 
Annahme,  dass  die  Gleichung  in  z  vom  vierten  Grade  sei, 

Z^  —  C^Z^  -{-  C.yZ^  —  C^Z  -f  C4  ==  0 . 

Hieraus  folgt  sofort  11  =  i\- ,  also  hier   und  allgemein  u..  =  1 .     Dem- 
nach ist  jetzt  jeder  der  Coefficienten  bestimmt,  und  es  wird 
ii  =  _  2cjC7  +  2c^c^  —  2C3C5  +  c/  +  2c^. 

§  134.  An  den  beiden  ersten  Beispielen  des  vorigen  Paragraphen 
hat  sich  gezeigt,  dass  die  Differentialgleichungen  (16*)  zur  Bestimmung 
der  numerischen  Coefficienten  ausreichen  können.  Dass  sie  aber  auch 
wirklich  stets  zu  diesem  Zwecke  ausreichen,  wollen  wir  jetzt  beweisen. 

Aus  der  Herleitung  selbst  ergiebt  sich,  dass  das  System  linearer 
Gleichungen  stets  ein  widerspruchfreies  sein  wird.  Bilden  wir  nun 
zunächst  für  k  =  n 

so  treten  auf  die  rechte  Seite  alle  und  nur  diejenigen  Coefficienten  u, 
welche  in  Aggregaten  uc"  c^  c^^-  ••  c'^'  vorkommen,  bei  denen  c«  einen 
von  Null  verschiedenen  Exponenten  d  besitzt.  Gleichzeitig  sieht  man, 
dass  alle  diese  it  nach  der  Difi'erentiation  wie  vorher  mit  verschiedenen 
Aggregaten  dc"c^cy---c'^'~^  multiplicirt  sind.  Ein  Vergleich  mit  der 
linken  Seite  giebt  demnach  die  eindeutige  Bestimmung  aller  dieser 
Coefficienten.     Ist  das  erledigt,  dann  gehen  wir  zu 

(-l)"-H>.    -1)^  =^         +.,^ 
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über.  Als  nnbekaunte  u  können  nur  solche  auftreten,  die  der  erste 
Summand  rechts  neu  einführt,  und  das  sind  eben  nur  solche,  welche  in 
Aororreoraten  nc''c''tcl  ■  ••  c^  vorkommen,  bei  denen  c„_i  einen  von  Null 
verschiedenen  Exponenten  besitzt.  Jeder  derselben  gehört  einem 
anderen  Aggregate  von  Potenzen  der  c  an.  Ein  Vergleich  mit  den 
entsprechenden  Aggregaten  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  liefert 
demgemäss  die  eindeutige  Bestimmung  aller  dieser  Coefficienten.  In 
derselben  Weise  geht  man  weiter;  und  dadurch  zeigt  es  sich,  dass  wirk- 
lich alle  V  eindeutig  durch  die  aus  (lö'*)  liiessenden  Gleichungen  be- 
stimmt sind. 

§  135.  Auch  die  folgende  Methode  liefert  häufig  bequeme  Be- 
rechnungsweisen für  symmetrische  Functionen.  Die  zu  bestimmende 
Function  Tl{z^y  z^,  ■■■  z„)  denken  wir  uns  durch  die  q  ausgedrückt 
und  in   die  Form 

(19)  E  =  Q^.Cl  +  Q,  C\-'   -h   Qtd--^  ^ V   Q,-lCn  -f   Qg 

gebracht,  worin  die  Qq,  q^,  ■■■  Qg  noch  unbekannte  Functionen  von 
c,,  C.2,  ■■  ■  Cn—i  allein  bedeuten,  und  p,  den  Werth  Yon.B(^^,  t,.>,  ■  •  ■  b«— i,  ^/O 
angiebt,  der  zu  den  Wurzehi  der  Gleichung 

Z"  —  CiZ"-^  -f  C^Z"—-   —   .  .  •  +  Cn-lZ  =  0 

gehört.  Wir  nehmen  an,  dass  dieses  Qg  gefunden  ist.  Weiter  setzen  wir 
voraus,  dass  li  als  Function  von  6',,  Sg?  ' ' "  •'^n  ^^  der  Form  lisi^i,  s.^,  •  ■  •  s„) 
dargestellt  sei.     Dann  folgt  aus  (T"*)  für  die  Annahme  (19) 


;.=i 


-f  c„_,[g^,cr^  +  (7-l)p,^r'  +  ---]=^A,9,_x|^^ 


/  =  1 


und  wenn  wir  die  als  bekannt  angenommene  rechte  Seite  in  die  Form 

bringen,  dann  ergeben  sich  Qg—i,  Qg—2,  ■  ■  ■  der  Reihe  nach  aus  den 
Gleichungen,  welche  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  von  c„^, 
c„\  •  •  •  entstehen, 


C„-iQg-i  -=  6n         —  "^(W  —  A  -f   1)C;.-1     "' 


/.  =  i 


(20)  2c,-,Qg-,  =  o'_i  -  y(n     -  A  -f  l)c,_i     '-' 


n  — 1 


9-2 


3c„-lQg-3  =  (?„-2  -^(.^  —  ^  +  l)c;.-i  -g^  , 

10* 
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Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Berechumigsart,  wenn  R  eine 
Function  der  Wurzeldiffereuzen  von  (1)  ist;  denn  nach  (17)  werden 
dabei  sämmtliche  6  gleich  Null  zu  setzen  sein. 

Wir  werden  auch  hierzu  zwei  Beispiele  behandeln,  um  das  Ver- 
fahren zu  erläutern,  und  zwar  wollen  wir  gleich  die  zuletzt  erwähnte 
erleichternde  Voraussetzung  machen,  dass  li  eine  Function  der  Wurzel- 
dififerenzeu  von  (1)  ist. 

Wir  legen  die  Gleichung  dritten  Grades 

Z^  —  C^Z^  -\-  €^0  —  C^  =  0 

vor  und  suchen  für  sie 

B  =  (^fj  _  5-2)2  (^^  _  z^y{0^  —  ^3)2  =  Q^c^^  -{-  QiC^-\-  Q->  • 
Hier  ist  q.^  durch  die  Gleichung 

z^  —  c^z^  -{-  c^z  =  0 , 
deren  Wurzeln  wir  mit  ^j,  ^,  0  bezeichnen,  als 

bestimmt,  und  nun  hat  man  nach  (20) 

c^Pj  =  —  3(2ciC,2)  -  2c,(2c^^Cc,  -  12a/)  =  ISqc/  —  4:C,^c^, 

9i  =  —  4ci3  +  ISciCg-, 

2c,Q,  =  -  3(-  12c^'  +  I8C2)  -  2c,(18c,)  =  —  54^2, 

Po  =-27; 
folglich  wird 

i?  =  —  27c3^  —  4cj^c^  -\-  IScjCgCg  +  Cj^c^'^  —  Ac^^. 

Das  zweite  Beispiel  mag  sich  direct  anschliessen,  indem  wir  die 
in  gleicher  Weise  gebildete  Function 

B  =  {z^-  z,y  (Zj_  —  ^^3)^  (^2  —  hf  •••(%-  ^4)' 
für  die  Gleichung  vierten  Grades 

Z*  —  CiZ'^  -\-  c^z^  —  c^z  -\-  c^  =  0 
berechnen.     Wir  setzen  hier 

(21)  E  =  Q^C^^  +  ()iC/  +  Q,C^  +  Qs  ■ 

Q.^  wird  aus  der  Gleichung 

z*  —  Cj^z'^  -{-  c^  z^  —  Cq z  =  0 , 

deren  Wurzeln  wir  mit  2;,,  ^.,,  ^.^,  0  bezeichnen,  als 

=  -  27c/  —  4c,^c,''  +  I8C1C.C3»  +  c^'c/c./  —  4c/ r.;-*  =  q^ 
bestimmt.     Die  Gleichungen  (20)  liefern  dami 
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c-sQ,  =  -  4[-  12.1^^3^+  lSc,c/+2c,c^c/] 
-  3c,  [iSc,c,'+  2c,'c,c,'-  I2c,'c^] 

~  2c,  [—  IO8C33  —  12c,^c.,^  +  54:c^c^c./  +  2ci-c/cs  —  Sc./'c^]; 
Q^=  —  6ci2c3-+  144^2^3^  —  SOciCo^Cg  +  Uci^c^c.,  -  Ac^^c^^  +  Ißc^^ 
Daraus  erhält  man  weiter  auf  demselben  Wege 

2C3P1  =  —  4(—  12  c^Cs'  —  80c,-C3  +  54e,=^C2f3  —  8c^r^^) 

—  3  c^{lUc,^  —  160  c,c,Cs-\-  18  c,^^—  12cj^c^^  +  64^2=') 

-  2c^(— 12 c,hs-{- 288 c^c^  — 80 c,c.^^-{-  IScj^Cg); 
Pi=  -  192qc3—  128co'+  144c,2c2— 27  c,'. 

Endlich  ergiebt  sich 

3c3(),  =  — 4(— 192c3  +  288ciC2-  108 c^^)  -  Sc, (-256^2  +  144q^) 
—  2c2(—  192  O; 
Qq  =  256. 
Damit  ist  dann  die  Bestimmung  von  B  vollendet,  indem  die  gefundenen 
Werthe  für  die  p  nur  noch  in  (21)  einzutragen  sind. 


Zwölfte  Vorlesung. 
Die  Resultanten  nnd  ihre  Darstellung. 
§  136.    Es  sind  zwei  ganze  Functionen  der  Variablen  2  vorgelegt, 

es  sollen  die  charakteristischen  Bedingungen  dafür  ab- 
geleitet werden,  dass  beide  Functionen  einen  gemeinsamen 
Theiler  besitzen,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass  die  beiden 
Gleichungen 

(2j  /"(^)  =  0,     ry(.)  =  0 

mindestens  eine  gemeinsame  Wurzel  haben. 
Wir  bezeichnen  die  Wurzeln  von 

f{ß)  =  0     durch     «1,  a.,,  •••  a,„, 

g(z)  =  0        „        ß„ß2,---ß,n 

dann  können  wir  die    gesuchte  Bedingung    einfach    dahin    formuliren, 

dass   ein  «^  mit  einem   ßx   übereinstimmen  muss,    und   dass   also    das 

Product 
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(3)  Rf, ,  =  «'•  hl'  («X  -  .0  J  (a,  -  ^,)    •  •  («1  -  ßn) 

(a,-ß^){a,-  ß,)---ia,-ß„) 


(«„,-/3,)(«,«-/3,)---K-/3„) 

verschwindet.  Hier  ist  die  geforderte  charakteristisclie  Bedingung 
durch  das  Nullwerden  einer  Function  der  Wurzeln  allein  ausgedrückt, 
sobald  man  den  Factor  a^  &^f  weglässt.  Fasst  man  aber  umgekehrt 
das  zurückbleibende  Product  in  Partialproducte  seinen  m  Zeilen  oder 
seinen  n  Spalten  nach  zusammen  und  bedenkt,  dass 

giz)  =  h,{z-ß,)iz-ß.^-.-{z-ii„), 

f(z)  =  r/,(«,  -.^)(a,-z)---  (a„.  -  ^)  •  (-  1)'" 

ist,  dann  geht  (3)  in  die  Gestalt 

(4)     Ry,,  =  alg{a,)g{a,)  ■  •  •  g{a„,)  ==  (-  1)""^ b';;  fiß,) /{ß,)  ■  ■  ■  f{ß,:) 

über;  hier  sieht  man,  dass  der  Factor  a[\b'i;  nothweudig  war,  um  R,^,j 
zu  einer  ganzen  Function  der  Coefficienten  a^,  h/.  zu  machen.  Dieser 
Ausdruck  R/,g,  welcher  eine  ganze  Function  der  a^,  bx  ist, 
«•iebt  durch  sein  Verschwinden  die  charakteristische  Be- 
dingung  dafür,  dass  f  und  g  einen  gemeinsamen  Theiler 
besitzen.     Er  heisst  die  Resultante  von  f  und  g. 

§  137.  Der  erste  Ausdruck  von  R/^y  in  (4)  zeigt,  dass  die 
Resultante  homogen  in  den  by.  vom  >w'®"  Grade  ist;  ebenso 
zeigt  der  zweite,  dass  sie  homogen  in  den  üy.  vom  n*®"  Grade  ist. 

Ferner  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  R  in  der  Gesammtheit  der 
Coefficienten  Uy,,  bx  eine  isobarische  Function  vom  Gewichte 
mn  wird  (vgl.  §  99).  Ersetzt  man  nämlich  die  Functionen  /'  und  g 
durch  • 

und 

&o^"  +  b^QZ"^-'  H-  b.Q^z"--  H h  bnQ% 

so    gehen    die  Wurzeln   a^,    ßx    in    ar^,^,    ßxQ,    und    der   Ausdruck    (3) 

geht  in  

a'XQ""'YJ{ay.  —  ^;.)  =  Q'^'R/,, 

über.  Es  muss  demnach  J{/^,j  so  beschaffen  sein,  dass,  wenn  man  jedes 
tty  und  hy,  durch  OyQ''  und  b^Q"  ersetzt,  sich  die  Function  einfach  mit 
9""'  multiplicirt;  wegen  der  Willkürlichkeit  der  a,  b  muss  dies  bei 
jedem  einzelnen  Gliede   der  Fall  sein,  welches   in  Ry^,j  auftritt,   d.  h. 

wenn 

est.  ataP^  •'■  a"mh']"b%^  ■■■  b'i» 
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ein  solches  Glied  ist,  dann  muss,  wie  behauptet  wurde, 

l/'i  +  2;),  H [-  mp„,  +  iQi  -^  2q..-\ \-  nq„  =  mn 

werden. 

Aehnlich  wie  bei  den  s^^mmetrisehen  Functionen  ist  es  durch  die 
soeben  bewiesenen  Sätze  auch  hier  möglich,  den  litteralen  Theil  der 
Resultante  zweier  Functionen  sofort  aufzustellen.  Ist  z.  B.  m  =  w  =  2, 
also  mn  ==  4,  so  folgt,  dass  nur  Glieder  der  Form 

auftreten  können.  Dass  Glieder  wie  aQ^h.f  und  0.2  1)^  oder  wiea^^a^i" 
und  a^^bji^  gleiche  Coefficienten  haben,  folgt  aus  der  Symmetrie  der 
Bildung  hinsichtlich  der  Functionen  /,  g  von  gleichem  Grade. 

§  138.  Ersetzt  man  die  Function  (/  durch  das  Product  gi{ß)g.2{z) 
zweier  Functionen  der  Ordnungen  n^  und  n.,,  dann  zeigt  die  Formel  (4) 
die  Beziehung 

=  «o' ö'i («1 )  •  •  •  9r («m) •  a'i:-g.> («i)  ■■■ü-> {cCm) 

d.  h.  es  ist 

Aus  derselben  Formel  (4)  folgt,  wenn  q  eine  Constante  bedeutet, 

^/,9+gf  =  «0  IffM  +  ^/"(«l)]  •  •  •  [6'(«m)  +  g/X««)]; 

d.  h,  es  wird,  weil  f{cc^)  =  0,  •  •  •  ist,  die  Gleichung  gelten 

(6)  ^r\o+qf  =  ^f,9- 

Nimmt  man  in  (4)  ferner  giß)  =  0",  dann  werden  sämmtliche  /? 
gleich  Null  und  es  ergiebt  sich  die  Specialformel 

(7)  Rf^  ,n  =    -  1)-»  [/-(O)]«  =  (—  1)-»  a»  . 

§  139.  Die  Berechnung  von  Uf^g  durch  (4j  muss  sich  auf  die  Aus- 
werthung  der  verschiedenen  in  (4)  eingehenden  symmetrischen  Functionen 
stützen.  Das  ist  sehr  unbequem.  Einfacher  lässt  sich  die  Berechnung 
auf  die  Darstellung  von  Tif^,,  durch  eine  Determinante  gründen.  Wir 
betrachten  zu  diesem  Zwecke  das  System  von  (/»  -f-  )i)  Gleichungen 

{fim  —  f{z))  -f  a,„_i  ^  H h  ^'0^'"  =  0, 

Ja„.  —  f{z))  3  -\ h  «1^'"  +  «0^'"+'  =  0 , 

K  — /C^))^"-^  H \-  «0^'"  +  "-'  =  0, 

b„  -^bn-iS-\ (-  ^0^"  =0, 

bnS  H {- b,z„ -^  b^2"+^  =0, 


b„2"'-^  + 1-  &o^'"+"- '  =--=  0, 
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und  fassen  sie  als  homogene,  lineare  Beziehungen  für  die  (w  +  n) 
Grössen  1,  0,  z^,  ...^'"  +  "-1  auf.  Die  n  ersten  sind  wegen  (1)  iden- 
tisch befriedigt,  die  m  letzten  gelten  nur  für  z  =  (i^,  ß^,  •■■  ßn-  Mau 
erhält  also  nach  anderer  Anordnung  von  Spalten  und  Zeilen  die  für 
it  =fQ3^)^  fiß-^),  ■••  f{ß")  geltende  Gleichung  n*«"  Grades  in  u 

um—  il  0  •  •  •  0 


0  = 


ffn  a.  a. 


0    «0  «1 


^m  — 1       ^m — '< 


0 


0    0    0 

h  h  h 
0    \  h, 


«0       »1 

h„-i   h„        0 

bn--2     &«-l     bn 


0  0  0  h 


bn 


(u  Zeilen) 


(m  Zeilen). 


Diese  Determinante  ist  demnach  eine  Function  w*^"  Grades  in  u,  deren 
Nullwerthe  die  Grössen  /"(^,),  f{ß^,  ■  ■  •  fißn)  bestimmen.  Dividirt 
man  diese  Function  durch  den  in  ihr  auftretenden  Coefficienten  .von  u", 
dann  wird  das  von  u  freie  Glied  =  {— 1)"  ■  fißi)  ■  fXß-^)  ■  •  ■  fißn)-  Der 
Coefficient  von  ( — itY  ist  hier  ( — l)'""&;f,  und  somit  kommt  man  zu 
der  Gleichung 

0     •••  0 
••  0 


(n  Zeilen)  |    0    a^ 
(8) 
(m  Zeilen) 

welche    die   Resultante    in   der  Form    einer  Determinante    vom  Grade 
(w  +  ^0  darstellt. 

§  140.  Wir  dringen  auf  dem  folgenden,  von  Euler*)  angegebenen 
Wege  der  Betrachtung  noch  tiefer  in  die  Natur  der  Frage  ein. 
Haben  f=0,  g  =  0  eine  Wurzel  &  gemeinsam,  dann  besitzen  die 
Polynome  der  Gleichungen  die  Formen 

/  =  (^-®)7i(^),    g  =  iz-&).gM, 

wobei  /i,  <7j  ganze  Functionen  der  Grade  (m  —  1),  (3?  —  1)  sind. 
Hieraus  folgt  dann  durch  Combination  die  Gleichung 


(9) 


/■•^, -.v-/;  =  o. 


*)  Euler:    Mäm.  de  Berlin   1764;  p.  96. 
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Umgekehrt  ist  durch  die  Existenz  einer  solchen  Gleichung,  in  welcher 
/"j,  g^  nicht  identisch  verschwindende,  ganze  Functionen  der  Grade 
(m  —  1),  (w  —  1)  bedeuten,  auch  der  Beweis  für  die  Existenz  einer 
gemeinsamen  Wurzel  von  f  =  0  und  g  =  0  zu  führen ;  denn  g^  [z] 
kann  nicht  alle  linearen  Factoren  {s  —  /3;.)  von  g(^2)  enthalten,  und 
daher  giebt  es  mindestens  einen  Linea rfactor  von  g(_^),  der  auch  in 
f{0)  auftritt.     Schreiben  wir  jetzt 

^      ^  fh  =  <?o^"-'   +  ^,^"-'   +  •••  +  ^i«-i, 

tragen  dies  in  (9)  ein  und  setzen  in  dem  nach  Potenzen  von  z  geord- 
neten Ausdrucke  alle  einzelnen  Coefficienten  =0,  so  entsteht  das 
Gleichungssystem 

a'y%  +  %<li  —b,P,  -  hPi  =0, 
(11)     •     •     • 

Die  Existenz  einer  gemeinsamen  Wurzel  0  fordert  somit,  dass  diese 
in  den  p  und  q  homogenen  Relationen  durch  ein  System  von  Werthen 
p,  g,  die  nicht  sämmtlich  verschwinden,  erfüllt  werden  könne.  Die 
Determinante  muss  also  gleich  Null  sein.  Sie  ist  nach  Umstellung 
von  Zeilen  und  Colonnen  gleich  der  in  (8)  aufgeschriebenen  und 
wieder  gleich  der  Resultante  R/,g. 

Diese  Methode  trägt  noch  weiter.  Kann  man  zwei  nicht  identisch 
verschwindende,  ganze  Functionen  f[^\  g^^^  der  Grade  (m  —  2),  (n  —  2) 
bestimmen,  für  die  identisch 

(9*)  f-9?-9-f[''  =  0 

wird,  so  besitzen  /",  g  einen  gemeinsamen  Factor  zweiten  Grades  und 
umgekehrt,  so  dass  in  (9*)  die  charakteristischen  Bedingungen  für  das 
Bestehen  zweier  gemeinsamer  Wurzeln  vereinigt  sind.  Der  Beweis 
für  diese  neue  Behauptung  ist  dem  bei  (9)  gegebenen  durchaus 
analog.  Wir  brauchen  hier  in  /,,  r/j  aus  (10)  nur  ^„,  g^  gleich  Null 
zu  setzen  und  das  Gleiche  in  dem  Gleichungssysteme  (11)  zu  thun, 
um  den  jetzt  zu  untersuchenden  Fall  vor  uns  zu  haben.  Das  System 
der  homogenen  Gleichungen  besteht  dann  aus  (m  +  '^  ~^  1)  Rela- 
tionen zwischen  (m  -\-  n  —  2)  Unbekannten,  und  die  hinreichenden 
Bedingungen  für  unseren  Fall  liegen  in  dem  Verschwinden  aller  De- 
terminanten (iw  -j-  '<  —  2)*^^  Grades,  die  aus  der  Matrix 
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«0    «1 

0    ff„ 


(l,n-l     (l 
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0 


0     K 


hn        0 
h„-i    h„ 


(n  —  1  Zeilen) 


(w      1  Zeilen) 


(jn  -\-  11  —  1  Spalten) 


ents})riugezi.     Bekanntlich  sind  dies  nur  zwei  Bedingungen. 

Jn  derselben  Weise  kann  man  fortfahren. 

Für  m  =  n  =  2  z.  B.  erhält  man  als  charakteristische  Bedingung 
für  die  Existenz  einer  gemeinsamen  Wurzel  vermittels  des  Systems 

«2/^0  +  «i/^i -- ^2^0  —  ^«1  -- 0, 


die  eine  Gleichung 

1  «0  «i  «2  ^ 
0    «0  «j  «2 


(12)  0  = 


&0     &,     &2    0 

0     &u    61    h 


{%h  —  «2&0)'  —  K^  -  «1 U  K^2  -  «.'^i) ; 


und  für  die  Existenz    zweier   gemeinsamen   Wurzeln    bei  m  =  n  =  2 
aus  dem  Systeme 

a,/3i  —  61  «j  =0, 
a.,ß^  —  h^a^  =0 
zwei  von  den  drei  Gleichungen  des  Systems 


0  = 


d.  h. 


«ü  «1 

«0   «2 

«1  a, 

60  &, 

^ 

&0     ^^2 

1  h  h 

b^:h^:  k, 


Man  erkennt  leicht,  dass  es  auch  ausreicht,  zu  der  Bedingung  (12)  noch 

I  =0 

I  />o  ^1   I 
hinzuzunehmen. 

§   141.     An  diese  Euler'sche  Methode  lässt  sich  am  einfachsten 

die   Ableitung  der   charakteristischen  Bedingungen   der  Existenz   eines 

grössten  gemeinsamen  Theilers  von  bestimmtem  Grade  für  die  Functionen 

/"  und  y  knüpfen. 
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Aus  dem  Systeme  (11)  erkennen  wir,  dass  das  Verschwinden  von  (S) 
die  nothwendige  Bedingung  für  die  Existenz  eines  Theilers  vom  ersten 
Grade  liefert.     Wir  nehmen  an,  (8)  wäre  erfüllt.    Dann  setzen  wir 

^^^''^  (fl^  =  50^""'  4-  gi^""'  H V  q.n-2 

mit  unbestimmten  Coefficienten  p' ,  q,  tragen  dies  in  die  Function 

ein  und  bilden  das  System  der  Coefficienten 

ßogo  —  &oi?o  =^0, 

«ig'o  +  «o5i  —liV'a—Mh  =Ci> 

«m        2«  — 2  —i>,iPm  —  2      =Cm+„_2. 

Sehen  wir  von  der  letzten  dieser  Gleichungen  ab,  so  haben  wir 
Uf,  _|_  n  _  2)  lineare,  nicht  homogene  Relationen  zwischen  ebeusovielen 
Grössen  p',  q  .  Wir  können  also,  wenn  die  zugehörige  Determinante 
(w  +  n  —  2)*'^'*  Grades 

«n  «1   •  •  •  «m        0     •  •  • 


(8^) 


i2W  = 


i2(l).5  +  C,;+„_2 


von  Null  verschieden  ist,  die  Coefficienten  p' ,  q     so  bestimmen,  dass 

Co  =^0,     ci  =  0,     •  •  •    Cw+«-4  =  0,     Cto  +  „_3  =^  -ß^^S 

und  also  nach  (9*)  auch 

wird.  Diese  Gleichung  zeigt,  dass  /'  und  g  nur  einen  Theiler  ersten 
Grades  besitzen;  denn  hätten  sie  einen  solchen  höheren  Grades,  dann 
müsste  auch  die  rechte  Seite  durch  ihn  theilbar  werden.     Es  liefern 

die  charakteristischen  Bedingungen  dafür,  dass  /'und  g  einen 
Theiler  vom  ersten  und  von  keinem  höheren  Grade  gemein- 
sam haben. 

Ist    dagegen    EW  =  0,    dann    kann    man    durch    ein    nicht    ver- 
schwindendes System  von  p',  q    die  Gleichungen 
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Co  =  0,  ci  =  f),   •  •  •   C,'„4.„_4  =  0,   C,'„  +  „_3  =  0 
befriedigen.     Dadurch  wird  wieder  gemäss  (9") 

Hier  muss  die  rechte  Seite  zu  Null  werden;  denn  f  und  f)  haben 
einen  Factor  gemeinsam,  und  es  giebt  demnach  einen  Werth  von  z^ 
der  die  linke  Seite  zum  Verschwinden  bringt.     Aus 

folgt  nun  genau  wie  oben  bei  (9),  dass  f  und  ry  einen  Factor  min- 
destens vom  zweiten  Grade  gemein  haben. 

Ist  Rf^g  =  0  und  ii^^)  =  {),  dann  setzen  wir 

ff)  =  poz'"--'  +  ih'z"'-''  H h  K-3, 

mit  unbestimmten  Coefficienten  p",  q" ,  tragen  dies  in  die  Function 


(10'') 


(9^) 


f-9?  -  9  •  /f  ^  =  ro'^"'+''-3  +  •  •  •  +  c,;:+„-3 


ein  und  bilden  wieder  die  Reihe  der  {)n  -\-  n  —  2)  Coefficienten 


Sehen  wir  von  den  beiden  letzten  Gleichungen  dieses  Systems  ab, 
dann  haben  wir  {m  ■\-  n  —  4)  lineare,  nicht  homogene  Relationen 
zwischen  ebenso  vielen  Grössen  p'\  q" .  Wir  können  also,  wenn  die 
zugehörige  Determinante  {in  -\-  n  —  4)*^"  Grades 


(8^) 


E(2)   = 


«0  «1  • 
0    a,  ■ 

■am         ö     ■  " 

'    dvi  —  X    dm    •  '  • 

(n  —  2  Zeilen) 

K  h  ■ 
0    \  ■ 

■  K       0    •  •  • 

(m  — 2  Zeilen) 

von  Null  verschieden  ist,  die  Coefficienten  p'\  q"  so  bestimmen,  dass 

Cq^  0,    ci'=  0,    •  •  •  c,;,'+„_..i=  W\ 
und  also  nach  (9^)  auch 

/■•  gf  —  u-fP  =  -R^'^  ^'  +  c„:+„-.i  z  +  C+n--i 

wird.  Diese  Gleichung  zeigt,  dass  /"  und  (j  nur  einen  Theiler  zweiten 
Grades  besitzen;  denn  hätten  sie  einen  solchen  höheren  Grades,  dann 
müsste  auch  die  rechte  Seite  durch  ihn  theilbar  werden.     Es  liefern 
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die  charakteristischen  Bedingungen  dafür,  dass  f  und  g  einen 
Theiler  vom  zweiten  und  von  keinem  höheren  Grade  gemein- 
sam haben. 

In    gleicher  Weise    können    wir  fortgehen.     Definiren   wir    daher 
für  v  =  l,  2,  S,  ■  ■■ 

(Iq  «1  •  •  •  a,„        0     •  •  •  i ) 
I  0    ffo  •  •  ■  «'"-1  «'«    •  •  •    k"  — '^  Zeüen) 

Ön    Ö,    •  •  •    0«  U       ■  •  •    I  I 

(ni  —  V  Zeilen), 


(8«=) 


so  können  wir  sagen:     Es  liefern 

R^^^  =  0,  7?W  =  0,  •  •  •  i?(?-^)  =  0,  E(?)  +  0 
die  charakteristischen  Bedingungen  dafür,  dass  /"und  g  einen 
Theiler  vom  9*®°  und  von  keinem  höheren  Grade   gemeinsam 
haben*). 

§  142.  Bezout  hat  eine,  dann  weiter  von  Jacobi  durchforschte 
Methode  angegeben,  welche  die  Resultante  in  der  Gestalt  einer  üeter- 
minante  vom  m^^^  Grade  {m  ^  n)  liefert**). 

Ist  y  von  geringerem  Grade  als  fj  so  bilden  wir  nach  (5)  und  (7) 


^f,9  = 


R 


'/,  ffi 


Dass  hierbei  a,„  als  von  Null  verschieden  angesehen  werden  muss,  ist 
keine  wesentliche  Beschränkung.  Die  letzte  Formel  zeigt,  dass  wir 
/  und  g  als  von  gleichem  Grade  voraussetzen  dürfen. 

Wir  führen  nun  die  folgenden  abkürzenden  Bezeichnungen  ein 

(X,  JLt)  =  tt/hu  —  cifth. ; 
dik  =  (0,  i  +  Ä;  -  1)  +  (1,  ^  -f  Z;  -  2)  + 
Für  die  d  besteht  auch  die  Gleichung 

4.-=  (0,  i  +  Z:  -  1)  +  (1,  i  +  Ä;  -  2)  + 
und    weil    die    beiden    rechten   Seiten  sich  nur   durch   verschwindende 
Glieder  (A,  ^)  -j-  (ji,  A)  oder  (v,  v)  unterscheiden,  so  ist 

dki  =  dik . 

*)  Diese  Herleitung  ist  von  W.  Scheibner  gegeben:  „Mathematische  Be- 
merkungen." Leipz  Ber.  40.  S.  1—13.  Vgl.  auch  M.  Noether:  „Ueber  den  ge- 
meinsamen Factor  zweier  binären  Formen".    Erl.  Ber.  1895;  12.  Nov. 

**)  Bözout:  Mem.  de  Paris  1764;  p.  317.  —  Jacobi:  De  eliminatione  va- 
riabilis  e  duabus  aequationibus  algebraicis.     Werke  HI;  295. 


-f(^•-  1,  l). 
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Hierfür  erhält  uiau 

a3)  ia,s'-V(hZ  +  o.;)y-{h,z'+\z  +  h,)f=d,,  z"'-'  +  cJ,,  ^"'-'+ ...  +  rf3„. 

(^"'")//  -  f  "/")/■  =d,,,z"^-^-\-d,„,z--^+-+cl 

Für  jede  gemeiusame  Wurzel  z  ==  &  verschwindeii  die  liuken 
Seiten  von  (lo),  also  ist  dann 

(14)  S=\d;,\=0         {i,]c^l,2,--.m). 

Dieser  Determinante  hat  Herr  Sylvester  ^On  a  theory  of  the  syzy- 
getic  relations  etc.;  Phil.  Transact.  of"  the  R.  Acad.  of  London.  V.  148; 
1853)  den  Namen  Bezoutiante  gegeben.  Unserer  Ableitung  nach 
ist  ihr  Verschwinden  eine  nothwendige  Bedingung  für  die  Existenz 
einer  gemeinsamen  Wurzel  von  f^O,  (/  =  ().  Dass  dies  umgekehrt 
auch  hinreichend  ist,  lässt  sich  in  directer  Anknüpfung  an  die  Form 
von  S  zeigen  (§  145).  Wir  wollen  dasselbe  ferner  in  §  144  durch 
Vergleichung  von  S  mit  Rf^r/  nachweisen. 

Cayley  hat  den  Functionen  (13)  eine  andere  Erzeugungsweise 
gegeben*).     Bildet  man 

z  —  i  -^^  ^      z—  t  '  ^'''       z  —  S 

=9{^)Mt"'-'  +  ^t"'~'  +  •••)  +  «.  (e'"--  +  n"'-'  +  •••)] 

=  [.^(;2;)ao-/(^)&o]r'-^+b(^)(«o^  +  «:)-/'(^)(^o'^  +  ^)]^"'-'  +  --, 

so  treten  sie  als  Coefficienten  der  Potenzen  ^"'~"^,  S"'"~"^,  •  •  •  auf. 
üebrigens  hat  Jacobi  (Werke  HI;  299)  bereits  die  Form 

zur  Berechnung  der  Functionen  (13)  benutzt. 

Ueber  weitere  Darstellungen  vergleiche  mau  Baltzer's  Theorie 
und  Anwendung  der  Determinanten  (§  11). 

§  143.  Wir  können  hier  auch  noch  an  frühere  Untersuchungen 
anknüpfen.  Wenn  wir  in  den  Gleichungen  (13)  aus  den  beiden 
ersten  z"'~''-.  dann  aus  den  drei  ersten  z'"''^,  u.  s.  w.  durch  lineare 
Combinationen  elirainiren,  so  gelangen  wir  zu  dem  Gleichungs- 
systeme 


*)  Cayley:    Note   sur  la  luethode  d'^limination  de  B^zout.     J.  für  M.  53. 
S.  36t). 
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^oV  —  Kf=dnZ" 

(13»)  ,f;^g-cpj  = 

fl'->g  —  (p.,f  = 


in  welchem 


dia 


dL 


"u    dia 
f?21     d2a 


d'Aa  = 


"21    "22    d^a 
"31    ^^32    dza    I 


ist.     Bezeichnet  mun  eiue  beliebige  der  Gleichungen  (13*)  kurz  durch 

dann  folgt  sofort  wegen  [tpu]  =  [sPa]  =  « 

[^•J  +  LFJ^m-l; 
es  muss  also  nach  den  §  72  gegebeneu  Auseinandersetzungen  die 
Reihe  der  Functionen  rechts  in  (lo**)  mit  den  Restfuuctionen  identisch 
sein,  die  bei  der  Aufsuchung  des  grössten  gemeinsamen  Theilers  von 
f  und  g  vorkommen,  oder  von  diesen  nur  durch  gewisse  Factoren  unter- 
schieden sein.  In  dem  sogenannten  regulären  Falle,  in  dem  jeder  der 
Quotienten  der  Divisionen  vom  ersten  Grade  ist,  erhält  man  die  Rest- 
fuuctionen selbst  oder  mit  Constanten  multiplicirt,  und  die  obigen  Aus- 
drücke für  die  d'  geben  eine  neue  Darstellung  ihrer  Coefficienten. 

§  141.  Wir  kommen  jetzt  izu  der  Yergleichung  der  beiden  De- 
terminanten S  und  -Rf,^.  'Für  die  Umformung  der  einen  in  die  andere 
findet  sich  bei  Baltzer  (Determ.  §  11)  ein  Beweis,  dem  Herr 
Gordan*)  eine  concisere  Fassung  gegeben  hat.  Wir  wollen  hier  einen 
anderen  vortragen,  der  den  Vorzug  besitzt,  unverändert  auf  die  Sub- 
determinanten  E'-^\  Ii'-^\  •  •  •  in  (8")  anwendbar  zu  sein.  Wir  setzen 
auch  hier  wieder  m  =  n  voraus. 

Aus  11^^^  stellen  wir  zunächst  ein  7^("  =  -j-  Ji''^  dadurch  her,  dass 
wir  die  Gesammtzeilen  der  a  für  sich  in  umgekehrter  Reihenfolge 
schreiben  und  ebenso  die  der  6,  also  die  {in  —  v  —  af^  Zeile  als 
(a  -f-  l)**"  und  die  (2  m  —  2v  —  a)^  als  {m  —  v  -\-  a  -l-  Vf^.  Aus 
JR'j'')  leiten  wir  ein  i?'^'^  =  +  Ii^^'>  dadurch  ab,  dass  wir  die  (;»  —  v  -\-  a)'^ 
Spalte  in  umgekehrter  Elementen -Folge  zur  a**^"  Zeile  machen 
(a  ==  1,  2,  ■  ■  •  m  —  v)  und  die  ß**^  Spalte  auch  von  unten  nach  oben 
geschrieben  zur  {)n  —  v  -\-  «)*''"  Zeile.  Endlich  formen  wir  ein  R^^ 
aus  R^^\  indem  wir  die  letzten  (in  —  v)  Zeilen  und  Spalten  je  mit 
( —  1)  multipliciren.     Bildet  man  nun 


*)  Vorlesungen  über  Invarianten theorie;  herausgeg.   v.   Kerschensteiner. 
Bd.  1;  S.  153. 


IßO 
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indem  man  wie  gewöhnlich  die  Zeilen  des  ersten  Factors  mit  den 
Spalten  des  zweiten  comhinirt,  so  erhält  man  eine  Determinante,  die 
sich  sofort  als  das  Quadrat  von 


m 


v) 


(15)  SO  =  I  d,,  (i,  k  =  \,2, 

ausweist.  Es  unterscheiden  sich  demnach  R'-''>  und  S^'^  höchstens  durch 
ihr  Vorzeichen.  Bevor  wir  dieses  bestimmen,  wollen  wir  an  einem 
Beispiele  den  Gang  der  Rechnung  erläutern.  Es  sei  m  =  4,  v  ==  1; 
dann  wird 


0 


h 


\    —«3     —«2 

h.,   —a^   —  Ö3 


-h 


0  0  ttfl  «1  «2  '^'3 

0  a„  a,  «._,  flfg  (1^ 

Qq  «1  a.^  «3  «4  0 

0  0  &o  ^^1   h  h 

0  h^  6,  62  ^3  ^4 

K  ^1  h  h   K  0 


(0,1)  (0,2)  (0,3)                   0     (4,1)  (4,2)     • 

(0,2)  (0,3) +  (1,2)  (0,4) +  (1,3)  (1,4)      0  0 

(0,3)  (0,4) +  (1,3)  (1,4) +  (2,3)  (2,4)      0  0 

0        0  0  (0,1)  (0,2)  (0,3) 

0        0  0  (0,2)  (0,3) +  (1,2)  (0,4) +  (1,3) 

0        0  0  (0,3)  (0,4) +  (1,3)  (1,4) +  (2,3) 


du 

^12 

di3 

(hl 

0^22 

"23 

^31 

^32 

^33 

Um  das  noch  fehlende  Vorzeichen  zu  bestimmen,  beachten  wir,  dass 
in  7^('>  die  Hauptdiagonale  das  Glied  a^'-'b^Zl  liefert.  In  /S('>  ent- 
halten von  allen  dik  nur 


c?i,„_„  =  (0,  m  — v)  + 


fZ2,«-.— 1=  (0,  m  — i^)  + 


das  Glied  a^b,,,-,,.    Folglich  tritt  r/«-''6;;;-;  hier  in  der  Nebendiagonale 

auf  und  hat  also  das  Zeichen  ( —  1)^ 
Es  ist  sonach  durch 

(16)  B«  =  (_lp-""-"""--"S0) 

die    Determinante    des    Grades    2(m  —  v)    in    eine    solche    des 
Grades  {m  —  v)  umgewandelt. 
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Daraus  folgt,  dass  die  charakteristischen  Bedingungen 
für  das  Bestehen  eines  gemeinsamen  Theilers  genau  vom 
Grade  q  für  die  beiden  Functionen  m*''°  Grades  /"  und  y  durch 

Ä  =  0,   Ä(i)  =  0,  •  •  •  Ä(?-i)  =  0,   Ä(?>  4=  0 

gegeben  werden. 

§  145.  Aus  (13)  bilden  wir,  nachdem  die  erste  Zeile  mit  der 
Constanten  a^,  die  zweite  mit  a.^  u.  s.  f.,  die  x*®  mit  a^  multiplicirt 
ist,  durch  Addition 

(17)         =Ki«i  +  ^2i«-2H \-d,iay]z"^--'-i-[d,,a,-^(l^,a,-] [-cl^ccy^z"'-^ 

H h  {dim(x^  -i-doma^  -\ hf^xm«J- 

Ist  demnach  die  Determinante  der  ersten  x  Klammern  rechts,  nämlich 

S(m-y.)=^\cla\  (i,  Ä;=l,  2,  •••  x) 

gleich  Null,  dann  kann  man  ein  System  a, ,  a^,  ■■•  a.y  bestimmen, 
dessen  Elemente  nicht  sämmtlich  verschwinden,  und  für  welches  die 
linke  Seite  von  (17)  sich  auf  eine  Function  des  Grades  (/n  —  x  —  1) 
reducirt. 

Nehmen  wir  nun  zunächst  x  =  m,  und  setzen  wir  jS  =  0  voraus, 
dann  folgt  wegen  (17) 

9U-f-g.  =  ^,         ([A]  =  M  =  »^^-i) 

und  daraus,  dass  f  und  g  einen  gemeinsamen  Theiler  ersten  Grades 
haben.     Ist  auch  aS^^'  =  0,  dann  folgt,  dass  weiter  auch  für  x  =  jh  —  1 

g-ff-  /--^f  =  est.,         ([/;]  =  M  =  m-2) 

wird;  da  aber  f  und  g  einen  Theiler  gemeinsam  hatten,  so  muss  die 
Constante  rechts  gleich  Null  sein;  und  dann  zeigt  die  Gleichung  weiter, 
dass  der  Theiler  zum  zweiten  Grade  aufsteigt.  Ist  dagegen  /S^^^  =]=  0, 
dann  liefert  die  letzte  Gleichung  den  Beweis  dafür,  dass  der  gemein- 
same Factor  von  f  und  g  nur  vom  ersten  und  nicht  von  höherem 
Grade  sein  kann. 

Auf  diese  Weise  erkennt  man  auch  direct  nach  der  Methode  des 
§  141  die  Richtigkeit  des  Theorems,  welches  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  durch  Determinanten-Umwandlungen  abgeleitet  worden  war. 
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Dreizehnte  Vorlesung. 
Eigenschafteu  der  Resiiltauteii.  —  Wurzelexisteiizbeweis. 

§  IIG.  Wir  wollen  jetzt  eine  Reihe  von  Eigenschaften  der  Re- 
sultanten ableiten.  In  der  vorigen  Vorlesung  haben  wir  bereits  Fol- 
gendes nachgewiesen: 

(I)  Rf^g  ist  homogen  vom  Grade  n  in  den  a  und  vom 
Grade  m  in  den  6;  Ii,-,y  ist  isobarisch  vom  Gewichte  m  •  n  in 
der  Gesammtheit  der  a  und  der  h. 

(II)  Es  ist 

^f,9i-9i  =  ^/,9i  '  ^/.92 

und  insbesondere 

ih9.-^-''  =  {-'^y"xß/>9.- 

(III)  Es  ist  Ef^g+g/  =  Rf,y,  wenn  q  eine  Constante  bedeutet. 
(^IV)  Es  ist  Rf,g=  (—  l)"'"R:,.f-     Dies  folgt  nämlich  unmittelbar 

aus  der  Formel  (3),  §  136. 

Die  Sätze  (III)  und  (IV)  lassen  sich,  wenn  2h  <1jP'i  i'  Coustanten 
sind,  in  der  Form 

(1)  ^p/+3?,p7+9V  =  ^M—  p'ürR/,9 

erweitern,  falls  man  /'  und  g  als  von  demselben  Grade  m  voraussetzt. 
Es  tritt  dann  nämlich  in  der  Bezout'schen  Determinante  an  die  Stelle 
von  (a,&i.  —  Okh,)  der  Ausdruck 

(pui  +  qhi)  {p'ük  +  qh)  —  {p'tti  -f  qh>)  (pat  +  qh) 

und  verwendet  man  also  zur  Rosultantenbildung  die  abgekürzte  Form, 
so  sieht  man  sofort,  dass  die  neue  Determinante  sich  nur  durch  den 
Factor  {pq  —  v'q)'"  ^^n  der  früheren  unterscheidet. 

§  147.     Wir   setzen   in  f  {/)   und   in  (j{z)  jetzt   den   gebrochenen 

linearen  Ausdruck 

P^  +  l 
p  t-\-q 
ein   und  schreiben 

dann  sind  (p{t,)  und  j^(0  ganze  Functionen  von  ^,  und  zwar  ist 
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Will  mau  also  die  Resultante  der  Functioneu  cp,  ^  bilden,  so  wird 
diese  nach  der  Formel  (3),  §  136  gleich 

kU^^p  -  "'.py  K  17(2'  ~  ß.pyTIi^-  -  ^'^^-) 

d.  h.  man  erhält  die  folgende  Gleichung^  welche  sich  auf 
lineare,  gebrochene  Transformationen  der  Variablen  bezieht, 

§  148.  Ersetzt  man  in  /'  und  g  alle  Wurzeln  ax,  ßa  durch 
«;.  -\-  t,  ß^  -\-  t,  so  gehen  die  ax,  h^^  (vgl.  §  123)  bis  auf  höhere  Po- 
tenzen von  t  in  ax  +  {m  —  l  -\-  \)  ax—ii,  &/<  +  (^  —  ("-  +  1)  <*,«  — i^  über, 
während  Rf^^  dabei  ungeändert  bleibt.  Daraus  folgt,  wenn  man  die 
neue  Resultante 

Rf,9(a?.  +  {m  —  A  +  1)  a;._i^,   6^  +  (w  —  ^ -\-  1)  a^^it) 

nach  Potenzen  von  t  entwickelt  und  kurz  R  für  Ry^g  schreibt,  die 
partielle  Differentialgleichung 

dB    .    .  ^.      dB    .  .  dB    .      -.    dB    .    ,  ..dB 

»^«0  äo,  +  {^-^>^  äa,  +  -  +  ^— ^  da-  +  "^o  a&,  +  (^-  1)  Jb. 

(3)  ml. 

+  ...  +  i._,^  =  o. 

Diese  Formel  kann  man  dazu  benutzen,  um  nach  Herstelluno-  des 
litteralen  Theils  von  R  die  Zahlencoefficienten  der  einzelnen  (Glieder 
zu  berechnen. 

Eine  andere  Differentialgleichung  für  R  gewinnt  man  aus  (8), 
§  139.     Diese  Determinante  zeigt,  dass 

ist.  Entwickelt  man  die  rechte  Seite  wieder  nach  Potenzen  von  q,  so 
folgt  als  Coefficient  der  ersten  Potenz 

11 -^ 
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(4) 

uud  für  m 
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dB 


"  da„._,     ^      ^  da.  ' 


m  —  'I  +  1 

n  erhalten  wir  somit  die  beiden  besonderen  Formeln 


(5) 


,    dB    .    ,     dB    .  ,    i     c)B        ., 


dB 

'^dh 


da. 


a. 


,         dB    .  .  dB         .. 


{ni  =  n). 


Man  kann  ferner,  wenn  m  >  n  ist,  die  aus  früheren  Formeln  oder 
auch  direct  aus  der  Determinantendarstellung  ersichtliche  Thatsache 
benutzen,  dass 

Bf+q-z-m—ngg 

von  der  Constanten  q  unabhängig  ist,  um  durch  Entwickelung  nach 
Potenzen  von  q  zur  Herleitung  der  Formel 


(6) 


^0  da^    '    '^1  da. 


+  ^'«  ^  =  <^ 


(m  >  n) 


zu  kommen.     Endlich  erinnern   wir  an    die    aus    der  Eigenschaft    der 
Homogenität  folgenden  Gleichungen 


(7) 


dB    .         dB    , 

,     dB    .    j     dB 
^  dbn    '      ^  ^^ 


1  ^^  T> 

A-  am  ö —  =  W-". 
da^ 


§  149.     Wenn  man  in 


(8) 


R 


'h9 


a„  a 


zur  letzten  Spalte  die  mit  z  multiplicirte  vorletzte,  die  mit  z^  mul- 
tiplicirte  drittletzte  u.  s.  f.  addirt,  und  wenn  man  darauf  nach  den 
Elementen  der  letzten  Spalte  entwickelt,  dann  folgt,  weil  jedes  der 
n  ersten  Elemente  den  Factor  f^  und  jedes  der  m  letzten  den  Factor  g 
besitzt,  die  fundamentale  Gleichung 


(9) 


^\,<j  =  /"C^)  •  9^  —  9{^)  ■  fM> 


Differentiirt  man  diese  nach  «;.  und  bedenkt,  dass  g  von  «;.  frei,   und 


dass  K-^  =  z"'~'^  ist,  dann  ergiebt  sich 
da^  ' 


(10) 


A    7? 

da,  ^/'^ 


^1  ^  '     da, 


9- , 


dU 


Ca, 
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Ersetzt  mau  die  bisher  willkürlichen  a,  h  durch  die  Coefficieuten 
zweier  Functionen,  die  einen  gemeinsamen  Nullwerth  ^  haben,  so  dass 
/■(0  =  0,  ^(0  =  0  und  Ry,,  =  0  wird,  dami  liefert  (10)  für  die  Sub- 
stitution 3  =  t 

(11)  ^^Rf,9  =  t"'-'-9.iO,      {Rf,9-0)- 

also  folgt  hieraus,  wenn  man  X  =  m,  tu  —  1,  •••  einträgt, 

d     ^  d        ^  d_ 

^m  —  2 

und  ebenso  ergiebt  sich 


(12)         l:t:^  :  •  •  •  =  ^ —  Hfn :  ^ JRfn  :  ö- Hf  n 


-2 


Aus  (11)  erkennt  man,  dass  wenn  die  Ableitung  ^ —  Hf^g  =  0  ist, 

dann  ^,  (^)  ==  0  wird,  und  folglich  jede  andere  Ableitung  von 
R,_r,  nach  irgend  einem  a  verschwinden  muss.  In  diesem  Falle 
versagt  die  erste  Reihe  rechts  in  (12),  und  die  zweite  muss  an  ihrer 
Stelle  benutzt  werden.  Ist  aber  auch  f^{^)  =  0,  dann  versagt  auch 
diese,  und  die  Formel  (12)  wird  illusorisch.  Hierbei  werden  also 
f^(g)  und  gi{2)  durch  (ß  —  ^)  theilbar,  und  dadurch  geht,  nach  Weg- 
heben des  Factors  (^  —  ^),  weil  ja  für  unser  Coefficientensystem  die 
Resultante  verschwindet,  (9)  in  die  Form 

[Q£m-2,  [g,]<n-2 

über;  aus  ihr  geht  hervor,  dass  die  beiden  Gleichungen  f=0,  g  =  0 
mindestens  zwei  gemeinsame  Wurzeln  besitzen. 

Existiren   zwei   gemeinsame  Wurzeln    t,^  und  i,^,   dann  führt  uns 
eine  zweimalige  Differentiation  von  (10)  zu  der  Gleichung 

(13)    -^^  B,„  =  ."'-'^  1^  +  ^-'  1^  +  (f-  J^  -  9  ■  ^^), 

aus  welcher  sich  für  ^,   und  ^.^  und  bei  A  =  x 

herausstellt,  so  dass  also  die  Proportion 

^      ^  fei         •  »2  ga^     '    da^ 

gilt.     Durch  Combination  dreier  Gleichungen  (13)  erhält  man  zunächst 
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und  daraus  dauii  für  jede  etwa  vorhandene  gemeinsame  Wurzel  von  t, 
von  /  =  0,  g  =  0 

Das  zeigt,   dass  bei   drei  gemeinsamen  Wurzeln   die  Gleichungen  (IG) 
illusorisch  werden. 

§  150.  Die  allgemeine  Theorie  derjenigen,  aus  den  Coefficienten 
zweier  Gleichungen  gebildeten  Functionen,  durch  deren  ^'erschwinden 
die  charakteristischen  Bedingungen  für  die  Existenz  gemeinsamer 
Factoren  geliefert  werden,  kann  und  muss  von  der  Voraussetzung  des 
Bestehens  js^on  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  frei  gemacht  werden, 
die  bisher  bei  unseren  Betrachtungen  fast  durchgehends  verwendet 
wurde.  Wir  kommen  dabei  naturgemäss  auf  frühere  in  der  siebenten 
Vorlesung  angestellte  Untersuchungen  zurück  und  erkennen,  dass  wir 
schon  dort  bei  der  Entwickelung  des  Quotienten  g:fm  eine  Reihe 
die  hier  soeben  gestellte  Aufgabe  gelöst  haben.  Die  früher  zu  Grunde 
gelegte  Annahme,  dass  g  von  geringerem  Grade  sei  als  f,  lässt  sich 
leicht  verwirklichen;  man  hat  nämlich,  wenn  m^n  ist, 

f'9-  —  J 

und  die  neue  Function  g "/^  ist  dann  höchstens  vom  Grade  (m  —  1). 

ctg 

Wir  haben  in  der  achten  Vorlesung  §  84  die  charakteristischen 
Bedingungen  dafür  gegeben,  dass  f{z)  und  g{z)  eine  Function  v*®"  Grades 
als  grössten,  gemeinsamen  Theiler  besitzen.  Schreiben  wir  wie  dort 
die  Entwickelung  des  Quotienten  nach  fallenden  Potenzen 

und  setzen  wir  wieder 

c«         d    ■  •  •   Co  -_  ] 


c,~ 


Cq  —  1    C'q    •  •  •    C2  ^  —  2 

so  bestehen  diese  Bedingungen  darin,  dass 

Cm—,    =f=  0,      Cn,^i  —  ,.  =  0,      Cm+2—y  =  ^ ,      '  '  '      C„,  ^-  0 

wird.     Wir  haben   dort  auch  den   gemeinsamen  Theiler  selbst  in  der 
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Form  einer  Determinante  gegeben.  —  Insbesondere  ist  C„,  =  0  charak- 
teristisch dafür,  dass  /'  und  g  überhaupt  einen  Theiler  gemeinsam 
haben.  Nach  (21)  aus  §  79  haben  wir  auch  bereits  die  Determi- 
nanten mit  den  Elementen  c;.  in  solche  mit  den  a^,  h?.  umgewandelt. 
Es  war,  wenn  man  das  dortige  t>^  hier  durch  (w — n)  ersetzt, 

m(m  —  1) 


(17)         (—1)     2      c[^+«0„^=     öT-o  «I    •••   «'«  +  «-1 

0      0      •  •  •      ttm 


(n  Zeilen) 


(ni  Zeilen) 


0    0    •••    &„  J 

(üy.  =  0,  wenn  x  >  m  ist;   hx  =  0,  wenn  l^  n  ist), 
und  also  hat  man  durch  Vergleichung  mit  der  Determinantenform  der 
Resultante 

m(m  —  1) 

(18)  Bf,,  =  (-  1)~"2"   o^-^+^C,n 

und  kommt   so   auf  die    Determinantendarstellung  (8),   §  149   zurück 
Umgekehrt  zeigt  die  Vergleichung  mit  der  Formel  (6)  aus  §  73,  dass 
Rf^g   in    eine    Determinante    »w**^^    Grades    umgewandelt    werden    kann, 
welche    die    Eigenschaft    hat,    recurrirend    zu    sein,    da  sie    sich    in 
der  Form 

I  d^k  i         («,  A;  =  0,  1,  •  •  •  m  —  1) 
schreiben  lässt. 

In  gleicher  Weise  haben  wir  auch  die  charakteristischen  Be- 
dingungen für  die  Existenz  von  gemeinsamen  Theilern  höherer  Ord- 
nung früher  bereits  durch  die  ox  und  die  Ix  gegeben.  Die  Resultate 
aus  §  141  und  §  144  sind  somit  von  der  Voraussetzung  der 
Wurzelexistenz  algebraischer  Gleichungen  frei  gemacht. 

§  151.  Gleichfalls  ohne  die  Voraussetzung  der  Wurzelexistenz, 
lediglich  gestützt  auf  die  Darstellung  (17j  und  (18),  wollen  wir  auch 
die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Resultante  ableiten. 

Aus  der  Determinantenform  geht  unmittelbar  hervor,  dass  Rf^g 
in  den  a  homogen  vom  Grade  n  und  in  den  h  homogen  vom 
Grade  m  ist.  — 

Multiplicirt  man  ferner  die  erste  Spalte  der  Determinante  mit  l*^, 
die  zweite  mit  A^,  •••  die  letzte  mit  A"'  +  "^^  und  dividirt  dann  die 
erste  Zeile  durch  k'^,  die  zweite  durch  A^,  •  ••  die  n^^  durch  A"~^,  ferner 
die  (w  +  1/'^  durch  A",  die  (n  -f-  2)*^  durch  k\  ■■•  die  {m  -|-  w)**^ 
durch  A"'~^,  wodurch  im  Ganzen  eine  Multiplication  mit 

(m-\-n — l)(m-\-n)        (m  —  l)m        («  — l)n 

A  ^  ^      ~      '^      A"'" 
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stattgefunden  hat,  dann  zeigt  sich  die  Beziehung 


«0  «1  «2  • 
0    «0  ^1   ■ 


A«»' 


h  h   h 
0    h,  h. 


«0 

öiA 

aU-  ■■• 

0 

«0 

«1 A    •  •  • 

h 

&,A 

62^'  ••• 

0 

h 

&^A    ••• 

und  daraus  folgt,  dass  jedes  Glied  der  Resultante  den  Factor  A'""  an- 
nimmt, wenn  mau  alle  a^  und  h„  durch  a^A?  und  6^A"  ersetzt.  Es 
ist  also  ly^g  eine  isobarische  Function  der  a  und  der  h  vom 
Gewichte  m  •  n.  — 

Vertauscht  man  die  ersten  n  und  die  letzten  m  Zeilen  der  De- 
terminante mit  einander,  dann  erhält  man  die  Gleichung 

Wenn  man  in  der  Determinante  (17)  die  letzte  Zeile  mit  der  Con- 
stanten am—n,  die  vorletzte  mit  a,„—„^i,  u.  s.  w.  bis  zu  a^,  multiplicirt 
und  alle  Producte  zur  letzten  Zeile  der  a  in  (17)  addirt;  wenn  man 
dann  dieselbe  Operation  der  Multiplication  mit  o;„,_„  bei  der  vorletzten 
Zeile  beginnt  und  alle  Producte  ebenso  zur  vorletzten  Zeile  der  a 
addirt,  u.  s.  w.,  bis  alle  n  Zeilen  der  a  umgewandelt  sind,  so  treten 
an  die  Stelle  der  a^,  o^,  a^,  •■■,  welche  die  Coefficienten  von  f{z) 
waren,  die  Grössen 

«o  +  ^o«o;    «1 +  (^o«i  +  ^o^o);    «2  +  (^0 «2  +  ^>i «1  +  ^2 «0) ;    ••• 
d.  h.   wir  haben  die   Coefficienten  von  f  durch   die  von  f -\- g  •  <p   er- 
setzt, wobei  cp  die  Function 

bedeutet.     Es  ist  also  damit  die  Gleichung  bewiesen 

(20)  Bf^r,  =  R/+o-<p,9        [95]  ^  ^n  —  n. 
§'152.     Um  den  früher  abgeleiteten  Satz  (§  138) 

(21)  -R/.  •/.,.=  ^/.,.-^A,. 

mit  unseren  eingeschränkteren  Beweismitteln  darzuthun,  gehen  wir 
folgendermassen  vor.     Es  sei 


/;  =  «0  2"''  +  «1  ^"'^"^  + 


{m  =  w/j  -|-  nkj). 


Dann  stellen  wir  R/^^y  und  R/^,^  in  den  Formen  dar 
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h'"-R 


'h,9 


(lii 


a'm.  0  0 


0 

.    .    «0 

.      flfm 

.  .  .  .  ( 

h 

0 

0 

.  .  .  .  < 

^0    • 

0 

K 

h., 

0  . 

•     ^0 

.  0 

•  ■  • 

.    0 

h„ 

.... 
0    .  . 

(n  Zeilen), 


(wi  Zeilen), 


(mg  Zeilen), 


0 


0 


0    0   0 


wobei  die  Determinante  der  ersten  (m^  -f"  ^)  Zeilen  und  Spalten  die 
gewöhnliche  Determinautenform  der  Resultanten  Rj\,g  ist,  und  an  diese 
sieh  dann  weiter  nur  nach  rechts  unten  ein  Diagonalsystem  zur  Rän- 
derunff  anschliesst: 


^^A..= 


Oo    . 

.      ürl!         0       .       • 

0 

0    . 
0    . 

.  .  .  öo'.  .  .  . 

0     0  . 

«m,    0    . 

.  0 
.  0 

0   . 
0   . 

...  0    .  .  öo' 
...&„.... 

öl    .    .    . 
hn     0      . 

.  0 

0   . 

.  .  .  0    .  .  .  . 

&,     .     .     . 

.  hn 

.(/)?!  Zeilen), 


.(«  Zeilen), 


(»?2  Zeilen), 


wobei  die  Determinante  der  letzten  (w?,  +  vi)  Zeilen  und  Spalten  die 
gewöhnliche  Determinantenform  der  Resultante  B'f^,,j  ist,  und  an  diese 
sich  dann  weiter  nur  nach  links  und  oben  das  rändernde  System  an- 
schliesst. Die  Productbildung  für  diese  beiden  Darstellungsarten  liefert 
eine  Determinante  (m  -|-  w)*®°  Grades,  deren  erste  n  Zeilen  bereits 
völlig  mit  denen  von  i?/,,  übereinstimmen,  und  deren  letzte  durch 
Zeilencombination  unter  Heraussetzung  von  «jj^i  •  &'"2  sofort  in  die 
letzten  von  JR/^g  umgewandelt  werden  können.  Damit  ist  dann  der 
Beweis  von  (21)  geliefert. 

§  153.  Wir  wollen  auf  Grund  des  Satzes  (21)  und  unabhängig 
von  der  Bedeutung  von  Rf^g  die  Irreductibilität  der  Resultante 
von  f  und  g  bei  allgemeinen,  unbestimmten  Coefficienten  a 
und  h  nachweisen.  Rf^g  ist  in  den  a  homogen  vom  w*™  und  in  den 
h  homogen  vom  Wi*®"  Grade;  zerfällt  die  Function,  so  muss  auch  jeder 
ihrer  Factoren  wieder  in  den  a  und  in  den  h  homogen  sein,  ^vie  man 
unmittelbar  sieht.  Wir  nehmen  an,  es  wäre  bei  gegebenem  Grade  m 
der  Function  f  die  Resultante  Rf^g  zwar  noch  für  das  allgemeine  g 
vom  Grade  n,  aber  für  kein  allgemeines  g^  von  geringerem  Grade 
mehr  zerfällbar.     Nun  setzen  wir 
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■ß/,ff  =  -ßi  (^y  ^)  -^2  (^  v)  ; 
X,   ^   sollen   dabei   die  Dimensionen   der  beiden   Factoren  nach   den   a 
und  k,  V  diejenigen  nach  den  b  bedeuten.     Es  muss  also  (x  -\-  u)  =^  n 
und  (l  -{-  v)  =  m  sein. 

Nunmehr  schreiben  wir  statt  g  das  Product  der  beiden  Functionen 

(p  +  ^  =  «); 

dadurch  gehen  die  h  in  homogene  Functionen  zweiten  Grades  der 
Grössen  ß  über,  und  wenn  man  die  Dimensionen  der  auftretenden 
Functionen  nach  den  ß  rechnet,  dann  liefert  die  obige  Zerlegungs- 
formel die  für  unsere  besondere  Annahme  gültige  Gleichung 

«,„.„..=  B,(x,2A,B,(,,  2.)         C +  ;  =  :)• 

Andererseits  haben  wir  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  (21) 

oder  ausführlicher 

=  Bf,g-(Q,  m)  ■  Bf^g'iG,  m), 

wobei  die  eingeklammerten  Zahlen  wieder  die  Dimensionen  nach  den  a 
und  nach  den  ß  angeben.  Ist  nun  n  ausser  in  die  Summanden  x  und  ft 
noch  auf  eine  andere  wesentlich  verschiedene  Art  in  zwei  Summanden 
zerlegbar 

und  wählt  man  hier  diese  zweite  Zerfällungsmöglichkeit,  dann  können 
Rfg'  und  Rf^g''  nicht  mit  M^  und  li.2  zusammenfallen;  mindestens  eine 
der  beiden  Resultanten  muss  sich  also  aus  Factoren  von  I?,  und  von 
ii.,  zusammensetzen  und  ist  folglich,  weil  p,  (?  <  w  sind,  gegen  die  An- 
nahme zerlegbar.  Diesem  Widerspruche  können  wir  nur  dann  ent- 
gehen, wenn  n,  falls  es  >  1  ist,  nur  auf  Eine  Art  in  Summanden 
zerlegt  werden  kann,  wenn  also  n  =  3  oder  w  =  2  ist,  Findet  dem- 
nach  für  ein  bestimmtes  m  eine  Zerlegung  der  Resultante  statt,  dann 
tritt  eine  solche  auch  bei  diesem  m  für  n  =  1,  2  oder  3  auf. 

Genau  die  gleichen  Schlüsse  gelten  für  m^  wir  können  demgemäss 
jetzt  auch  nt  auf  3,  auf  2  oder  auf  1  reduciren  und  ersehen  also, 
dass,  wenn  überhaupt  für  ein  Werthepaar  m,  n  Zerlegung  der  Resul- 
tante allgemeiner,  ganzer  Functionen  *n""'  und  w*®°  Grades  stattfindet, 
dann  auch  für  m,  «  =  1,  2,  3  das  Gleiche  eintreten  muss. 

Wir  untersuchen  nun  zunächst  w  =  1 ,  2  oder  3  und  m  ^=  3, 
Ist  dabei  eine  Zerlegung  möglich,  so  wird  zu  setzen  sein 
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(X  4-  ^  =  12=  1,  2  oder  3;  X  -{-  v  =  m  =  3). 

Führen  wir  nach  dem  eben  verwendeten  Principe  g^  (z)  ■  g.,  (s)  statt 
g{z)  ein,  indem  wir 

g,{z)  =  ß,z  +  ß[,  g,{z)  =  /^o'^"-^  +  •  •  •  +  ß'-i-x 

nehmen,  dann  entstehen,  genau  wie  oben,  die  beiden  Gleichungen 

in  denen  die  ersten  Grössen  der  Klammern  die  Dimensionen  nach 
den  a,  und  die  zweiten  die  Dimensionen  nach  den  ß  bezeichnen.  Da 
diese  letzten  in  B^  und  in  ii^  gerade,  in  den  Resultanten  dagegen 
ungerade  sind,  so  folgt  wie  oben  eine  weitere  Zerlegung  für  mindestens 
eine  der  Resultanten  Bf^g^  oder  -R/,^,. 

Also  auch  der  Fall,  dass  f  oder  g  vom  dritten  Grade  ist,  führt 
zu  weiteren  Reductionen,  und  wir  erkennen,  dass  aus  der  Zerfällbarkeit 
für  allgemeine  Functionen  w<*®'^  und  n^^^  Grades  auch  diejenige  für 
)n^  n  =  1^  2  folgen  müsste.     Aber  weder 

noch 

Co&i^  —  Ci&o^i  +  »2 V  (m  =  2,  n  =  1) 

noch 

^0^1  —  ^1^0  (m  ==  w  =  1) 

ist  zerlegbar,  also  findet  auch  allgemein  keine  Zerlegung  statt.  In 
den  beiden  letzten  Fällen  ist  die  Irreductibilität  klar.  Im  ersten  Falle 
erkennt  man  leicht  die  Richtigkeit  der  Behauptung,  wenn  man  be- 
denkt, dass  eine  isobarische  Function  nur  in  isobarische  Factoren  zer- 
fallen kann,  und  wenn  man  demgemäss  die  einzige  Zerlegungsmöglich- 
keit für  die  Resultante 

betrachtet,  aus  der  aber  das  Glied  o-^'h^h.,  nicht  hervorgehen  kann. 

§  154.  Wir  wollen  nun  die  Resultante  von  f{z  +  v)  und 
g{z  -j-  ii)  untersuchen,  wobei  u  eine  Constante  bedeuten  soll.  Setzt 
man  die  Existenz  von  Wurzeln  voraus,  so  folgt  ohne  Weiteres  aus 
dem  Begriffe  der  Resultante 

(22)  B/^y  =^  Bf^,+u),ff(z+u)' 

Derse\he  Satz  lässt  sich  aber  auch  ohne  diese  Annahme  leicht  ab- 
leiten.    Wir  setzen,  wenn  wie  gewöhnlich  [/"]  ^=^  m,  [^]  =  n  ist, 


A 
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0   1     ("7^)„  {-■>'■■■<>    0 


{m  Zeilen) 


.  (n  Zeilen) 


'  [m-\-n—l\  /w  4- w — 1\    .,         /w  +  n  — 1\    „  ,        „■„ 


0 


0 


0 


0 


dann  ergiebt  sich,  wie   ohne  Schwierigkeit  zu   sehen  ist,   durch   Mul- 
tiplication  der  Determinanten  zunächst  die  Gleichung 

und  da  .-1  =  1 ,  />'  =  1  ist,  daraus  das  zu  beweisende  Theorem. 

§  155.  Hieraus  können  wir  einen  weiteren  Satz  folgern,  von 
dem  wir  bald  Anwendung  machen  werden.  Wir  entwickeln  die  Function 
f(z  -\-  u)  nach  steigenden  Potenzen  von  u  und  setzen 

(23)  a,  +  ^0 = fi^)  +  uf'i^)  +  Y f"{^  +  ■■■  =  m  +  uPiz, u). 

Für  die  beiden  ganzen  Functionen  der  Variablen  z 

f{z)     und     P{z,u) 
bilden   wir   die  Resultante   Rf^p  und  können  für  sie   nach  dem  in  den 
§§  152  und  154  Bewiesenen  folgern 

(24)  Hf^  p  =  Rf^  tiP,p=  R/(.z+u),  p{z, «)  =  ■ß/(«),  p(« — «, !/)  • 

Trägt  man  hingegen    in    die    Definitionsgleichung   (23)    für    P  zuerst 
( —  n)  statt  u  ein 

f{z  —  u)=  f{z)  -  uP{2,  —  u), 
und  dann  wieder  in  (23)  die  Differenz  (z  —  u)  statt  z,  während   man 
u  ungeändert  lässt, 

f(^)  =  f(^  —  «)  +  «-PC^  —  ^f,  ^<)> 
so  zeigt  die  Addition  dieser  beiden  Gleichungen 
F(z  —  u,  w)  =  P(z,  —  m)  ; 
und  somit  wird  aus  (24)  unter  Benutzung  dieses  Resultates 
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(25)  Rf,  P{j^u)  =  Bf,p(,,—u), 

d.  h.  in  die  Resultante  jR,,/^  treten   nur   die   geraden  Potenzen 

m",  u^,  u^,  ■■■  von  u  ein. 

Die  Entwickelung  von  P  nach  Potenzen  von  z  lautet 

p(.,  „)  =  (;') «...-  +  [(;')  „.«  +  (»;')  a,]  .-^ 

+[(:)«o«^H-(";')«.<'+("7>J^'-'+-- 

Um  die  höchste  Potenz  in  n  von  R,^j^  zu  bilden,  braucht  man  demnach 
für  P  nur  die  Coefficienten 

(l)  "o;    (2)  «0«;     (3)  «ow';    •  -  •    (i)ffo«"~^  «0«*""' 

beizubehalten  und  erkennt  aus  der  Determinantenform,  dass  i?,,/>  nach 
Potenzen  von  u  geordnet  mit  dem  Gliede 

beginnt.  Setzt  man  v  für  «r  ein,  so  zeigt  es  sich,  dass  R/^p  eine  ganze 
Function  von  v  ist,  die  bis  zum  Grade  ^^^^- — -  aufsteigt,  und  deren 
erster  Coefficient  a^*+'*  wird. 

§  156.  Auf  diese  Entwickelungen  lässt  sich  ein  einfacher  Beweis 
für  die  Wurzelexistenz  algebraischer  Gleichungen  gründen  *). 

Wir  wollen  annehmen,  es  wäre  bereits  gezeigt,  dass  jede  Gleichung 
eines  Grades 

für  welche  entweder 

l\  <  k     oder     k^  =  k  und  v^  <C  v 

ist,  eine  reelle  oder  complexe  Wurzel  besitzt.  Es  soll  dann  ohne  Be- 
nutzimg von  Stetigkeitsbetrachtungen  rein  arithmetisch  bewiesen  werden, 
dass  das  Gleiche  auch  für  jede  Gleichung  des  Grades 

n  =  2'^- {2v  +  1) 

stattfindet.  Dadurch  wird  der  Kernpunkt  der  Frage  auf  Gleichungen 
von  ungeradem  Grade  geschoben.  An  dieser  Stelle  angelangt,  können 
wir  freilich  den  letzten  Schritt  nur  durch  Stetigkeitsbetrachtun^en 
thun,  wie  dies  im  §  23  geschehen  ist.  Es  wird  auf  diesem  Wege 
fA-lles  arithmetisch  geleistet,  was  überhaupt  arithmetisch  erreich- 
bar ist. 


*)  P.  Gordan,  Ueber  den  Fundamentalsatz  der  Algebra.  Math.  Ann.  X; 
572—575.  Die  Grundidee  des  Beweises  ist  auf  Gauss  (Werke  DI,  S.  33  —  56) 
zurückzuführen.    Herr  Gordan  hat  ihn  wesentlich  verändert  und  sehr  vereinfacht. 
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Es  sei  jetzt 

(26)  f{z^  =  r  +  a,z—^  -\ h  «.  =  0 

die  vorgelegte  Gleichung  n'®"  Grades;  n  sei  eine  gerade  Zahl. 

Wir  bilden  wie  oben  die  Resultante 


-R/,/'(.,«)=«''^"-'^-f  hn 


n{n  —  l)  —  -i     I 


"(n— 1)  »(n  — 1)      ^ 

und  erkennen,  dass  R  als  Function  von  v  aufgefasst  den  Grad 

\n{ii-\)  =  2'^{2v,+  l) 

hat,  bei  welchem  Ti^  =  (k  —  1)  ist.     Folglich  besitzt  nach  unserer  An- 
nahme R{v)  =  0  eine  Wurzel  v^,  und  daher  ist  für  diese 

•Ä/.pG,]/7o)  =■-  0. 
Da  dann  also,   wie   oben   ohne  Voraussetzung  der  Wurzelexistenz 
gezeigt  wurde,  für 

t\z)     und     P{z,yv,) 
ein   gemeinsamer   Factor    existirt,    so   ist  f'{z)   sicher   auf   mindestens 
eine  Art  in  zwei  reelle  oder  complexe  Factoren  zerlegbar. 

§  157.     Wir  unterscheiden  bei  dieser  Art  der  Zerlegung 

f{z)  =  (p{z)-ip{z) 
drei  Fälle. 

Zuerst  sei  (piß)  und  damit  i){z)  reell.     Die  Grade  der  beiden 
Functionen  bezeichnen  wir  bezw.  durch 

n^  =  2^-.  (2  Vi  +  1)     und    w^  =  2*-  {2v.^  +  1); 

dabei  müssen  die  Gleichungen 

n  =  n^  -\-  Wo, 

2*(2v  +  1)  =  2*^(2t^i  +  1)  +  2^-^(21/2  +  1) 

gelten.     Wenn  nun  li^  <  h   ist,   dann   hat    der   Voraussetzung  gemäss 

(p  (z)  =  0  eine  Wurzel,  und  damit  auch  f(ß!)  =  0.    Ist  k^  =  k,  so  muss 

Vj  <  1/  sein,  und  es  gilt  derselbe  Schluss.     Ist  endlich  /^  >  /.',  so  kann 

/cg  nur  =  k   sein;   dann    wird   j/^   an   die   Stelle  von  q)   treten,   und   der 

Erfolg  ist  der  gleiche. 

Zweitens    möge    (p{z)    complexe    Ooefficienten    und    einen 

Grad   w,  =f=  o  **  besitzen.     Ohne  Beschränkung  können  wir  «j  <  ^   n 

.         .  1  . 

annehmen,  da  ja  bei  n^  >  ,,  ii  nur  xp  mit  qo  vertauscht  zu  werden  braucht. 

Wir  schreiben  dann 

cp{z)  =  6(z)  -{.  ir(^). 

Haben  o  und  r  einen  gemeinsamen,  reellen  Theiler,  so  haben  auch  rp 
und   f  denselben,    und    wir    sind    auf   den    ersten  Fall   zurückgeführt. 
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Haben  aber  6  und  t  keinen  gemeinsamen,  reellen  Theiler,  dann  kann 

man  nach  §  68  zwei  reelle  Functionen  ^■l(^),  B{z)  so  bestimmen,  dass 

0{z)A{0)-\-r(z)B{z)===l, 

(27)  (G-{-ir)  ~ {-((S  —  it)  ^ =  1 

wird.     [(/)  ist  durch  6  -{-  ix  theilbar,  also  hat  mau 

und  daraus  folgt  durch  Verwandlung  von  /  in  (—  i)  auch 

/■=  ((?  —it)  (»i  —  io.^). 

MultipHcirt  mau  die  rechte  Seite  von  (27)  mit  f,  das  erste  Glied  der 
linken  mit  [6  —  ix)  {jo^  —  ia.^  und  das  zweite  Glied  der  linken  Seite 
mit  (a  -\-  ix)  {a-^  -{-  ia.^},  dann  entsteht 

/•=  (ö2  -f  r-)  {Aa^  —  Ba^). 

Der  Grad  des  ersten  Factors  ist  2wi  <n,  also  haben  wir  die  Existenz 

des  reellen  Theilers  (a--\-T^)  und  damit  die  einer  Wurzel  nachgewiesen. 

Drittens    möge    (p(z)    complexe    Coefficienten    und    einen 

Grad  »1  =  17  besitzen. 

Wir  können  gleichzeitig  annehmen,  dass  keine  andere  Zerlegung 
von  f(z)  besteht.  Denn  entweder  führte  diese  direct  auf  einen  der 
beiden  ersten  Fälle;  oder,  wenn  eine  zweite  von  der  ersten  verschiedene 

Zerlegung  in  complexe  Factoren  des  Grades  -  bestände,  könnte  durch 

die  Vero'leichung  beider  ein   Factor  niederen   Grades  erlaugt   werden. 
Setzen  wir,   da  wir  ja  den  ersten   Coefficienten  von   qp   gleich   1 
annehmen  können. 


1 


95(2)  =  /2     _j-  q^2  _!_...  =  0(^2)  +  ix{z), 

so  dürfen  o  imd  r  keinen  gemeinsamen  Factor  haben,  weil  sonst  auch 
93  diesen  besitzen  würde,  und  dann  eine  weitere  Zerfällung  möglich 
wäre,  was  oben  ausgeschlossen  wurde. 

Wie  im  zweiten  Falle,  oder  durch  unmittelbare  Betrachtung  können 
wir  zeigen,  dass  auch  il^  =  6  —  ix   ein  Theiler  von  f,   und  dass,   von 
einem  constanten  Factor  abgesehen, 
(28)  f{z)  =  cpiz).t  (^)  =  ^'  (^)  +  ^'  (^) 

ist.  Hier  versagt  aber  der  Schluss,  der  beim  zweiten  Falle  die  Ent- 
scheidung lieferte,  und  deshalb  müssen  wir  jetzt  anders  vorgehen. 

Für  den  Werth  v^  besitzen  die  beiden  Functionen 

fXz)   und  p(z,yvj 
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einen  gemeinsamen  Factor:  dieser  kann  unserer  Annahme  nach  nur 
entweder  gleich  q)(z)  oder  gleich  ilf{z)  sein,  immer  von  einem  un- 
wesentlichen, constanteu  Zahlencoefficienten  abgesehen.  Wir  nehmen 
an,  er  sei  cp  (s).     Dann  hat,  vgl.  (23  j,  wegen 

auch  f{z  -\-  Vvq)  diesen  Factor.  Andererseits  kann  nach  der  aus  (28) 
folgenden  Gleichung 

und  den  Voraussetzungen  über  die  eindeutige  Zerlegbarkeit  von  f  die 
Function  /U+l/«^o)  keine  anderen  Factoren  als  9?  (2;  +  j/vq)  und 
^  (^  -f-  |/vo)  haben.  Folglich  muss  bis  auf  einen  constanten  Zahlen- 
coefficienten qp  {£)  mit  einem  dieser  Werthe  übereinstimmen.  Wir 
haben  jedoch  die  Entwickelungen 

<p{^  +  V%)  =  ^^"  +  (c,  +  \  n  V^o)  ^"^  ""'+••  •, 

1  ^    — 1  ■ 

Demnach  wäre  eine  solche  Uebereinstimmung  beider  Functionen  nur 
für  Vq  =  0  möglich.  Dabei  würden  aber  f{z)  und  P(0,O)  selbst  reell 
und  hätten  somit  gegen  die  Annahme  einen  reellen  Factor  gemein; 
also  muss  dies  verworfen  werden.     Man  hat  deshalb 

(jp  (z)  =  (j(^)  -}-  ir(^)  =tp{z-{-  YvJ  =  6{z-\-  YvJ  —  ir{z-\-  Yvq). 

Da  in  (p{2)  und  in  ^  (^  +  Vvq)  die   höchsten  Coefficienten  =1    sind, 

so     wurde    der     Zahlenfactor    auch     gleich     der    Einheit.      Nun    sei 

Yvq  =^  a  -{-  iß,  dann  liefert  die  vorige  Gleichung 

(29)  ö{e)  4-  it{z)  =  a(z  -\-  a  -f-  iß)  —  ir(0  +  a  +  iß). 

Hierin     ersetzen    wir    einmal    i    durch    ( —  i)    und    einmal    z    durch 

(z  —  a  —  ßi)',  das  giebt 

0(2)  —  iT(z)  =  6{z  -{-  a  —  iß)  +  ia{z  -j-  a  —  iß), 

6{z)  —  ixiz)  =  6{z  —  a  —  iß)  -\-  i6{z  —  a  —  iß), 
d.  h. 

(p(z  -j-  a  —  ßi)  =  cp{z  —  a  -  ßi), 
und  daher 

<p{^  +  «)  =  qp(^  —  «), 
1  i  1  ,1 

z'  "  +  [c,  -f  l  ncc)  z^  "~'  -{-..■  =  z'"  ^{c,-l  na)  ^s^  ""^  j-  ..., 
d.  h.  man  erhält  a  =  0,  und  somit  v^  =  iß. 

Für  die  Substitution  z  —  i  [^   statt  z  liefert  dann  (29) 
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d.  b.  die  Function  (pis  —  i~)  ändert  sich  nicht,  wenn  in  ihr  überall 
*  durch  ( — /)  ersetzt  wird;  sie  hat  also  (§  10,  V)  reelle  Coefficienten; 
und  da  ihr  Grad  ^  ist,  so  besitzt  gp  f 5;  —  i  ~]  =  0  eine  Wurzel.  Das 
Gleiche  gilt  dann  auch  für  q){z)  =  0  und  folglich  auch  für  /"(/)==  0. 
Damit  ist  der  Fundamentalsatz  der  Algebra  in  allen  seinen  Theileu 
bewiesen. 


Vierzehnte  Vorlesung. 


Die  Discriminanten. 


§  158.    Wenn  man  in  §  136  der  zwölften  Vorlesung 

<^^)^(^)=f(^)=„a^^n-i+(«--l)a^^''-2  +  (>i_2)a,^»-3-| f-a,_i 

setzt,  dann  erkennt  man  aus  der  Determinautenform  der  Resultante 
§  139,  dass  Rf^f  den  Coefficienten  a^  als  Factor  hat.  Wir  bezeichnen 
die  in  «q,  a^,  ■  ■  ■  homogene  Function  des  Grades  (2n  —  2) 

welche  natürlich  gleichfalls  isobarisch  vom  Gewichte  w  (11  —  1)  ist, 
als  Discriminaute  von  f.     Nach  (4)  aus  §  136  wird 

(2)  i>/  =  «rr(^i)r(>2)---r(^.), 

wenn  -^j,  ^2?  "  '  '  ^"  ^^^  Wurzeln  von  /"=0  bezeichnen,  und  dieses 
Product  giebt  gemäss  §  36 

(2^)         ^/ = (- 1)~' '  •  <"~'n^'^-  -  '^y 

(A  =  1,  2,  •••  w—  1;  ^  =  A  +  1,  A  +  2,  ••■  w). 

Wie  wir  wissen,  liefert  das  Verschwinden  von  D,  die  charakte- 
ristische Bedingung  dafür,  dass  /'  und  /"  einen  gemeinsamen  Theiler 
haben ,  und  dass  /"  =  0  also  eine  mehrfache  Wurzel  besitzt. 

Ist  keine  Verwechselung  zu  befürchten,  dann  schreiben  wir  statt 
Dj  kürzer  D. 

§  159.  Der  Ausdruck  von  V,  in  der  Form  einer  Determinante 
des  Grades  (2n  —  1)  ist  nach  §  139 

Netto,  Algebra.    I.  12 
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«0       «1 

0     a. 


•a„_i    «„     0  • 

•ötn— 2      ötn— 1   'Ih' 


^'^^      "^"»0     na^{n-l)a^{n-2)a.,---an-x    0 


0 


0       «CT,, 


[n  —  1 )  a,  ■  •  •  2  a„_2  a„_i  0 


{n  —  1  Zeilen), 
(w  Zeilen). 


So  erhält  man  z.  B.  als  Discriminaute  von  f  =  a^z'-  -\-  a^z  -\-  a., 
I  a„     a,      «., 


7>  =  -  I  2«,  a,     0 


=  Aa^a^  —  a^^ 


I  0      2öo  ai 
und  das  stimmt,  wie  (^2")  fordert,  überein  mit 

=  4apflr2  —  %^- 
Man  kann   die   Discriminante    auch  nach   der  Bez  out 'sehen  Me- 
thode  als   Determinante    «*"''   Ordnung    darstellen,    genau   wie   dies   in 
§142  angegeben  worden  ist.     Dabei  ergiebt  sich  (§   146,  U) 

n(n —  1) 
1 


(-1)" 


B,f  f. 


'f,f'-^ 


(-1) 


da 


(i,Ä;=  1,2,  •••«), 


«0  "0     >*n  "'0  "n 

wenn  man 

dik  =  (i  -f  ^  —  l)ffo«'+^— 1  +  (^  +  ^'  —  3)ö'ia,_i-i_2 

4-  (i  -f  Ä-  —  5)a2a,_|_i._3  H \-{i  —  h—  l)a,_iaA. 


(5) 


setzt,  wobei  natürlich  alle  ax,   bei   denen   A  >  m  ist,    gleich  Null   an- 
zunehmen sind. 

Für  die   Function  zweiten   Grades  /"  =  a^z^  +  ö^i^  +  ^2    entsteht 
hiernach 

_  1   I     «0«!  2aoÖ2 
D  =  —     _  =  4^0  «0  —  «i", 

ao«2    I    20002        «,02    . 

und  für   die   Function  dritten   Grades  /'=  a^z^  -{-  a^s^  -\-  a^z  -\-  a..   in 


gleicher  Weise 

«0«! 
2  «0^2 

2  «00^2 

3«o% 
2  «1^3 

3  «0^3 

20^03 

«2  ÖS 

27  %'  Gg'  —  1 8  a„  tti  «2  Ö3 


§  160.  Man  kann  die  Discriminante  auch  in  der  Gestalt  einer 
Determinante  von  der  (n  —  1)'®"  Ordnung  darstellen.  Zu  diesem 
Zwecke  multiplicirt  man  in  (3)  die  Elemente  jeder  der  ersten  (w  —  1) 
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Zeilen  auf  der  recliten  Seite  mit  n  und  erhält  dadurch  für  n"~''^  D 
eine  Determinante,  welche  nun  dadurch  umgewandelt  wird,  dass  man 
von  jedem  Elemente  der  a*^"  Zeile  (a  =  1,  2,  •••  n — 1)  das  ent- 
sprechende Element  der  (n  —  1  +  ''')*^"  Zeile  abzieht.  Das  ergiebt 
nach  Unterdrückung  der  ersten  Spalte 

oder 

(6)  -D-='^V'-B/.,/=;^  «/■./.. 

wenn  wir  die  neue  Function 

(7)  f^(s)  =  a^z^-^  +  2ao0''--  +  803^"-=^  -\ h  wa„ 

einführen.  Wendet  man  nun  auf  (6)  die  Bez out' sehe  Methode  an, 
dann  erhält  man  I)  als  symmetrische  Determinante  der  Ordnung  (« —  1). 

Das  gleiche  Resultat  kann  man  auch  mit  Hülfe  von  §  151,  (20) 
aus  der  Beziehung 

nf{z)  =  zf\z)-\-f,{z) 
folgern. 

Für  eine  Function   dritten  Grades   ergiebt  sich  auf  diesem  Wege 
die  Form 

§  161.     Aehnlich  wie  in  §  150  der  vorigen  Vorlesung  betrachten 
wir  jetzt  die  entsprechende  Entwickelung  des  Quotienten 

^j^  =  c,z~'  +  c,^^  +  c,z-'  +  ■  •  • 

und  können  hier,  früheren  Untersuchungen  gemäss  (§91), 

f{z)  Z  —  Z^      '      Z—Z^      '  '      ^—^n 

setzen.     Bezeichnen  wir  demnach 

•  I  ^0        ^1  * " '  ^p  —  i 

p  __     s^       S2  •  ■  ■  Sq 

^        i  .         ■ ' 

Sq—1    Sq    '  "    ^2^  — 2 

so  stellt  sich  für  die  Discriminante  als  neue  Form  heraus 

(8)  D  =  l  Bf,  j'  =  (-  1)^     a\—''  Cn . 

Demnach    giebt    auch    das    Verschwinden    von    C„    die    charakte- 
ristische Bedingung  dafür,  dass  /"  =  0  eine  mehrfache  Wurzel  besitzt. 

12* 
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Dies   können    ■wir  auch    leicht  direct    einsehen.     Es   ist  nämlich,    wie 
bekannt, 

«n  — 1  12 


a.= 


1  z^  zc  ••• 

1  ^2  V  •••  z\-^^  ==JJ(2,-z,,y    (A=l,2,-n-l;^=A+l,--«). 


^,  f 


1 


§  162.  Ersetzt  man  in  /'  jede  Wurzel  z;.  durch  (z^,  +  0?  so 
gehen  die  a;.,  wie  man  nach  der  Methode  von  §  123  erkennt,  bis  auf 
höhere  Potenzen  von  t  in  die  Werthe  a^  -f-  (n  -|-  1  —  A)a;._i^  über. 
Dabei  kann  sich  D  selbst  nicht  ändern,  denn  die  Wurzeldifferenzen 
bleiben  ja  unberührt.    Hieraus  folgt,  dass,  wenn  man  die  Discriminaute 

i>(a, +  ^(w  — A  +  l)a,._i) 

nach  Potenzen  von  t  entwickelt,  der  Coefficient  von  t^  gleich  Null 
wird:  folglich  befriedigt  die  Discriminante  die  partielle  Differential- 
gleichung 

(9)  na, ^^^  4-  (n -  1)«,  ^--^  -f  •  •  ■  +  2a„_2  ^-^--  +  a„_x  ^^ -  0 . 

Eine  andere  Differentialgleichung  liefert  die  Thatsache,  dass  D 
eine  homogene,  und  eine  dritte  diejenige,  dass  D  eine  isobarische 
Function  ist.  Die  der  homogenen  Function  der  Ordnung  (2«  —  2) 
entsprechende  Euler'sche  Gleichung  lautet 

(10)  „„11  +  „,  II  +  ...  +  a.l^  =  2(n  ~  X)D. 

Setzt  man  ferner  «;.  (1  -{-  ff  statt  ai  für  A  =  0,  1,  ••■  n,  dann 
wird  die  isobarische  Function  D  dadurch  mit  (1  +  ^)"^"~"^)  multipli- 
cirt  werden;  es  gilt  also  die  Gleichung 

D{...,  a,{l  +  t)\  ...)  =  (l-f  0'*^"-^^^(---,  ci,.,---), 

und  die  Vergleichung  der  Coefficienten  von  t  ergiebt 

(11)  m(«  — 1)Z)  ==  a,  ^"  +  2ao  ^  "  + •  •  • -f- M«„  o     • 
^      ^  ^  ^  '  da,     '  ^  da.,    '  '  da 

Die  beiden  Gleichungen  (10)  und  (11)  lassen  sich  zu  der  neuen 
Gleichung 

(12)  nin-  l)D  =  na,  |^  +  (n-  1)«,  -^^  +  •••  +  1  ««-i  -—^^ 
combiniren. 

Mit  Hülfe  von  (9)  können  wir  nach  vorläufiger  Feststellung  des 
litteralen  Theils  der  Discriminante  die  Berechnung  ihrer  Zahlen- 
coefficienten  durchführen.  Wenn  wir  z.  B.  für  die  Gleichung  dritten 
Grades  zunächst 
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I)  =  ii^^a^^a.^^  -\-  u^ÜQÜ^a^a^  +  v^a^a,^^  -\-  u^a{^a^  -{-  u^a^^a.^ 
setzen,  danu  fordert  (9)  das  Bestehen  der  Gleichungen 
3w2  +  2t<i  =  0,    9^4  4"  2^2  =  0,    4«^5  4-^4  =  0,   6i<5  +  6«3  +  Wm  =^0, 
und  daher  müssen  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  durch 

w,  =  27/>;,   u.^  =  —  18/.;,   «3  =^  4/c,   u^  =  4/c,   Ur,  =  —  lÄ; 
gegeben  sein. 

Aus  der  ersten  Determinantenform  erkennt  man  ferner  unmittelbar, 
dass   D   ein  Glied   «"a;?a"~^  •  —  =  w"(ana,,)"~"^   enthält.     In    unserem 

hier  betrachteten  Specialfalle  ist  also  Ä;  =^  1  zu  setzen,  und  dadurch 
wird  die  Bestimmung  von  D  vollendet. 

Ob  diese  Methode  der  Coefficientenbestimmung  in  allen  Fällen  zu 
eindeutigen  Resultaten  führt,  müssen  wir  hier  freilieh  dahingestellt 
sein  lassen  (vgl.  §  134). 

§  163.  Genau  wie  wir  bei  der  Theorie  der  Resultante  (§  149) 
die  Gleichung  (9)  abgeleitet  haben,  so  können  wir  hier  zu  der 
Gleichung 

(13)  D  =  f'9^+r-ff 

gelangen,  in  welcher  ^^  eine  Function  höchstens  vom  Grade  {n  —  2) 
bedeutet,  und  g  eine  solche  höchstens  vom  Grade  (n  —  1).  Besitzt 
/"  =  0  eine  Wurzel  z^  in  v-facher  Multiplicität,  und  also  f  =  0  die- 
selbe in  (v  —  l)-facher  Multiplicität,  so  verschwindet  D,  wenn  v  >  1 
ist,  und,  wie  man  sieht,  muss  g  dann  den  Factor  (3  —  0^)  in  der 
ersten  Potenz  besitzen. 

Nehmen  wir  nun  zunächst  die  Coefficienten  von  f  als  willkürlich 
an,  bilden  (13)  und  differenziren  diese  Gleichung  nach  o;.,  so  entsteht 

Führen  wir  dann  die  a^,  a^,  •  •  •  a^  in  solche  Werthe  über,  dass 
f  =  0  eine  Wurzel  z^  genau  von  der  Multiplicität  2  erhält,  so  geht 
nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  die  letzte  Gleichung  in 

(w)  f|  =  ^rv,(^,) 

über.     Man  erhält  demnach  die  Proportionen 

np.\  ^^       dD  dB        . 

(15)  5—  :  ^ :  •  ■  •:  5~  =  1  : .?!  :  •  •  •  :  ;2("  , 

aus  welchen  die  Doppelwurzel  der  Gleichung  /"==  0  berechnet  werden 
kann.  Hier  schliessen  sich  im  Falle  mehrerer  vielfachen  Wurzeln 
von  /"  ==  0  Betrachtungen  an,  die  unseren  früheren  (§  149)  ent- 
sprechen. 
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§  1()4.     In   die   Formel  (2")   wollen   wir   für  /'  ein  Product  t\-f> 
eintragen. 

Wir  setzen 

/'  =  (aoaoV"'"^"'  +  («öai"  +  or(ao>'''  +  ''»"'^  +  ••; 
dabei    sollen    die  Wurzeln    von  t\  =  ^  mit  ^Ti,  ^'g,   •  •  •,    und   die    von 
f^  =  ()  mit  ^^i",  22,  ••■  bezeichnet  werden.     Dann  ergeben  die  Formeln 
(2*)  und  §  136,  (3) 

=  (—1)2  (aoao)^'+'~^ 

(-1)-  Bf     (-1)2  7;  7V2 


(16)  A....,=-(-ir"^i>A-J9A-i2A./.. 

Diese  Formel  hätten  wir  auch  durch  Determinantenbetrachtungen 
ableiten  können,  die  freilich  etwas  umständlich  geworden  wären. 


Fünfzehnte  Vorlesung. 

Die  quadratischen  Formen. 

§  165.     Unter  einer   quadratischen  Form   von  n  Variablen 
verstehen  wir  einen  Ausdruck 

(1)  f=^CXf,XxXf,         (A,  ^  =  1,  2,  •  •  •  w), 

in  welchem  die  a;, ,  x^,  •  •  •  Xn  Variable,  und  die  Cx,,  reelle  Con- 
stanten sind,  für  die  wir  die  Bedingung  c^u  =  Cf,x  aufstellen.  Wir 
werden  mitunter,  der  Kürze  halber,  die  Bezeichnung  der  Variablen  in 
f  durch  f(x)  andeuten.     Wir  nennen 

(2)  C=\c,,\         (A,  ^=1,  2,  ••■n) 

die  Determinante*)  der  quadratischen  Form  (1);  sie  ist  symmetrisch. 

*)   Gauss    bezeichnet    (—  G)    als    Determinante,    Disq.   arith.   §   154.     Herr 
Sylvester  nonnt  C  die  Invariante  der  Form. 
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Den  Coefficienteu   von   c;^,   in  C  schreiben    wir  y^„;    dann  wird   auch 
yxu  =  y,ux,  und  es  gelten  die  Gleichungen 

(3)  ^c..y,,==C    (wer,„A  =  rt        (,,  a,  ^  ^  1,  2,  ■  •  ■  «)  . 

"  =0     (wenn  A=4=fi) 

Die  quadratische  Form  mit  den  Coefficienteu  yx^, 

(4)  F  =^n.u  XxX,        (l,  fi==l,  2,  ■■■  n) 

nennen  wir  die   adjungirte  Form   von  /"  und,   im  Falle  dass  C  von 
Null  verschieden  ist,  den  Quotienten  von  F  durch  C 

(5)  R^^'-^XxX,         {X,  (1=1,2,..-  n) 

X,u 

die  reciproke  Form  von  /■ 

Aus  (1)  folgt  durch  Differentiation  nach  Xx 

UX  =  \  f'{Xx)  =^   2'  ^  =  CaiXi   +  CX2X2  H ^  CXnXn 

=  ClXXi   +  C.2XX.2  +   •  •  •   +   CnXXn, 

und  also  ist  die  quadratische  Form 

(^)    ^  ==  12^^  ^'^  ^  ^2 ^'  ^^^^  ^'-  ^2^*^^^        (^  =  1  j  2,  •  •  •  n) . 

z  ^  /.  X 

Ferner  erkennt  man,  dass,   wenn  A  eine  Constante,  und  y^,  y.^,  •••  y^ 
eine  Reihe  anderer  Variablen  bedeutet, 

f{Xi-{-ky^)=^Cy.^,{xy.  +  kyy){xu  +  At/^) 

=    ^^    CxM  XyXft    -\-    A'    ^^    C;,^,   ^x^^    ~\-     'J  A    ^    Cy_fx  Xy  ?/^ 
\V  '^l/"  *^)("  ''jl" 

==/-(a;)  +  AY(y)  +  A^rWy^ 

,(( 

wird,  wo  fi  die  Zahlenreihe  1,  2,  •  •  •  n  durchläuft. 

§   166.     Wir  führen  nun  in  /"  statt  der  x  neue  Variable  y  durch 
die  Substitutionsgleichungen 

(8)  Xf,  =  ^axuyx         (A,  ft  =  1,  2,  ■  ■  ■  n) 

X 

ein,  machen  aber  dabei  die  Voraussetzung,  dass  die  Determinante 
Ä=--\ax(,\         (A,  |[t  =  1,  2,  ■    •  n) 
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von  Null  verschieden   ist,   damit  man  die  Substitution  umkehren,  und, 
wenn  axfi  den  Coefficienten  von  uxii  in  A  bedeutet, 


m 


y.u  =^"4^  ^^     {^>  /^  =  1;  2,  •  •  •  m) 


setzen   könne.     Durch  diese  Umänderung  (8)   erhalten  wir  die  traus- 
t'ormirte,  quadratische  Form 

i/{y)  =^(h,uyxy,u  (l,  }i  =  l,  2,  •  •■  n), 

(9)  ,         ^^ 


f>,  '' 


(x,  A,  (a,  V  =  1,  2,  •  •  •  w), 


wobei  dann  auch  wieder  dyi  =  dxx  sein  wird. 

Man  erkennt  sofort  die  Richtigkeit  der  Gleichung 


a,.   ■  •  ■  ttnl 


Cln 


üin 


f^ln  '  '  '  ^nn    I       ^    ^nl  '  '  '  ^nn    '       '    "yti.   '  '  '  (*>nn 


du  ■■•  dln 

"'n  X  '  '  '  ('n  n 


oder  kürzer 


ACä  =  D, 


aus  der  hervorgeht,  dass  C  und  D  gleichzeitig  Null  oder  gleich- 
zeitig von  Null  verschieden  sind.  Diese  Betrachtung  lässt  sich 
folgendermassen  erweitern:  Wir  berechnen  das  Product  der  drei  fol- 
genden  Determinanten  (n  -|-  ry^^  Grades,  deren  Bildung  ja  leicht  zu 
übersehen  ist,  und  in  denen  die  Uy.x,  Vy.x  willkürliche  Grössen  bedeuten. 


«11  ■■•  a„i  0  0  ••■ 

Ci,    •••  Ci„    ^<ll     •••  Uir 

«11  ■■■am  0  0  ••• 

«!«•••  o«n  0  0  ••• 
0     •••0      1   0-. 
0     •  •  •  0      0   1  •  •  • 

Cn  1    '  '  '  Cnn    W« i  •  •  •  U„r 
Vii    ■■'Vxn    0        •  •  •  0 

Vrl---VrnO       •  •  •  0 

a„  1  •  •  •  «„  „  0  0  •  •  • 
0     •••0      1  0... 
0     •••0     Ol  ■•• 

du 


dnl 

2 


■■dln  ^a;.iM>ti  •■•  y,a>. 

•  •  djin  >  «'-  «'  •  •  •  •      > 


lUXt 


>^a?.iVix^--^axnVix 


^axnUxx 
0 


^ 


^axiVrx  ■■■  y-^axnVr?. 


0 


I 

0 


0 


Der  erste  und  der  dritte  Factor  links  besitzt  den  Werth  A.  Wenn 
man  nun  auf  beiden  Seiten  die  Coefficienten  von  UixU2,L,i(sv---Vi^,V2aVst-" 
bestimmt,  so   wird  dies   links   das   Product  aus  A^  in  eine  Subdeter- 
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minante  (n  —  r)*®'  Ordnung  von  C,  rechts  dagegen  eine  lineare,  homogene 
Function  aus  Subdeterminanten  (n  —  r)**"'  Ordnung  von  7);  es  sind 
also  alle  Subdeterminanten  einer  beliebigen  Ordnung  von  C 
lineare  Functionen  der  Subdeterminanten  gleicher  Ordnung 
von  D;  und  dasselbe  gilt  umgekehrt,  wie  man  erkennt,  wenn 
man  in  der  obigen  Gleichung  die  a  durch  die  a  und  die  c  durch  die 
d  ersetzt. 

Ist  irgend  eine  Matrix  vorgelegt,  so  sagen  wir,  dieselbe  besitze 
den  Rang  r,  wenn  alle  in  ihr  enthaltenen  Determinanten  der  Ord- 
nung (/"  -)-  1)  verschwinden,  dagegen  nicht  alle  der  Ordnung  r.  Das 
giebt  dann  für  unseren  Fall,  mit  Hinblick  auf  das  soeben  Bewiesene: 
Die  Determinanten  C  und  D  der  ursprünglichen  und  der 
transformirten   quadratischen   Form    haben    denselben   Rang. 

Hat  die  Determinante  einer  quadratischen  Form  den 
Rang  r,  so  sagen  wir,  die  Form  selbst  sei  vom  Range  r. 

Gesetzt,  man  könnte  die  Coefficienten  a  so  wählen,  dass  in  g  nur 
r  der  Variablen  y  auftreten,  etwa  y^,  y.^,  ■  ■  ■  yr,  die  übrigen  Variablen 
aber  fehlen,  dann  verschwinden  alle  f/;,,,  in  denen  ein  Index  grösser 
als  r  ist,  und  die  Determinante  D  hat  höchstens  den  Rang  p;  das- 
selbe gilt  dann  auch  für  C. 

§  167.     Ist  C  =  j  cxu  I  gleich  Null,  dann  sind  die  Functionen 

II).  =  ^  r  (^;.)  =  CnXi  +  C?.2X2  +   •  •  •  +   C).nXn  (-^  =  1 ,    2,    •  •  •    u) 

durch  eine  homogene,  lineare  Gleichung 

f'Myi  +  /■' (^2)2/2  + h  f'(Xn)yn  =  0 

mit  einander  verbunden,  in  welcher  die  y  Constanten  sind,  welche 
nicht  alle  verschwinden.  Setzt  man  diese  Werthe  y  statt  der  x  in 
die  Formeln  (6)  ein,  dann  folgt  f(y)  =  0,  und  (7)  liefert  daher 

f(x  +  Xy)  =  f(x)  -f  X^r{x,)y,, 

so  dass  also  f{x  -\-  Xy)-  von  A  und  den  y  unabhängig  ist.  Wenn  jetzt 
ya  eine  der  nicht  verschwindenden  Constanten  y  bedeutet,  dann  giebt 
die  eben  erhaltene  Gleichung  für  A  =  —  Xa'-ya  wegen 

f{x)  =  f(x  -    "  y 

=  t\Xx~  ttVx,  ■■■Xa-x~      ya-v,  0,  •••  x„  —  —yA 

ifa  ifa  Ja         ' 

den  Beweis  für  den  Satz:    Jede   quadratische  Form,   deren  Rang 
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gt-'ringer  als  n  ist,  liisst  sich  als  quadratische  Form  von 
weniger  als  n  Variablen  darstellen,  welche  lineare  Aggregate 
der  ursprünglichen  Variablen  sind. 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  ist  leicht  zu  beweisen:  Wenn  in 
der  quadratischen  Form  (9)  etwa  y„  nicht  auftritt,  und  also  alle  dx„ 
verschwinden,   dann   ist  D  ==  0,   und   da  vi  =f=  U   sein  muss,   so  liefert 

D  =  A^C 

das  Resultat  6'=  0.  Ist  eine  quadratische  Form  von  /<  Variablen 
als  quadratische  Form  einer  geringeren  Zahl  von  Variablen 
darstellbar,  welche  lineare  Aggregate  der  ursprünglichen 
sind,  dann  ist  ihr  Rang  geringer  als  n. 

Aus  der  ersten  Ueberlegung  folgt  durch  einfache  Fortsetzung: 
Ist  der  Rang  n^  von  f  geringer  als  die  Anzahl  w  der  Variablen, 
dann  lässt  sich  die  Form  durch  «j  neue  Variable  darstellen, 
derart,  dass  jetzt  die  Determinante  der  umgewandelten  Form 
von  Null  verschieden  ist.  Eine  weitere  Verminderung  der 
Zahl  der  Variablen  ist  nicht  möglich. 

§  108.  Setzt  man  Xx  =  Xi^,  indem  man  unter  i^,  4,  •••in  eine 
Permutation  von  1,  2,  •  •  •  n  versteht,  dann  liefert  diese  elementare 
Transformation  dieselben  Coefficienten  nur  in  anderer  Folge.  Dabei 
ist  jedes  Diagoualglied  d^^  gleich  einem  Diagonalgliede  c^,„;  und  siimmt- 
liche  Hauptsubdeterminanten,  d.  h.  solche,  deren  Hauptdiagonale  der 
Hauptdiagonale  von  C  entnommen  ist,  gehen  wieder  in  Hauptsubdeter- 
miuanten  von  D  über.     Es  ist  auch  dy,x  =  dxx. 

§  160.  Wir  betrachten,  zunächst  unter  der  Voraussetzung  C=(=0, 
noch  eine  bemerkenswerthe  Substitution.  Wir  schreiben  (1)  in  der 
Form 

(10)    u,  =  CX,X,   +  CX..X.  +  ••      +  CXnXn  =  \  f\x,)         ^^  =  ^>    ^'    '  '  '  ^)  ' 

und  wollen  jetzt  die  Ux  als  neue  Variable  in  f  einführen.  Es  treten 
dann  an  die  Stelle  von  (8)  die  Gleichungen 

(11)  x,  =^^'^  m        (A,  ^  ^  1,  2,  •  •  •  n), 

und  die  transformirte  Form  hat  die  Coefficienten 

1 
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d.  h.  wie  die  Vergleichung  mit  (5)  zeigt,  die  transformirte,  quadratische 
Form  ist  identisch  mit  der  reciproken  Form 

(12)  y  ^^    0  ^^"■'^^         ^^'  A  =  1,  2,  ■  ■  ■  n). 

Wemi  C  ==  0  ist,  kann  man  folgendermassen  vorgehen,  um  zu 
ähnlichen  Resultaten  zu  gelangen.  Der  Rang  der  Determinante  C  sei 
gleich  r,  und  durch  eine  elementare  Transformation  (§  168)  seien  die 
Variablen,  wenn  es  nöthig  ist,  so  umgeordnet,  dass 

C('-)=    ci,,  \         (A,  ft  =  1,  2,  •••  r) 

von  Null  verschieden  ist.     Dann  entnehmen  wir   aus  den  Gleichungen 

«1  —  Cl,  r  +  l  XrJ^  1 Ci  „  X„  =  Cu  rCi  -J [-CirXr, 

II  r  Cf^  '-1-1  "^^r  4"  1  '  '  ^r  n  ^n  Cr  1  ^l  "p  '  '  '  "J"  Cr  r  ^r 

durch  Umkehrxing  die  Werthe  von  x^,  x^,  ■  •  •  Xr  in  der  Gestalt 

(13)  c'"^,  =  yj^ .  («,  -  0,,  ,^,  ^,^,  -...)  +  ...  +  rS  ■  («  -  <=„,+,  ^.+  -  ■■  ■) 

(A=l,  2,  ...  r); 
hier  bedeutet  y^^^   die  Adjuncte   von  c^^  in  C    . 

Wegen  der  Voraussetzung  über  den  Rang  müssen  (w  —  r)  lineare 
Beziehungen 

(14)        liX'=hlUx  -\-  '•■  -{-TiXrUr  (A  =  r  +  1 ,   ^  +  2,   •  •  •   w) 

bestehen;  setzt  man  in  diesen  Xy.  =  l,  {x^^A,  •  •  •  r)  und  alle  übrigen 
X  gleich  Null,  so  wird  tiz  zu  Cxy,  und  also  erhält  man  aus  dem  letzten 
Gleichungssysteme  (14) 

Cxy.  ='^hfiC/,iy.         (A  =  y  +  1,  •••  «;  x,  (i  ^  1,  2,  •■■  r); 


;« 


aus  diesen  Beziehungen  ergiebt  sich  dann  weiter  durch  Auflösung  der 
Gleichungen  mit  demselben  A  für  die  Unbekannten  kxi,  •••  hxr 

{ib)C(^^-h,=^c,^rl:i      i^,  ^  =  1,  ■■■n  A  =  r+i,  ...n). 

V 

Nach  diesen  Vorbereitungen  tragen  wir 

^1  >    ^2J    '  ■  ■  ^'rj    X,-j-l)    ■  •  •  Xn 

als  neue  Variable  in  f  ein;  dazu  wählen  wir  die  Form  (10),  benutzen 
(13)  und  (14)  und  erhalten 
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r 
r  n  r  r 

=  X,  yxUiyUx  (x,  A  =  1,  2,  •  •  •  r). 

Denn  wegen  (15)  verschwindet  der  Coefficient  von  Xj^u,.,  weil  ja  in 
der  symmetrischen  Determinante  C^'"^  sowohl  c;.,.  =  c,,;.  als  y^*"!,  =  y^'^^ 
ist.     Wir  haben  somit,  genau  dem  Resultate  (12)  entsprechend, 

(12'')  fj  =^^f  ^'x«;.  {x,  1=^1,2,  ■■■r). 

z, ;. 

Hierdurch  ist  die  am  Schlüsse  von  §  167  bewiesene  Reductionsmög- 
lichkeit  verwirklicht  worden. 

§  170.    Für  den  Fall,  dass  C=  0  ist,  ohne  dass  alle  ersten  Sub 
determinanten   von  C  verschwinden,    möge    7,^  von    Null    verschieden 
sein.     Man  hat  dabei  mit  Hülfe  bekannter  Determinantensätze 

yy.?. yik  —  yyk y,?.  =  0        (x,  A  =  1,  2,  •  •  •  >?), 

1  1 

yxx  =  -   yy-kyn  =  ^    yykyii, 

lik  "ik 

yik :y2k'-  •■■  ynk  =  yu '-y-ii'-  ■■•  yni, 
F=^ yy). XyXx  ==    ^ yyk Xy,^yi iX).  =  est.  (^  yxiXxJ 

y.,X  ^'^'       y  i  X 

(x,  A=l,  2,  •••  n), 

d.  h,  hat  die  Determinante  einer  quadratischen  Form  von 
n  Variablen  den  Rang  (ii  —  1),  so  ist  ihre  Adjuncte  ein 
Quadrat.  Die  ümkehrung  dieses  Satzes  ist  gleichfalls 
richtig. 

In  der  That,  wenn  die  Adjuncte  der  vorgelegten  Form  f 

F  =^  y,, X, X,  =  t{2px X,y         {X,  i^i  =  1,  2,  . . .  n) 

X,  fi  ?. 

ist,  dann  wird  der  Coefficient  von  X;.  X^, 

yx^  =  rpxPM, 
und  demnach  kann  man  aus  den   beiden  Gleichunuen 
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C  =^  y?.,uCXfi  =  tpa  -^  pxcxiu        (A,  ft  =  1,  •  •  •  n), 
0  =^  yxvOiu  =  tp„  -^  pxczu         (^  4=  ^) 

X  X 

den  Schluss  ziehen,  dass  C  gleich  Null  sein  muss.    Denn  wenn  die  Summe 

^  pxCx,u  verschwindet,  muss  auch  C  verschwinden;  wäre  hingegen  diese 

Summe  von    Null    verschieden,    dann    würde  jPr  =  0,   und    auch   hier 
müsste  wegen 

C  =^  yXrCXv  =  tpr^  pxCXf 
X  X 

wiederum  C  =  0  werden. 

§  171.     Wir  behandeln  jetzt  die  gleichzeitigen  Transformationen 
der  Form  /'  und  ihrer  reciproken  Form  R 

/'  =^  Cx  f,xxx^,,     -^^^  ^  -^^  ^'" 

X,/,i  X,/bi 

durch  die  beiden  Substitutionen 

x>,  =^  tty.xix     bezw.    Xy  =^  ^  S, 


A    ^'- 


Dadurch  geht  f  in  die  Gestalt  über 


X,  X  /x,  V  x,  X 

und  die  reciproke  Form  M  in 

-t    =  X,   AnAX    X,    jT^ —    X,    Ay.AX-lJy.X- 

y,X  fi,v  y.,X 

Es  lässt  sich  jetzt  leicht  nachweisen,  dass  V  die  reciproke  Form  zu  g 
ist.     Es  wird  nämlich 

X  X         r,^  ö,r 

^^  ~JT7i     X^;   '^(.'^  ^*/'    X^i    ^''(^  y'J*    /    \   ^vy.^ox} 
^,r  v,a  y. 

und  da  die  letzte  Summe  für  v  ^  G  verschwindet,  dagegen  für  v  ==  6 
den  Werth  A  hat,  so  ergiebt  sich  zuerst 

Hier  verschwindet  wieder   die  letzte   Summe  für  ()  =)=  t,   während   sie 
für  Q  =  T  gleich  C  wird;  also  ist  weiter 
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y.  II 

und  daraus  ergiebt  sich,  dass  für  A  4= /*  ^^er  Wertli  ^  dy.xDy.^,  zu 
Null,  für  A  =  fi  zu  Eins  wird.  Das  enthält  den  Beweis  der  aus- 
gesprochenen Behauptung. 

§  172.  Zum  Zwecke  unserer  weiteren  Ableitungen  erinnern  wir 
an  die  folgenden  Determiuantensätze  (vgl.  J.  für  M.  Bd.  114;  S.  345). 
Wir  bezeichnen  zur  Abkürzung  unter  der  Annahme  beliebiger  Grössen 
Cyx  die  Determinanten 


Cim     Ciß 


ö«+iK^),         {Caß  ==  D,{a,  ß)) 


(16) 

(1^) 


^m  1    ■  ■  ■    Cinm    (^m[i 
Cal    '  '  '    Cam    ^aß     \ 

und  weiter 

D„+i(w  +  1,  m  -f  1)  =  D,n-^i 
dann  gelten  die  Gleichungen 

I  I)m{m,  m)  Dm{m,ß)  ' 

I  Bm{a,  m)    Dm{cc,ß) 
Dm{m,m)  Dm{ni,m-\'\)         Dm(m,ß)         ! 

D«(m+l,wO  i)„(m  +  l,w-l-l)  Dm{m-}-l,ß)\==Dl^,-Dm+-2(c(,ß). 
Bm{ct,m)  D„,(a,m  +  1)  D,n(cc,ß)         | 


=  D,„_i  •  D,n+i(a,  ß), 


Wir  gehen  jetzt  von  der  quadratischen  Form  (1)  mit  dem  Range 
Wj  aus,  wobei  1  ^  w^  ^  w  sein  soll,  und  wollen  sie  in  ein  Aggregat 
von  Quadraten  umwandeln.  Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  nicht  alle 
Cy.y.  verschwinden;  im  Laufe  der  Untersuchung  wird  sich  zeigen,  wie 
man  den  jetzt  ausgeschlossenen  Fall  zu  behandeln  hätte.  Durch  eine 
elementare  Transformation  kann  man,  wenn  es  nöthig  sein  sollte,  die 
Indices  so  verändern,  dass  c^  =(=  0  vrird.  Dies  wollen  wir  geschehen 
denken.    Da  Cy,x  =  Cxy.  und  I)m{x,  X)  =  D,„{1,  x)  ist,  so  folgt  wegen  (16) 


^ly.'^lX 


n  n 

=  B    (^A(l,  ^)xxy  +  }y^{DJ\(yc,X)~T),{\,X)D,{x,\))Xy.Xx 

'         ]  '2 
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Ist  Wj  =  1,  dann  verschwinden  die  s'ämmtlichen  D^C^?  ^)}  ^^^  /  wird 
gleich  einem  Quadrate.  Ist  n^^  >  1,  und  sind  nicht  sämmtliche  D^i^tjy) 
gleich  Null,  dann  kann  man  durch  eine,  auf  die  letzte  Summe  aus- 
geübte elementare  Transformation  die  ludices  von  x.2,  x^,  ■•■  Xn  so 
verändern,  dass  D<^i^,  2)  =  D.,  von  Null  verschieden  bleibt.  Dann 
liefert  dieselbe  Methode 

7»  n 

n 

-       2 

Ist  Wj  =  2,  dann  verschwinden  die  sämmtlichen  D^{x,  X),  und  f  wird 
gleich  der  Summe  zweier  Quadrate.  Ist  «^  >  ^j  dann  kann  man  in 
derselben  Weise  fortfahren,  falls  nicht  alle  D^{%,oi)  gleich  Null  sind. 
Wir  wollen  annehmen,  dass  wir  so  etwa  bis  zu 

n  n 

m  n  '  ^  ^  n 

+  75 ^^ [y]  Dr,^-l{:^n  —  l,X)xx)  -f  ^ y,  Dm{x,k)XyX). 

'«  — 2      m— 1      ,„_i  "'-1      m 

gekommen  wären,  dass  w,  ^m  sei,  und  also  nicht  alle  Dmix,  X)  ver- 
schwinden, dass  aber  jedes  1)^  {x,  jt)  gleich  Null  wird.  In  diesem 
Falle  kann  man  durch  eine  auf  die  letzte  Summe  ausgeübte  elementare 
Transformation  die  Indices  von  Xmj  Xm+i,  •  ■•  Xn  so  umändern,  dass 
Dmirn,  m  -\- V)  ^  0  wird;  dann  kaim  man  schreiben 

n  n 

^  Br,.{K,X)x,X,  =  7)     (m^w+lJ-^'»K^^^+  ^)Xrn+^D,n{m^l,l)x?\ 

n 

(19)  •  \j)r,i{rn,m-{-  V)x,n+i  +^'  Dm  (m, ^)x^j 

?it-\-'2 
7/1  -[-  2 

Die  letzte  Klammer  formen  wir  mit  Hülfe  von  (17)  unter  Beachtung 
von  D„,{m,ni)  =  0,  i);„(m-f-l, w+ 1)  =  0  in 

um.     Aus  (16)  ergiebt  sich  ferner 
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und  daraus  zuerst  D,„^i  ^  0-^  und  dann  folgt  weiter  für  den   vorigen 
Bruch  der  sebliessliclie  Ausdruck 


Auf  das  erste  Glied  rechts  in  (19)  wenden  wir  noch  die  Substitution 

n 

Dn  (m,  m-i-1)  Xm      -\-^Dm  {m  +  1,  A)  xx  =  P„  +  Q„, , 

n 

Dm  {m,  m-^\)x,n+i+^Dm  {m,  X)  xx         =  P,«  —  Q^ 

7/J  +  2 

an^  wodurch  dasselbe  in  die  Gestalt 

übergeht.     Für  (18)  haben  wir  also  die  neue  Darstellung 

n  n 

'  1  ^       -         2 

n 

+  ^^-  ^  Dm  +  2{X,  ^)  XxX/,,,       (Dm  +  l  =4=  0)  . 
'"  +  1  m  +  2 

Fährt  man  auf  diese  Art  fort,  so  erkennt  man,  dass  jede  quadra- 
tische Form  vom  Range  w^  (^  w)  sich  in  ein  Aggregat  von 
Vi  Quadraten  umwandeln  lässt.  Zwischen  diesen  Aggregaten 
besteht  keine  lineare,  homogene  Gleichung  mit  constanten 
Coefficienten,  d.  h.  sie  sind  linear  von  einander  unabhängig. 
Diese  letzte  Behauptung  muss  noch  bewiesen  werden.  Hätte  mau  bei 
constanten  Coefficienten  d  die  identische  Gleichung 

n  n  71 

d,^D,{l,X)xx  +  d,^  D,(2,X)xx'^  ••  +  (J,„-i  ^D„,-^(m-l,l)xx 

1  2  m— 1 

+  ÖmPm  +  ^m  +  l^m  +  ••  =  0, 

was  die  x  auch  immer  für  Werthe  annehmen,  dann  zeigt  zuerst  das 
Werthsystem  x^  ^--  x^  =  ■  ■  ■  =  0,  dass  d\  verschwinden  muss;  danach 
ajg  =  a;^  =  .  • .  =  0,  dass  auch  d^  verschwindet,  u.  s.  w.  bis  zu  tf„,_i  ==  0. 
Setzt  man  dann 
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SO  ist  ersichtlich,  dass  (d,,, -f"  <^/«+i''  ^^^  {d,„—d„,^i)  Null  werden, 
und  demnach  auch  dm  und  d^^+i  selber.  Also  kann  die  homogene, 
lineare  Gleichung  überhaupt  nicht  bestehen. 

§  173.  Derartige  Umwandlungen  in  Aggregate  von  Quadraten 
können  auf  unendlich  viele  Arten  gemacht  werden.  Greift  man  z.  B. 
auch  nur  zwei  Quadrate  heraus 

und  benutzt  die  Substitution  mit  nicht  verschwindender  Determinante 

X^  =  in  1\  +  '*  5.2?    Xo  =  ^Y^  -\-  vY.^, 
dann  entsteht  auch  wieder  eine  Summe  von  Quadraten 

sobald  die  vier  Substitutionscoefficienten  die  einzige  Bedingung 

a^mn  -f-  «2^*1^  =  Ö 
erfüllen ;  und  das  kann  ja  auf  unendlich  viele  Arten  herbeigeführt  werden. 
\A  ir  wollen  nun  annehmen,  es  sei  auf  irgend  einem  Wege 

r  r 

t=^  ^A  (eAia^i  +  6^2  2^.2  +  •••  +  exnX„y  =  ^  £;. X'x         (>•  ^  «) 
1  1 

gefunden  worden,  wobei  die  Coefficienten  e  und  e  reelle  Grössen  be- 
deuten, und  zwischen  den  k  linearen,  homogenen  Functionen  X^,  X.^, 
•  •  •  Xk  keine  lineare  Abhängigkeit  besteht.  Der  Rang  von  f  ist  dann  r. 
Wir  wollen  den  Rang  des  Systems 

^91  ^-29         '  '  '         ^2  /» 


6ri       6r2      ' ' '       ^rn 

Q  nennen  (q  <  r)  und  etwa     e^x    =|=  0  (^;  ''■  =  ^7  ->  ' ' '  O)  voraussetzen, 

während  alle  Determinanten  der  Ordnung  ((>  -f- 1)  verschwinden.  Dann  ist 

ey.i   ey.2  ■■•  ßy.Q  Xy.\  =  0         {x  =  \ ,  2 ,  ■  ■  ■  Q -\-  1), 

und  zwar  ist  diese  Gleichung  nicht  identisch  erfüllt,  da  der  Coefficient 
von  X^4_i  nicht  Null  ist.  Damit  diese  Gleichung  der  Voraussetzung 
über  die  lineare  Unabhängigkeit  der  X  nicht  widerspreche,  muss  q  =  r 
sein,  und  wir  können  |  e^;.  j  =f=  0  (x,  A  ^=  1,  2,  •  •  •  r)  annehmen.  Danach 
kann  man  aus  dem  Systeme 

^11  ^1    ~i"    '     •   -\-  eirXr  =  Xy  Cl,r+1  Xr^i  •  •  •   —  ßi,»  A„, 

6rlX^    — f-   •••   -j—  Cfi-Xj-  ==   J\r  6f-^r-\-l-^r-\-\  ■'■  ^r,n-^nj 

Xr-\-l   =   Xr^l,    Xr-\.2   =  Xr^>,    •  •  *    ^n  =   -X.„ 
Netto,  Algebra.    1.  13 
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die  Werthe  der  Variablen  x  eindeutig  durch  die  X  und  umofekelirt 
ausdrücken,  wobei  alle  eingehenden  Constanteu  reell  sind. 

Jede  Darstellung  einer  quadratischen  Form  /'als  Aggregat 
von  Quadraten,  in  welcher  nur  reelle  Coustanten  vorkommen, 
kann  durch  eine  reelle  Transformation  erlangt  werden. 

§  174.  An  die  Formeln  von  §  173  haben  wir  noch  eine  Be- 
merkung zu  knüpfen.  Es  giebt  nämlich  auch  Beziehungen  zwischen 
den  Vorzeichenanzahleu  der  Quadrate  bei  verschiedenen  Arten  der 
Umwandlung.  Im  Falle  eines  Aggregats  von  zwei  Quadraten  findet 
z.  B.  die  Gleichung  statt 

(a^m^  +  agft^)  («i«^  -f-  a^v^)  =  (a^mn  +  a^^v)-  -|-  a^a^  (ii^  —  mv)- 

=  OyO^in^  —  mvy. 

Die  letzte  Klammer  darf  der  Annahme  nach  nicht  verschwinden,  und 
es  folgt  daher  die  Zeichenrelation 

sgn  («1  w^  -{-  a.,  yiF)  (a^  n^  +  ^i  '^^)  ^^  sgn  (a^  ag). 

Hieraus  sehen  wir,  dass  wenn  «j  und  a^  verschiedene  Vorzeichen  haben, 
dies  auch  bei  den  neuen,  transformirten  Coefficienten  a^nr  -j-  a^,«." 
und  üj^n-  -{-  a^v^  statthat.  Ferner  erkennt  man  unmittelbar,  dass  die 
letzten  beiden  Coefficienten  beide  positiv  oder  beide  negativ  bleiben, 
je  nachdem  dies  bei  den  ersten  eintrifft.  Folglich  liefert  die  neue 
Darstellung  von  /'  ebensoviele  Glieder  mit  positiven  und  mit  negativen 
Zeichen,  wie  die  erste.  Dieser  Satz  lässt  sich  auf  die  Darstellung 
eines  beliebigen  /'als  Summe  von  Quadraten  verallgemeinern;  Sylvester 
hat  ihn  unter  dem  Namen  Trägheitsgesetz  der  quadratischen 
Formen  im  Phil.  Mag.  1852,  1853  veröffentlicht;  Jacobi  kannte  ihn 
bereits  1847  (Werke,  III,  501),  jedoch  wurden  die  betreffenden  Unter- 
suchungen erst  nach  seinem  Tode  veröffentlicht. 

Wir  können  voraussetzen,  dass  die  Zahl  der  Variablen  von  /"  gleich 
dem  Range  n  genommen  wird  (§  167).  Wir  können  ferner  die  Coeffi- 
cienten der  einzelnen  Quadrate  gleich  +  1  setzen,  indem  wir  die 
Quadratwurzeln  aus  den  absoluten,  zunächst  vorhandenen  Werthen 
zu  den  Aggregaten  ziehen.  Somit  dürfen  wir  also  unsere  reelle  Dar- 
stellung der  quadratischen  Form 

(20)    /  =  Ä,^-f  ^/-H..  +  /i:/-7i:4i K,%,       (s  +  t  =  n) 

schreiben.  Die  K  sind  linear  unabhängig,  und  die  x  lassen  sich  durch 
sie  ausdrücken  (§  173).  Man  kann  demnach  jede  Substitution  durch 
die  K  linear  ausdrücken.  Ist  in  anderer  Weise  /"  durch  die  Quadrate 
der  «  Ausdrücke   Q^,  Q^,  •  ■  •  Qn  darstellbar,  dann  gilt  von  den  Q  das 
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Gleiche,  und  somit  können  wir  auch  die  K  durch  die  Q  ausdrücken. 
Es  möge  das  in  der  Form 

Kx  =  gii  Q,  +  ^;.2  ^2  +  •  •  •  +  gm  Qn       (a  =  l,  2,  ■  ■  •  s), 

geschehen.     Setzt  man  dies  in  (20)  ein,  so  entsteht 

(20^)  _ 

Weil  dies  nun  gleichfalls  ein  Aggregat  von  Quadraten  wird,  müssen 
die  Coefficienten  von  sämmtlichen  Producten  QxQ/^i  verschwinden,  und 
das  Trägheitsgesetz  fordert,  dass  s  von  den  Klammern  der 
ersten  Summe  positiv,  und  die  anderen  t  negativ  werden. 

In  rein  arithmetischer  Form  ausgesprochen  lautet  das  behauptete 
Theorem  so:  Wenn  bei  beliebigen  reellen  ^;.^,  A^^  und  den  Be- 
zeichnungen 

9i ?.9iu-\ h  gsxgs^,  =  <?;.,«  ;  hx /*!/<  H f-  hx  hi-i  =  t).f, ; 

G/./i,  —  r?. f,  =  Q?.,u         (/l,  fi  =  1,  •  •  •  m;  s-\-t=^  n) 

alle  QXfi{X  =^  ^i)  verschwinden,  dann  sind  s  der  Grössen  qh 
positiv,  während  die  anderen  t  negativ  werden. 

Wir  wollen  zunächst  einen  rein  arithmetischen  Beweis  dieses 
Satzes  geben  (vgl.  J.  für  M.  110;  S.  184).     Man  hat  für  a>  s 

!  rx^t  +  Q).^i  \  =  I  Ox,.,  1  =  0         (/l,  fi  =  1,  2,  •  ■  •  s;  a) ; 

denn  die  Determinante  der  6  entsteht  aus  der  Composition  der  beiden 
Matrizen  des  defectiven  Systems 


gn  i/21     ••  gsi 


gn  gv2  •••  ^1.  gia 


gis  g-2i  •■•  gss  gn  9$^  ■•■  9ss  9sa- 

gia  g-ia  ■  •  •  gsa 

Wegen  qx,u  =  0  (/l  =j=  fi)  vereinfacht  sich  die  Determinante  zu 


"^^22     I     P22     ■  ■  ■     ^2« 


Tal 


Ta2 


'^aa     I     Qa  a 


==0, 


und  entwickelt  giebt  das  die  Gleichung 


13* 
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tXX    Xxa 
^a  X    T«  a 


tXX     tXu     T^Xa 

T^fi  X    "^n  /LI    T'/t  a 

+    •     • 

T^aX    "^ttn    "^aa 

=  X,  Q^xha  —Ihlhf^aY 


,gf,v\    Qaa  =  9nQ22-Qss\T: 


4^    ^xx^u.L 


(A,  (i,  •  •  •  =  1,  2,  •  •  •  s). 
Der  erste  Coefficient  rechts  in  der  Klammer,  nämlich 

aa  la     '  '        ta 

ist  direct  die  Summe  von  Quadraten;  die  Determinante  des  zweiten  ist 
aus  den  beiden  Matrizen  des  excessiven  Systems  der  Elemente  )i 

hxx   h-ix  •  •  ■  Ihx  Jhx   hia 

'h a    'ha    '  '  '    lita  •  '■ 

htX     ha 

zusammengesetzt,  so  dass  die  Determinante 

^XX     tXa 

T'aX    "^aa  ,«,v 

auch  wieder  die  Summe  von  Quadraten  wird,  u.  s.  w.  Folglich  zeigt 
die  obere  Gleichung  durch  eine  Identität,  dass,  wenn  p^^,  ••  q,, 
positiv  sind,  alle  Qaaipi.^  s)  negativ  sein  müssen,  dass  es  also  in  (20) 
nicht  mehr  als  s  positive  Glieder  geben  kann.  Dasselbe  gilt  ebenso 
für  i,  und  damit  ist  der  Satz  bewiesen:  Wandelt  man  durch  irgend 
eine  reelle  Substitution  die  Form  f  in  ein  Aggregat  von 
n  Quadraten  um,  so  ist  die  Anzahl  der  positiven  Glieder 
desselben  invariant  für  f. 

§  175.  Wir  wollen  noch  den  Ja cobi' sehen  Beweis  des  Träg- 
heitsgesetzes, der  auf  besonders  einfachen  Ueberlegungen  beruht,  hier 
mittheilen.  Dazu  bemerken  wir,  dass,  wenn  K^,  K^y  '  '  '  ^^^+t 
(^s  -\-  t  =  n)  von  einander  unabhängige,  homogene,  lineare  Functionen 
der  X  sind,  ihre  Gesammtheit  nur  verschwänden  kann,  wenn  sämmtliche 
Variable  gleich  Null  gesetzt  werden.  Sind  aber  weniger  als  ii  lineare, 
homogene  Functionen  gegeben,  so  kann  man  diese  sämmtlich  zu  Null 
machen,  ohne  dass  dies  bei  den  Variablen  eintritt.     Wenn  nun 

Vi 


") 

n/ 


:  =  q;'  +  ■••  +  Qi  -  Q'p+i---  -  Qp+r      \p  +  r 

und  p  "^  s   also   r  <i  t   und   s  -{-  r  <in   wäre,   dann    könnten   wir   den 
Variablen  ein  von  Null  verschiedenes  Werthsystem  geben,  durch  welches 

K,  ==0,  ••.  ä;  =  o,  Qj,+i  =  0,  •••  Qp+r  =  0 


Die  quadratischen  Formen.  197 

wird,  ohne  dass  gleichzeitig 

X,  =  0,  •  •  •  z;  =  0,  Z,+i  =  0,  •  ■  •  Z,+,  =  0 
ist.     Dadurch  ginge  die  obige  Gleichung  in  die  Form 

über,  welche,  da  ihre  linke  Seite  wesentlich  negativ  ist,  einen  Wider- 
spruch in  sich  birgt.  Ebenso  folgt,  dass  nicht  s'>p  sein  kann;  des- 
halb muss,  wie  behauptet  wurde,  s  =  p  und  t  =  r  sein. 

§  176.  Das  Bestehen  des  Trägheitsgesetzes  zerlegt  die  quadrati- 
schen Formen,  je  nach  der  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder 
bei  der  Darstellung  als  Aggregat  von  Quadraten,  in  verschiedene 
Species,  die  durch  ihre  Signatur  von  einander  verschieden  sind. 
Unter  Signatur  soll  (vgl.  Frobenius:  Ueber  das  Trägheitsgesetz 
der  quadratischen  Formen;  Berl.  Ber.  1884;  241)  die  Differenz  der 
Anzahl  positiver  und  negativer  Coefficienten  bei  der  Darstellung  der 
Form  als  Aggregat  von  Quadraten  verstanden  werden.  Diese  Signatur 
kann  bei  Formen  vom  Range  n  eine  der  Zahlen 

11,  w  —  2,  92—4,   ,    —«  +  4,  — n-{-2,   —  n 

sein.  Gauss  hatte  die  beiden  Extreme,  in  denen  nur  Glieder  eines 
Zeichens  vorkommen,  als  definite  Formen  bezeichnet,  da  bei  ihnen 
der  Zahlenwerth  stets  dasselbe  Vorzeichen  besitzt,  im  Gegensatze  zu 
den  übrigen,  den  indefiniten  Formen,  die  sowohl  positive  wie 
negative  Werthe  annehmen  können. 

Wenn  in  der  Darstellung  (18*),  §  172  alle  Determinanten 

A,  A,  D„  ■■■  A 

von  Null  verschieden  sind,  kann  man  die  quadratische  Form 

f=  B    ^^'   +   ^  ^^'^  +  ■••  +  -D^^  ^"' 
schreiben  und  erhält  als  Formel  für  die  Signatur 

n 

(21)  s  =2 sign  (A-i  AO.         (-Do  =  1). 

Q  =  l 

Wir  haben  ferner  gesehen,  dass  Avenn  alle  D„,{x,x)  Null  sind, 
die  Variablen  so  angeordnet  werden  können,  dass  ein  Dm-\.x  (x,  x)  von 
Null  verschieden  ist  (S.  192,  Z.  1),  und  dass  man  dabei  die  Darstellung 

t  =  T)    ^'i'  +  ■  ■  ■  +  T) n ^»'—1 

+  n^-F/+  ^ \^ C/U.  +  ••• 

erhält.     Hier  ist  dann  also 
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ni  —  1  n 

.•  =^sign  {D^-,D,)  +2  sign  (Z)^_iD,)  +1-1 

p  =  1  {j  =  m-\-'i 

171—1 

=  2^  sigii  {D.^-iD^)  -\-  sign  {D,n-\D„)  +  sign  (D„,A«4-i') 
+^  sign  (I>,_a  AO,  {D^  =  0), 

und  mau  kommt   auch   iu   diesem  Falle   wieder   auf   die  Formel   (21 
§  177.     Bilden  wir  das  Determiuautenproduct 
t  —  Cm 


flu     ••      dXn 

fln  1    ■  ■  ■    flnn 


CV2 


13 


C.^1    ^— C. 


'31 


22  '23 

<^32    ^  ^33 


C2„ 

—  C3„ 


«11 
«In 


«nl 


Cn  1  C^  2  Cn  3   *  ■  ■    f^         C;j  n 

uud  berücksichtigen  (9),  so  ergiebt  sich  als  Resultat 

t^aixan—dn,  ^  ^«i;.«2A— ^12  >  •••  t^ai?.a„x — rfi« 


Da  Ä  =  \ax/u\  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt,  dass  die  Gleichung 


(22) 


t^a^xdix  —  dur    =0         (A,  ju,  V  =  1,  2,  •  •  •  n) 


dieselben  Wurzeln  t  besitzt,  wie  die  Gleichung 

(23)  I  tSf,v—  c^,.  1  =  0        (^,  V  =  1,  2,  •  •  •  w) 
(£/,,.=  1,  wenn  (i  =  v  ist;    £^v=  0,  wenn  fi  =^  v  ist). 

Ein  Transformationssystem  a„v  heisst  ein  orthogonales,  wenn 

(24)  y'ttf.xttriL  =  s^v         (A,  fi,  V  =  1,  2,  •  •  •  n). 


X 


Aus  (9)  folgt  als  charakteristische  Eigenschaft  dieser  Systeme,  dass  sie 

die  Summe  von  Quadraten  ^.x^  wieder  in  eine  Summe  von  Quadraten 

^  y''    transformiren.      Für    solche    orthogonalen    Systeme    vereinfacht 

sich  (22),  indem  bei  ihnen  t  nur  in  den  Gliedern   der  Hauptdiagonale 
und  dort  mit  dem  Factor  1  versehen  auftritt. 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  es  stets  eine  orthogonale  Sub- 
stitution giebt,  welche  die  quadratische  Form  (1)  in  ein 
Aggregat  von  Quadraten  umwandelt.     Wir  wollen,  ohne  auf  den 
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Beweis  näher  einzugehen,  nur  darauf  hinweisen,  dass  eine  ausreichende 
Zahl  von   Constanten    dafür  zur  Verfügung  steht.     Das   System   (24) 

enthält  nämlich  ^  n  (n  -j-  1)  Bedingungsgleichungen,  und  das  Ver- 
schwinden der  Producte  y^y^i  bei  {l  ^  (i)  in  der  transformirten  Form 
fordert  die  Erfüllung  von  —  n  (n  —  1)  Gleichungen  zwischen  den  Sub- 

stitutionscoefficienten.  Weil  nun  einerseits  n^  solche  vorhanden  sind, 
und  weil  andererseits  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  auch  ins- 
gesammt 

-^  n(n-\-  1)  -{-  -  n(7i  —  1)  =  n^ 

ist,  so  ist  wenigstens  die  Möglichkeit  der  Erfüllung  unserer  Forderungen 
dargethan.     Damit  wollen  wir  uns  hier  begnügen. 

Setzen  wir  in  (22)  voraus,  dass  die  a^^  derjenigen  orthogonalen 
Substitution  angehören,  welche  (1)  in  ein  Aggregat  von  Quadraten 
umwandelt,  dann  wird  diese  Determinante  (22)  zu 

I  t£/^y  —  duv    =  0         (ft,  V  =  1,  2,  •  •  •  n) 
bei  rZ^r  =  0  {^^v),  oder  einfacher,  da  nur  Diagoualglieder  existiren,  zu 

(22^)  YI(t-d,,)  =  0         (^  =  1,  2, .  •  •  n). 

Unter  den  f?^j^,  kommen  so  viele  positive  und  so  viele  negative  Glieder 
vor,  als  das  Aggregat  von  Quadraten  positive  bezw.  negative  Glieder 
enthält.  Es  ist  demgemäss  die  Signatur  von  (1)  gleich  der  Differenz 
der  Anzahlen  der  positiven  und  der  negativen  Wurzeln  von  (22*), 
und  da  ja  diese  Wurzeln  mit  denen  von  (23)  übereinstimmen,  so 
folgt  der  Satz:  Die  Gleichung 

(23)  ts^v  —  Cur  1=0         {n,v  =  \,2,---n), 

in  welcher  c«r=Cv,(/  ist,  besitzt  stets  n  reelle  Wurzeln.  Die 
Differenz  aus  den  Anzahlen  ihrer  positiven  und  ihrer  nega- 
tiven Wurzeln  ist  gleich  der  Signatur  der  quadratischen  Form 

(1)  f  =  ^Cx^,XxX,,. 

Den  hierbei  zufällig  erhaltenen  Satz,  dass  die  Gleichung  (23)  keine 
complexen  Wurzeln  besitzt,  können  wir  auch  auf  directeni  Wege  ab- 
leiten, ohne  das  Theorem  aus  der  Theorie  der  orthogonalen  Substitu- 
tionen zu  verwenden.  Der  folgende  Beweis  ist  von  Sylvester  angegeben. 
§  178.     Wir  bezeichnen 

g{t)  =    ts^,y-\-  c^y  I         (jtt,  V  =  1,  2,  •  •  •  w;  c^r  =  c^/O- 
Dann  ist 

^(—0=   !   —  ^«/«r  +  C/<r  I, 
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und  es  wird 

n 


-\2 


CXy.C„y,    I 


i  x  =  l 

n 

+    /'^    !    ^Cz,yC,^y   !    - 


Hierbei  durchlaufen  im  ersten  Summanden  l  und  a  die  Reihe  1,  2,  •••»/; 
im  zweiten  Aj  und  ^u,  die  Werthe  1,  2,  •••  e — 1,  <'  +  !,  ••■  n,  wobei 
i  von  1  bis  «  geht;  im  dritten  X.^  und  fi^  die  Werthe  1,  2,  ■••  i — 1, 
i  +  1,  •  •  •  k  —  1,  l-\-l,  •  •  •  n,  wobei  Je  >  i  ist  und  beide  alle  möglichen 
Combinationen  aus  1,  2,  •••  n  annehmen,  u.  s.  w.  Nach  den  Sätzen 
über  die  Composition  von  Systemen,  die  wir  schon  im  §  174  ver- 
wendet haben,  folgt,  dass  jede  der  rechts  auftretenden  Determinanten 
ein  Quadrat  oder  eine  Summe  von  Quadraten  ist.     Wenn  wir  also 

9(t)9i-  t)  =  C,-C,f-  +  C,f -  Q^«  +  •  •  • 

setzen,  dann  sind  alle  Coefficienten  C  positiv,  und  g{t)g{ — t)  =  0 
besitzt  als  Gleichung  für  f  keine  negative  Wurzel  i^  =  —  t,  weil  hierfür 
das  Polynom  positiv  werden  würde.  Demnach  kann  g{t)  =  0  keine 
rein  imaginäre  Wurzel  besitzen. 

Aus  diesem  ersten  Resultate  folgt  leicht,  dass  g{t)  =0  auch 
keine  complexe  Wurzel  t  =  i, -\- yii  hat.  Denn  wäre  dies  der  Fall, 
und  ersetzte  man  in  der  Determinante  für  g(f)  die  Cj,,  Cgg,  C3.,,  •  • 
durch  Cii  —  §,  C22  —  I,  Cgg  —  ^,  •  •  •  so  erhielte  man  eine  Determinante 
von  ganz  gleicher  Bildungsform  y{f),  die  aber  gleichwohl  zu  der 
Gleichung  ^(0  =  ^  ^^i^  der  rein  imaginären  Wurzel  r]i  führen  würde. 
Da  dies  nach  dem  zuerst  bewiesenen  Satze  nicht  angeht,  so  ist  die 
Annahme  einer  complexen  Wurzel  t=i,-{-  rii  nicht  haltbar,  und  damit 
zeigt  es  sich,  dass  g{f)  =  0  nur  reelle  Wurzeln  haben  kann. 

Es  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  hiermit  zugleich  der  Beweis 
für  die  Realität  aller  Wurzeln  von  Gleichungen  der  Form 


t 


c, 


t  —  c.,< 


t  —  r„. 


=  0 


(sgn  c,  =  sgn  c.j 


geliefert  ist.     Denn   durch   Multiplication   der    A**^"  Spalte   mit  w;.  und 
Division    der    A'""  Zeile    durch  a^   für   A  =  1,  2,  •      11   kann   man  eine 
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Form   erlangen,    die   bei   geeigneter   Wahl   der  u   in   (23)    übergeführt 
werden  kann.  —  Das  Gleiche  gilt  natürlich  von 
Cit — Cyi         1  1         1   •• 


1 


1 


1    •-. 


^3^         ^33      ■'• 


=  0         (sgn  Ci  =  sgn  c.^ 


•)• 


Sechzehnte  Vorlesung. 
Grenzen  für  die  Wurzeln.     Das  Rolle'sche  Theorem. 

§  179.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  numerischen  Auflösung 
von  Gleichungen,  d. 'h.  zum  Studium  von  Methoden,  durch  welche 
wir  Grössen  finden  können,  deren  Substitution  in  das  Pohmom  f(z) 
der  Gleichung 

(1)  fi^)  =  a^z^  +  a^z—'  +  a,e—-  -|-  •  ■  •  +  a„  =  0 

den  absoluten  Betrag  von  f{z)  entweder  gleich  Null  oder  doch  kleiner 
macht,  als  eine  gegebene,  beliebig  kleine,  positive  Grösse. 

Zunächst  handelt  es  sich  darum,  Grenzen  anzugeben,  ausserhalb 
deren  keine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  (1)  sich  befindet,  und  an 
zweiter  Stelle  darum,  Intervalle  zu  bestimmen,  deren  jedes  nicht  mehr 
als  eine  von  den  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  in  sich  enthält. 

§  180.  Es  mögen  die  Coefficienten  a  als  complex  angesehen 
werden,  und  ax  sei  der  absolute  Betrag  von  a;. ;  auch  für  z  denken 
wir  uns  complexe  Werthe  eingesetzt,  und  bezeichnen  |  z  durch  q. 
Dann  wird 

^«QQ^  —  {a^Q—^+  a,Q—^--\ h  a„). 

Ist  nun  a   der   grösste   unter   den  Werthen   a^,  a^,  ••■  a„,   dann   folgt 
weiter 


->  («o(g  — 1)  — «)9''  +  « 
=  p  — 1 


—  1 


Nimmt  man  daher  für  q  die  Ungleichung 

so   bleibt  der  absolute  Betrag  von  f(z)   stets   positiv,   und   q 
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ist  eiue  obere  Grenze  für  die  absoluten  lieträge  der  Wurzeln. 
Diesen  Satz  hatten  wir  in  §   IT  bereits  abgeleitet. 

In  besonderen  Fällen  lässt  sieb  durch  Berücksichtigung  der  Natur 
der  Coefticienteu  die  soeben  erhaltene  Grenze  liäufig  noch  herab- 
drücken. 

§  181.  Nehmen  wir  von  jetzt  ab  bis  auf  Weiteres  die  Coeffi- 
cienten  als  reell  an  und  etwa  a^,  a^,  •  ■  ■  a^^i  als  positiv,  Oy,  als  nega- 
tiv, so  ist  für  positive  Werthe  von  z 

—  I  «X  I  z—'^  +  ,  «x+i    z""-"-'  H h  I  «.  il, 

und  wenn  A  den  grössten  der  Werthe  |  öx  ,    Oy.-{-i  ,  •••\a„\  bedeutet, 

^n  —  x  +  l  _  j 

i  f(z)  I  >  a^s"  -  A  — jrrY~- 

=  0—1 

Da  nun,  wie  wir  ohne  Weiteres  erkennen, 

o^{z'^  —  z''-'):-.a,{z-iy         {z>  1) 
ist,   so  braucht  man  nur  für  die   positive  Variable  z  die  Ungleichung 

(3)  ^>^  +  Vi 

anzusetzen,  um  \f{z)\  wesentlich  positiv  zu  machen.     Es  wird 

(3.)  ,  +  ]/l 

eine  obere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung. 
Offenbar  gelten  dieselben  Schlüsse,  wenn  man  unter  A,  enger  als  bisher, 
nur  den  grössten  absoluten  Werth  aller  vorkommenden  negativen 
Coefficienten  versteht. 

Wenden  wir  dieselbe  Regel  auf  die  durch  z  =  —  t,  transformirte 
Gleichung  an,   so   erlangen   wir  eine   untere  Grenze   für   die  negativen 

Wurzeln.    Ebenso  kann  man  durch  die  Substitutionen  z  =  -,  z  =  —  j 

eine  untere  Grenze  für  die  positiven  und  eine  obere  Grenze  für  die 
negativen  Wurzeln  erhalten. 

§  182.  Ist  das  Polynom  der  Gleichung  so  beschaffen,  dass  auf 
ein  oder  auf  mehrere  Glieder  mit  positiven  Coefficienten  nur  solche 
mit  negativen  Coefficienten  folgen,  dann  besitzt  die  Gleichung  eine 
und  nur  eine  positive  Wurzel.     In  der  That,  aus  der  Annahme 
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f{z)  =  {a^z-  +  a,  5"-^  +  •  • .  +  rt^-i^'-^+i)  -  (a,z— ■"■-{-  üy.^yZ^—^  +  •  •  -f  a„) 
folgt  die  Gleichung 

Lässt  man  nun  hier  z  von  0  bis  +  ^'^  wachsen,  so  wird  die  erste 
Klammer  von  a>;_i  ab  bis  ins  Unendliche  beständig  zunehmen,  Avährend 
die  zweite  vom  Unendlichen  bis  nach  Null  Ijeständig  abnimmt.  Dabei 
werden  folglich  ein  und  nur  ein  Mal  beide  Klammern  denselben  posi- 
tiven Werth  annehmen,  d.  h.  die  Gleichung  besitzt  eine  und  nur  eine 
positive  Wurzel. 

Ist   das  Polynom    der  Gleichung  nicht  der  obigen  Beschränkung 
unterworfen,  dann  kann  man  es  wenigstens  in  einzelne  Summanden 

(4)  m-fM^W)^'--^fA^) 

derart  zerlegen,  dass  in  einem  jeden  die  Exponenten  der  folgenden 
Glieder  geringer  sind,  als  die  der  vorhergehenden,  und  dass  zugleich 
auf  anfängliche  Glieder  mit  positiven  Coefficienteu  nur  solche  mit 
negativen  Coefficienten  folgen.     Jede  der  Gleichungen 

besitzt  dann  nach  dem  soeben  Besprochenen  eine  einzige  positive 
Wurzel,  und  ihr  Polynom  wird  für  höhere  Werthe  von  z  positiv;  die 
höchste  der  für  die  v  Gleichungen  gefundenen  positiven  Wurzeln  ist 
daher  zugleich  eine  obere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln  von 
f{z)  =  0.  Durch  passende  Vertheilung  der  einzelnen  Glieder  des 
Polynoms  f  m  f^,  f^,  ■  ■  ■  fr  kann  man  häufig  die  Grenze  herabdrücken. 
§  183.  Cauchy  giebt  die  nachstehende  Regel.  Sind  in  der 
Function 

t\z)  =  aQZ^  H h  a«_i^«-«+i  — a;^"-«  -\ a'^z^-ß  -{-■■■ 

K  =  1) 
die  Coefficienten  a^,  a^,  •  •  •  a'a,  a^,  •  •  •  sämmtlich  positiv,  und  ist  die 
Anzahl  der  mit  negativem  Zeichen  versehenen  Coefficienten  a'a,  a'^,  ■  •  • 
gleich  X,  dann  liefert  die  grösste  der  Zahlen 

JL  ^ 

eine  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln.  In  der  That  wenn 
zunächst  für  ein  l  die  Ungleichungen  gelten 

1  1 

dann  folgt  aus  ihnen  zunächst  durch  Potenzirung  und  Multiplication 
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t">^oä,  t^>xa;,     ■■■,  itX)) 

und  dann  weiter  durch  Addition  dieser  letzten  x  Ungleiehunjien  und 
Division  durch  die  ganze  Zahl  x  die  Beziehung 

Es  wird  also  in  /'(g)  schon  das  Glied  ^"  grösser  werden,  als  die  positiv 
genommene  Summe  aller  vorkommenden  negativen  Glieder,  so  dass 
damit  die  Cauchy'sche  Regel  bewiesen  ist. 

§  184.     Eine   andere,  bequem   zu  verwendende  Regel  leitet  man 
folgendermassen  ab.     Wir  setzen 

f{z)  =  a^z"  H h  ö'«_i^"- «+i  -  a'aZ"-''  -  a.;  +  i^"-«-i [-  ••  • 

+  a^_i  2;"-/^+i  —  a'ßZ"-^ — n^^+i  ^«- *-i 1 \-  a,._i  ^"-z+i , 

so  dass  auch  hier,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  die  positiven  Coeffi- 
cienten  ohne  Accente,  die  negativen  mit  Accenten  versehen  auftreten. 
Nun  schreiben  wir  für  jedes  positive  Glied  bei  beliebigem  q 

während  die  Glieder  a'n—n^''  ungeändert  bleiben.  Tragen  wir  dies  in 
f{z)  ein,  dann  entsteht  die  Form  des  Polynoms 

/■(^)  =  «o(^  -  ?)-""'  +  [(^  -  (>)(«o(>  +  «i)]^"-'  +  •  •  • 

Setzt  man  also  für  irgend  ein  positives  q  fest,  dass 

^>  Q  -i a-T~r s:::2T T > 

(6)  ^>9+  "+' 


«09"+«!  P"     ^  H f-«„-i9 


2>(>  + 


a 


'ß 


sein  soll,  dann  werden  alle  Glieder  in  der  oljigen  Form  (5)  von  f\z) 
positiv  sein,  und  also  liefert  der  höchste  Werth  unter  den 
Ausdrücken  (6)  eine  obere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln 
von  /'(;?)  =  0.  Ist  das  absolute  Glied  in  f{s)  negativ,  so  kann  in 
(6)  bei  der  zu  a'„  gehörigen  Ungleichung  das  erste  q  rechts  unter- 
drückt werden.  Die  Unbestimmtheit  von  q  kann  zur  Herabdrückung 
der  Grenze  aussenützt  werden.     Wir  können  diese  Grenze 


Grenzen  für  die  Wurzeln.     Das  RoUe'sche  Theorem.  205 


t  =  Q  + 


'/. 
schreiben,  wobei  a'y,  den  passend  gewählten  unter  den  negativen  Coeffi- 
cienten  bedeutet,  und  die  Summe  auf  alle  ihm  vorangehenden  positiven 
Coefficienten  erstreckt  wird*). 

§  185.    Newton  hat  eine  Regel  gegeben,  die  von  der  Entwickelung 

f{z)  =  f{a)  +  na)iz  ~a)-\-~  f"{a){z-a)-^  +  •  •  •  +  -!/•(«)(«) (,_«)'• 

ausgeht.    Wird  für  irgend  einen  reellen  Werth  a  jeder  der  Coefficienten 
a)  t\a),f\a),r{a),  ...p)(a) 

positiv,  dann  ist  für  alle  ^>a  der  Werth  der  Function  f {z)  auch 
positiv,  und  das  kleinste  a,  welches  alle  Glieder  der  Reihe  (7) 
positiv  macht,  ist  eine  obere  Grenze  der  Wurzeln  von  f{z)  =  0. 
Dabei  ist  zuerst  zu  berücksichtigen,  dass  /"(")(«)  =  wla^  nach  der 
Voraussetzung  (§  181)  positiv  ist.  Mau  sucht  also  die  Wurzel  der 
Gleichung  ersten  Grades  f^"~^'^(z)  =0,  etwa  2^.  Die  kleinste  Grösse 
^2^^i)  welche  f'^"-~^\s)  positiv  macht,  ist  dann  nach  unserem  Satze 
eine  obere  Grenze  der  Wurzeln  von  f^"'~^\g)  =  0  und  f^''~^^^{z)  =  0. 
Die  kleinste  Grösse  ;?3  ^  %,  welche  f^'^~^'>{z)  positiv  macht,  ist  deshalb 
nach  demselben  Satze  eine  obere  Grenze  der  Wurzeln  für  die  drei 
Gleichungen 

/■(«-i)(^)  =  0,     /•("-2)(0)  =  0,    /■("-3)(^)  =  0, 

u.  s.  f.     Auf  diesem  Wege   gelangt*  man   zu   der  gesuchten  Grenze  a. 

Die  hierbei  nöthigen  Rechnungen  sind  einigermassen  umständlich, 
besonders  deswegen,  weil  die  Berechnuno;  des  Werthes  der  Function 
/''^)(a)  durch  die  vorhergegangeneu  Rechnungen  für  /^^+^^(a),  /^''  +  ^^(a) 
in  keiner  Weise  erleichtert  wird. 

Man  kann  diesem  üebelstande,  freilich  nur  unter  Verzichtleistung 
auf  möglichst  genaue  Annäherung,  in  folgender  Art  abhelfen**). 

Wir  benutzen  die  Functionen 

/i      =  a^s"-^  -\-  a,^«-2  +  •••  +  a„-2^  +  ««-i, 


(8) 


fn—\  =  %2  -\-  a^, 


*)  Vgl.  über  diese  und  ähnliche  Regeln:  Burnside  and  Pantou,  Theory 
of  equations.  London  1881.  S.  157.  —  Longchamps:  Theoreme  d'algebre. 
Nouv.  Ann.  (2),    19.    S.  71—74. 

**)  Laguerre:  Sur  la  determination  d'une  limite  superieure  etc.  Nouv. 
Ann.  (2),  19.   S.  49. 
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und  erkeDnen  dann  die  Gültigkeit  der  Formeln 
_L  A«)  =  f 

~,!^<'-"=/;-  +  ("7') /■»•-- 
^''\-d:^, /^"-"  =  ^"- +  ("  7  V»-. -- +  ("  7  *)  A. -^ 

In  der  That,  wemi  wir  die  Coefficienten  von  a),z"~'-~"  auf  beiden 
Seiten  der  letzten  Gleicliung  mit  einander  vergleichen,  so  ergiebt  sich 
ihre  Richtigkeit  aus  dem  Bestehen  der  Beziehung 

(":')=i+(:)+("r)+-+(:::i:). 

deren  Wahrheit  durch  allmäliches  Aufrechnen  der  Summanden  auf 
der  rechten  Seite  leicht  erkannt  wird. 

Die  Formeln  (8*)  zeigen  nun,  dass,  wenn  ein  positives  a  die 
Functionen  f,  fi,  /g?  '  *  '  fn  positiv  macht,  auch  f,  f,  f",  •  •  •  positiv 
sind,  so  dass  wir  also  auf  den  Newton'schen  Satz  zurückgeführt 
werden.  Zugleich  lehrt  aber  (8''^),  dass  im  Allgemeinen  die  so  erlangte 
Grenze  a  die  durch  das  Newton' sehe  Verfahren  gelieferte  übertrifft. 
Der  Vorzug  der  Laguerre' sehen  Methode  liegt  in  einer,  durch  die 
Gleichung 

A(^)  =  /Ä+i  (^)  •  ^  +  ««-;. 

begründeten  bequemeren  Berechnung  von  fx{a)  aus  fx+i{a). 

§  186,  Wir  wollen  jetzt  die  verschiedenen  bisher  besprochenen 
Methoden  auf  ein  Beispiel  anwenden.     Es  sei  die  Gleichung 

/•(^)  =./-—  3^2  +  z'  —  8is—  10  =  0 

zur  Untersuchung  vorgelegt. 

Aus  §  180  ergiebt  sich  für  die  obere  Grenze  der  absoluten  Be- 
trüge der  Wurzeln  der  Werth  Q  =  1  +  10  =  11. 

Aus  §  181  folgt  als  obere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln 

1+^10  =  4,1  •••; 
als  untere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln 

als  obere  Grenze  für  die  negativen  Wurzeln 
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-  1^(1 +  f7o)  =  -0.5-- 
und  als  untere  Grenze  für  die  negativen  Wurzeln 
_  1  -f/8  =  -  3,8  .••. 
Um  die  Regel  von  §  182  anzuwenden,  setzen  wir 
f{2)  =  {z^  _  ^z^  -  8^  —  10)  +  z' 

und  erhalten  2,5  als  obere  Grenze  der  Wurzeln. 

Die  Caueliy'sclie  Methode  liefert  den  grössten  Werth  unter  den 
drei  Ausdrücken 

(3. 3)^,  (3.8)t  (3-10)^, 
also  die  Grenze  3. 

Bei   der  Vorschrift   von  §    184    haben   wir  die  Werthe  der  Aus- 
drücke 

,3  ,8  10 

?  +  T'     Q  + 


9  '      ^     '     P^  +  l'       9'  +  Q 
ZU    untersuchen.     Für    ()  =  1    erhält    man    die    Werte    4,    5,    5;    für 
p  =  ]/3   die  Werthe 


21/3,    ]/3  + 
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1  -}-  3  ]/3  '        >/3  +  9    ' 

SO  dass  2  ]/3  =  2,7  •  •  •  als  obere  Grenze  gewählt  werden  kann. 
Die  Newton'sche  Methode  betrachtet  die  Functionenreihe 
bz] 

10^2  -  3; 
10^8  — 90 -f  1; 
5^*  _  9^2  _|_  2^ -_  8; 

^5-  30^  +  0^  —  80  -  10, 
bei  welcher  die  erste  Function  für  jeden  positiven  Werth  z  selbst 
positiv  wird.  Damit  auch  die  zweite  positiv  werde ,  ist  5;  >  ]/0,3  zu 
nehmen.  Der  Werth  ]/0,3  lässt  aber  die  dritte  Function  noch  negativ. 
Wir  wählen  z  =  1  und  erhalten  dafür  positive  Werthe  der  drei  ersten 
und  für  0  =  2  positive  Werthe  der  vier  ersten  Functionen.  Aber 
z  =  2  macht  f{z)  selbst  noch  negativ;  will  man  bei  ganzzahligen 
Grenzen  bleiben,  so  reicht  0  =  3  aus,  um  f{d)  und  seine  Ableitungen 
grösser  als  Null  zu  machen. 

Die  Laguerre'sche  Methode  liefert  dasselbe  Resultat. 

§  187.  Nachdem  wir  gesehen  haben,  auf  welche  Art  Grenzen 
für  die  Wurzeln  gefunden  werden  können,  wollen  wir  die  Frage  zu 
beantworten  suchen,  wie  die  reellen  Wurzeln  getrennt,  d.  h.  wie  Inter- 
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valle  augegeben  werden  können,  in  denen  nur  eine  (einlache  oder 
mehrfache)  reelle  Wurzel  liegt.  Wir  beginnen  mit  der  Ableitung  des 
RoUe'schen  Satzes*):  Zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden 
reellen  Wurzeln  von  f{z)  =  0  liegt  eine  ungerade  Anzahl  von 
Wurzeln  der  Gleichung  f" {z)  ==  0,  also  stets  mindestens  eine. 
Wir  haben  früher  (§  36)  gesehen,  dass  bei  reellen  Coefficienten 

^*  ^      m      z-z,^  z-z,'^  r  ^  _  ^^  -r  ^2  _  ^^y  +  7?,'-'  "• 

ist,  wenn  /  in  das  Product  seiner  Wurzelfactoren  zerlegt  die  Form 

fiz)  =  {z  —  z,y^  {z  -  z,y^  ■■■(z~  Z.)"'  {z-l,-  r},iy^{z  -l,  +  ,;,  0^'  •  •  • 

giebt,  wobei  z^,  z^,  •  •  •  Zy  die  reellen  und  ^^  -\-  ri^i^  ^^  —  »/,  /,  •  ■  •  die  com- 
plexen  Wurzeln  bedeuten,  und  die  Exponenten  ihre  Multiplicität  an- 
geben.    Setzt  man  jetzt  einmal  z  ^  z^  —  d  und  dann  z  =  z^^  -\-  d  bei 

hinreichend  kleinem  ö,  so  wird  der  Bruch  — - —  einen  beliebig  grossen 

'  z  —  ^1  °  ^ 

negativen  und  einen  beliebig  grossen  positiven  Werth  erhalten,-  während 
alle  anderen  Brüche  endliche  Grenzen  nicht  überschreiten.  Folglich 
wird,  da  Gleiches  für  z.^  —  d  und  Z2  -\-  ^  stattfindet, 

f'{z^  +8)  H,  ,    ,  f'{z,  +  8)  f'{z,  -  8)  ., 

sgn^.(^-^  =  sgn^.  =  +l,     sgn^A^L__^^A._„J=_i. 

Sind  nun  z^  und  z.,  zwei  aufeinander  folgende  reelle  Wurzeln,  so  hat 
der  Nenner  f{z^  -|-  S^-fiz^  —  d)  das  positive,  und  der  Zähler  folglich 
das  negative  Vorzeichen,  d.  h.  f"{z)  wechselt  zwischen  (z^  -\-  d)  und 
(z^  —  ö)  eine  ungerade  Anzahl  von  Malen  sein  Vorzeichen,  und 
f  (z)  =  0  hat  zwischen  diesen  Grenzen  eine  ungerade  Anzahl  von 
Wurzeln. 

Als  Specialfall  dieses  RoUe'schen  Theorems  kann  man  nun  auch 
den  schon  früher  (§  36)  bewiesenen  Satz  betrachten:  dass  eine 
v-fache  Wurzel  Za  von  /'(z)  =  0  eine  (v  —  l)-fache  Wurzel  von 
f'(0)  =  0  ist. 

Aus  dem  Theoreme  folgt  die  Reihe  der  Sätze: 

I)  Zwischen  zwei  Wurzeln  von  f'{z)  =  0  kann  höchstens 
eine  Wurzel  von  f{z)  =  0  liegen.  II)  Hat  f'(z)  =  0  gerade  v 
reelle  Wurzeln,  so  hat  f(z)  =  0  entweder  (v  -\-  1)  oder  um 
eine  gerade  Anzahl  weniger.  III)  Sind  alle  Wurzeln  von 
f{z)  =  0  reell,  so  sind  auch  alle  Wurzeln  von  f"(^z)  =  Q  reell, 
und    diese    trennen   jene    von    einander.     IVj    Sind  z^^,  z^    zwei 

*)  Trait^  de  l'algfebre.     Paris,  1690. 
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aufeinander    folgende,    reelle    Wurzeln    von   f{z)  =  0,    so    ist 

sgn  /■'(^i)r(^2)=  - 1- 

Aus  (9)  geht  ferner  hervor,  dass,  wenn  z  wachsend  eine  Wurzel 

von   f  passirt,    dabei    sgn  /  • /"    stets    vom  Negativen    zum  Positiven 

übergeht. 

§  188.  Im  Allgemeinen  dient  der  Rolle'sche  Satz  weniger  dazu, 
vorgelegte  Gleichungen  auf  die  Realität  ihrer  Wurzeln  hin  zu  unter- 
suchen, als  dazu,  Gleichungen  herzustellen,  deren  Wurzeln  hinsichtlich 
ihrer  Realität  gegebene  Bedingungen  erfüllen.  Wir  wollen  dies  an 
einer  Reihe  von  Beispielen  darlegen. 

Besitzt  die  Gleichung 

(1)  f{s)  =  «0^"  +  «i^"~^  +  «^^"-2  -| [-  a„  =  0 

X  reelle  Wurzeln,  so  besitzt 

«0'^"+'^  +  «,5!''+'"-^  +  a2S"  +  '"-'^  +  •••  +  ««^"'  =  0, 

wobei  03   eine   ganze,   positive  Zahl  bedeutet,   (x.  +  co)   reelle  Wurzeln 
und  nach  dem  Rolle' sehen  Satze 

{n  +  0)0^2:"  +  '"-^  +  («  +  o  —  l)ai^"  +  '"-2  +  •••  +  aun^'"-^  =■■  0 
mindestens  [x  -\-  co  —  1),  also,  wenn  wir  den  Factor  s'"~'^  unterdrücken, 

+  (cj  +  l)a„_i5 -f  foa„  =  0 
mindestens  %  reelle  Wurzeln,  d.  h.  mindestens  so  viele  als  (1). 

Wenn  ins  Besondere  (1)  nur  reelle  Wurzeln  besitzt,  so  gilt  das 
Gleiche  von  (10).  — 

Besitzt  (1)  X  reelle  Wurzeln,  so  hat  für  jedes  reelle  "© 

{x  -\-  1)  und  die  durch  Ableitung  des  Polynoms  entstehende  Gleichung 
(n  +  l)«o^''  +  n(a,  +  a^  ro)^"-^  +  {n  —  1)(«,  +  a,'cs)z"-'  +    •  • 
+  (««  +  an-i^)  =  0 
mindestens  x  reelle  Wurzeln.  — 

Besitzt  {!)  X  reelle  Wurzeln,  dann  gilt  dasselbe  von 

"^(^l  =  ^o(^  +  1)"  +  «i(^  +  If-^^  +  ci,{z  +  l)'^-^z'  +  • .  •  =  0. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  z   und  nimmt  die  Ableitung,   so 
erkennt  man,  dass  auch 

(w-f  l)(ao  +  ajH \-au)s''-Jrn(naQ-{-(n—l)ai-\ \-a„_i)0''-^ 

+  (»^-0((o)^'oH'(''7')«i  +  -+««-d^"~'  +  ---  +  ^'o  =  o 

mindestens  x  reelle  Wurzeln  besitzt.  — 

Netto,  Algebra.    X.  14 
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§  1S9.  Dil  die  Gleichung  des  Grades  {m  -{-  n) 
z"'{z  —  1)"  =  0, 
in  welcher  in  und  u  ganze,  positive  Zahlen  bedeuten,  nur  reelle  Wurzeln 
besitzt,  so  ist  dies  auch  mit  jeder,  durch  Nullsetzeu  einer  Ableitung 
erhaltenen  Gleichung  ebenso;  bilden  wir  also  für  p  (<  m,  n)  die 
y  Ableitung  und  dividiren  das  Resultat  durch  z'''-p{z  —  1)""^,  dann 
besitzt  der  Quotient  gleich  Null  gesetzt  auch  nur  reelle  Wurzeln. 
Das  ergiebt 

(:)(^-iy+(,:,)(';)(^-i)'-^+(,!:.j(;')(^-i)-v+... 

Zugleich  lehrt  das  Rolle 'sehe  Theorem,  wie  man  leicht  erkeimt,  dass 
alle  diese  Wurzeln  zwischen  ^;  =  0  und  z  =  \  liegen,  und  dass  sie 
sämtlich  nur  einfache  Wurzeln  sind. 

Durch  die  Substitution  u  =  ~~-      ergiebt  sich  aus  (lo),  dass  die 
Gleichungen  von  der  Form 

(»^  (:)"'+Ux)(:)"'-+(.-.)a'"-^+-+(:)=o 

lauter  reelle,  negative,  von  einander  getrennte  Wurzeln  haben. 

Der  Fall   m  =  n  =  p  beansprucht   seiner  Wichtigkeit   wegen   ein 
besonderes  Interesse.     Die  linke  Seite  von  (13)  wird  dabei 

(13«^)    (z-iy-\-Q'(^-iy-'2-^(^)\^-iy-'z'  +  ---  +  z'^ 

w!   dz 
Setzt  man  2z  =  x  -\-  1,  dann  entsteht 

±  A_  (^(^-1))«  =  -^   —  (x'  -  1)"  =  A'„. 
Es  hat  also  die  Gleichung 

(15)  Xn  =  0 

nur  reelle,  getrennte,  zwischen  —  1  und  -|-  1  liegende  Wurzeln. 
Die  Functionen  A„  heissen  Legendre'sche  Polynome.  Ausser  der 
angeführten  Entstehungsart  erwähnen  wir  noch,  dass  die  Entwickelung 


gilt,    und    dass    zwischen    drei   X;    mit    aufeinander   folgenden  Indices 
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X„_i,  X„,  Xn+i  die  Recursionsformel 

(15")  (n  +  l)X.+i  -  {2n  +  l)xX„  +  «Z„_i  =  0 

besteht.     (15*)  unterscheidet  sich    von    den   in  der    achten  Vorlesung 

behandelten    Recursionsformeln  dadurch,   dass    seine   Coefficienteu    von 

den   Indices    der   X   abhängig   sind.      Die   Ausdrücke   für  X«    sind   für 

n  =  1,  2,  3,  4,  •  •  •  die  folgenden 

X,  =  X,  X,  =  l  ißx'  —  1), 

X3  =  l  {bx^  —  3a.) ,     X^=\  (35a;*  —  30.x-  +  3), 


§  190.     Zu  ähnlichen  Formeln  gelangt  man,  wenn  man  von 

ausgeht;  auch  hier  sind  alle  Wurzeln  reell  und  liegen  zwischen  —  1 
und  -|-  1,  die  Grenzen  eingeschlossen.  Difiereutiirt  man  bei  m  =  0 
z.  B.  ^jmal  und  dividirt  dann  durch 

p\{z^  —  ly-^, 

so  erhält  man,  wenn  2  0  =  m  und  (2-  —  1)  =  ■?;  gesetzt  wird, 

^"^       +{^:3)(V)«-v+...=o. 

Diese    Gleichung    hat    nur    reelle,    getrennte    Wurzeln,    die    alle 

zwischen   2'  =  — -  1   und   s  =^  4-  1    liegen.      Setzt   man    u'  =  — ^ ,   dann 

ff  ' 
ergiebt  sich  die  Gleichung 

deren  Wurzeln  sämmtlich  reell  und  von  einander  getrennt  sind. 

§    191.     Als    weitere   Anwendungen    des    Rolle' sehen    Theorems 
beweisen  wir  die  Sätze: 

Die  Gleichung 

hat  mindestens  so  viele  reelle  Wurzeln,  wie  f(z)  =  0,  wenn 
h  eine  beliebige  reelle  Constante  bedeutet*). 

In   der   That,    wenn   2^,   z.^   auf  einander   folgende   reelle   Wurzeln 
von  /"==  0  sind,  dann  ist  nach  §  187,  IV 

sgn  (/-(^iJ  +  ^/"(^,))(/'(^2)  +  /i/"'(^2))  =  sgn/-\^,)/-'(^2)  =  -  1 , 
so  dass  giß)  =  0  eine  reelle  Wurzel  zwischen  z^  und  z.^  besitzt.     Folg- 


•=)  Poulain:    Nouv.  Ann.  (2).  16. 

14* 


212  Sechzehnte  Vorlesung  §  191-192. 

lieh  hat  ^  =  0  höchstens  eine  reelle  Wurzel  weniger  als  /"  =  0.  Da 
aber  die  Diifereuz  der  Anzahlen  reeller  Wurzeln  zweier  Gleichungen 
desselben  Grades  eine  gerade  Zahl  sein  muss,  so  hat  g  =  0  mindestens 
so  viele  reelle  Wurzeln  wie  /'  =  0.  — 

Bedeutet  f{z)  unser  Polynom  (1),  und 
(18)  1  +  J,^  +  A^z'  +  •••  +  Ä^y-  =  0 

eine  Gleichung  mit  nur  reellen  Wurzeln,  dann  hat  die 
Gleichung 

9i^)  =  f{^  +  Af\^)  +  ^./■"(^)  +  •  •  •  +  ^x/'^^>(-^)  =  0 

mindestens  so  viele  reelle  Wurzeln  wie  f  {^)  =  0-*j 

Für  X  =  1  ist  der  Satz  soeben  bewiesen  worden.  Wir  nehmen 
an,  er  sei  für  (x  —  1)  richtig,  und  brauchen  dann  nur  zu  zeigen,  dass 
er  für  x  gültig  ist,  um  den  vollständigen  Beweis  durch  strenge  lu- 
duction  zu  liefern. 

Es  sei  ^  =  —  y^  eine  der  reellen  Wurzeln  von  (18)  und 

l-\-A,z-{-----j-Ä,z''-  =  {l-{-hz)il  +  B,z-^B,z'-i----+B,.^,  ^-1) . 
Setzen  wir  jetzt,  unserem  Satze  für  (x  —  1)  entsprechend, 

G(.^)  =  /X^)  +  ßJ\^  +  ^•.-r(^)  +  •  •  ■  +  B^^^f^-'^z), 
dann  wird 

G'iz)^riz)  +  BJ"{z)  -f  B,r(0)  +  •••  +  B,..,r^\z), 
G iz)  ^G\z)-h^  f{z)  +  {B,  +  h)r' {z)  +  {B,  +  hB,)f" {z)  +  •  • 
=  f{z)-^AJ\z)  +  A,f"{z)^--- 

Nun  hat  der  Annahme  nach  G{z)  =  0  mindestens  so  viele  reelle 
Wurzeln,  wie  f{z)  =  0,  und  dem  vorigen  Satze  gemäss  hat 

giz)  =  G{z)  +  hG'{z)  =  0 
mindestens  so  viele  wie  G(z)  =  0,  so  dass  also  das  Theorem  dadurch 
bewiesen  ist.  — 

Ohne  näher  auf  den  einfachen  Beweis  einzugehen,  führen  wir 
noch  den  Satz  an:  Die  Gleichung,  in  der  h  eine  reelle  Con- 
stante  bedeutet, 

g{z)  =  riz)-hr\^)^o, 

hat  mindestens  2x  reelle  Wurzeln,  wenn  f(z)=^('>  deren  x  hat. 
(Man  substituirt  z  =  —  oo,  z^,  z^,  •  •  •  Zy,  -(-  oo). 

Dieses  Theorem  lässt  sich  leicht  verallgemeinern.  — 


*)Poulain:  Nouv.  Aun.  (2).  IG.  Vgl.  auch:  Fouret:  C.  R.  106.  S.  1135-1139; 
1220—1222. 
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§  192.     Die  Gleichung 

besitzt  für  ein  gerades  n  keine,  für  ein  ungerades  7i  nur  eine 
einzige  reelle  Wurzel*). 
Da 

ist,  so  würden  aus  der  Existenz  zweier  auf  einander  folgender,  reeller 
Wurzeln  s^,  z.,  der  vorgelegten  Gleichung  die  beiden  Beziehungen 

sich  ergeben.  Es  ist  aber  klar,  dass  /'(^)  =  0,  wenn  überhaupt,  dann 
nur  negative,  reelle  W^urzeln  besitzen  kann;  es  haben  demnach  0'^  und  2'^ 
und  also  auch  f  (^i)  und  f  (s.^  je  das  gleiche  Vorzeichen.  Das  würde 
dem  Satze  §  187,  IV.  widersprechen.  — 

Hat  die  Gleichung  /"(^')  =  0  vom  Grade  71  höchstens  eine 
reelle  Wurzel,  dann  ist  dasselbe  mit 

9i^)  =  m  +  hf'{0)  +  /r7'"(^)  +  •  •  •  +  W'K^)  =  0 
der  Fall,  wo  h  eine  willkürliche,  reelle  Constante  bedeutet**). 
Wir  haben  hier,  da  /'("  +  ^)(^)  gleich  Null  wird, 

g'(z) = r{z)  +  hr{0)  +  AY"'(^)  +  •  •  •  +  /i- Y(«)(.), 

g(0)   ==f{z)  +  hg'{z). 

Nun  sei  zuerst  n  =  2v,  so  dass  also  f{z)  =  0  überhaupt  keine 
reelle  Wurzel  besitzt.  Wenn  ^  =  0  eine  solche  besässe,  so  müsste 
noch  eine  andere  reelle  Wurzel  vorhanden  sein,  da  die  Anzahl  der 
complexen  Wurzeln  einer  Gleichung  mit.  reellen  Coefficienten  stets 
gerade  ist.  Es  mögen  also  z^,  z.2  zwei  auf  einander  folgende  Wurzeln 
von  g  =  0  bedeuten.     Dann  wären  die  beiden  Beziehungen  erfüllt 

0  =  /•(.,)  -f  hg'iz,) ,     0  =  flz,)  +  hg' (0,) , 

und  da  sgn  g'  {z^g'  {z^  =  —  1  ist,  so  müsste  auch  sgn  f(z^)f(z.j)  =  —  1 
sein,  d.  h.  f\z)  =  0  hätte,  gegen  die  Voraussetzung,  eine  reelle  Wurzel 
zwischen  z^  und  z.^. 

Wenn  ferner  n  =  (2v  -j-  Ij  ist,  dann  hat  f=0  eine  und  nur 
eine    reelle   Wurzel.      Hätte    g  =^  0    deren    mehrere,    so    müssten    es 


*)  Sylvester:    Nouv.  Ann.  (2)  5.    1866.    S.  520  ff- 
**)  Hermite:    ibidem. 
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mindestens  drei  sein.  Wir  bezeichnen  mit  ^^j  ^n  h  drei  unmittelbar 
auf  einander  folgende;  dann  wäre 

sgn^'(^o  +  ^^  =  —  sgii^^'C^i  —  ^);  sgn^'(^i  +  ^)  =  -  sgn  g'{z.,  -  d), 

und  aus  den  Gleichungen 

9{^o-^  8)=f{z,  +  8)  +  hg'{z,-^  8)- 
g{z,  -  ö)  =  Hz,  -S)  +  hg-  {z,-8y,--- 

folgte  wegen  der  kleinen  Werthe   von  y{zQ  -\-  Ö),  g{z^  —  8),  ■■■,   dass 

sgn/-K  -f  ^)  =  -  sgn/-(^,  +  d);    s^f{z,  +  d)  =  -  ^gnf{z,  -  8) 

ist,  d.  h.  dass  /'  zwischen  z,,  und  Zj^  und  ebenso  zwischen  z,  und  z.^ 
verschwindet,  was  wieder  der  Voraussetzung  entgegen  ist. 

§  193.  Wir  wollen  endlich  mit  Hülfe  des  Rolle' scheu  Theorems 
noch  einen  Satz  beweisen,  den  wir  später  gebrauchen,  und  der  ge- 
wöhnlich durch  Methoden  der  Differentialrechnung  begründet  wird. 
Hier  sollen  Stetigkeitsbetrachtungen  nur  in  so  weit  benutzt .  werden, 
als  sie  zum  Nachweise  der  Wurzelexistenz  und  des  Rolle'schen  Satzes 
noth wendig  sind.  Den  Satz,  um  den  es  sich  handelt,  nennen  wir  den 
Mittelwerthsatz.  (Vgl.  übrigens  Pasch:  Differentialrechnung  S.  83.) 

Zuerst  leiten  wir  folgendes  Lemma  ab.     Die  Gleichung 

ita^z"-'^  +  {n  —  l)ai^»-2  -| }-  2a„_2.2  +  a«-i 

in  welcher  oj  eine  reelle  Constante  bedeutet,  hat  eine  zwischen 
z  =  0  und  z  =  (o  liegende  Wurzel. 

Dies  folgt  nach  dem  Rolle'schen  Satze  daraus,  dass  die  Gleichung 

aQz{z''-^  —  03"-!)  +  a^zi^z^-^  —  o?"-^)  +  •  •  •  +  an-22{z  —  ta)  =  0 

die  beiden  reellen  Wurzeln  z  =  0  und  ^  =  co  besitzt.     - 

Nebenbei   möge   bemerkt  werden,    dass   aus   der  Betrachtung  von 

z'{f(z''-)-f{G>-))  =  0 

auf  dieselbe  Art  die  Existenz  einer  zwischen  0  und  oj  liegenden  reellen 
Wurzel  der  Gleichung 

f{z)+']-zf'{z)  =  f(co) 

gefolgert  werden  kann.   — 

Wenn  nun  eine  ganze  Function  «**'*  Grades 

f{z)  =  c^z''  +  Ci^;«-^  -h  c«5!"--  +  •  •  •  +  C„_i2  +  Cn 
gegeben  ist,  dann  hat  man 
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CO =  Tr  +  ^r"^  +  — r   -^^"^     ' 

Setzt  mau  jetzt  in  dem  eben  bewiesenen  Lemma 

^0  —  '  n\      '      ^1  ~    (n-  1)!   '      ■  ■  ■   ^"-^  ~  1"^ 
dann  zeigt  sieh:     Die  Gleichung  {n  —  1)*''''  Grades  in  z 

hat  eiue  zwischen  0    und   a   liegende  Wurzel.     Diese   können 
wir  (oQ    schreiben,    wobei    &    einen    positiven,    echten  Bruch 
bedeutet.     Es  ist  also  die  Existenz  eines  solchen  0  bewiesen, 
für  welches  die  Gleichung  gilt 
(19)         f{h  +  ö)  =  f\h)  +  (o  f'Qi  +  ö0),         (0  ^  0  ^  1) . 

§  194.  In  genau  derselben  Weise  leiten  wir  das  Lemma  ab, 
dass  die  Gleichung,  in  welcher  C3  eine  reelle,  beliebige  Con- 
stante  bedeutet, 

©«O^-^   +   ("7>,^"-^  +   ■  .  •  +    ©««-3^  +    ©«.-2 

=  aoC3"-2  +  a^cj^-s  -j-  .  .  .  -j-  a„_3ca  +  a„_2, 

eine   zwischen    z  =  0   und  z  =  ca    gelegene    reelle   Wurzel   be- 
sitzt.    Da  nämlich 

a^^2(^„_2  _  c,n-2)  _|_  a,z^{z^---'  -  a«-3)  -] \-  a^-zZ^z  -  o?)  =  0 

die  Doppelwurzel  z  =  0  und  die  einfache  Wurzel  z  =  &  hat,  so  wird 
die  erste  Ableitung  des  Polynoms  einen  NuUwerth  z  =  0  und  einen 
zweiten  z  =  a'  haben,  wobei  co'  zwischen  0  und  w  liegt.  Die  zweite 
Ableitung  des  Polynoms  hat  deswegen,  wie  behauptet  worden  war, 
einen  gleichfalls  zwischen  0  und  o  gelegenen  Nullwerth. 
Bilden  wir 


f(h^a>)-fih)-a>f'ih)  _  f'Qi)  r:W„    ,  ,  f^ih)      „_, 

0)2  2!      "''  3!      ^^  ^  ^;      CO 

und  setzen  in  das  Lemma  dieses  Paragraphen 

^0  —  ".^'     ^1—   {n-iy.  '     •••«»-2  — -gr- 
ein, dann  zeigt  sich:     Man  kann 
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(19";  f(h  +  co)  =  t\h)  +  cof  (Ji)  +  ^2  /"  ('^  +  ® '^) 

setzen,  wobei  0  einen  echten,  positiven  Bruch  bedeutet. 

Es   ist  ersichtlich,   dass   mau   die   Reihe   der  Mittelwerthsätze   in 
derselben  Art  vermehren  kann. 


Siebzehnte  Vorlesung. 

Das  Bndan-Fonrier'sche  Theorem. 

§  195.  Wir  leiten  jetzt  einen  Satz  ab,  der  für  die  praktischen 
Zwecke  der  Wurzeltrennung  geeigneter  ist,  als  das  bisher  besprochene 
Rolle' sehe  Theorem. 

Zu  diesem  Zwecke  untersuchen  wir  die  Aenderungen  in  der  Reihe 
der  Vorzeichen,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  in 

einmal  z  =  s^^  und  einmal  z  ^=  z^  einträgt  {z,^  >  z^,  also  die  Unter- 
schiede in  deu  beiden  Reihen 

(2)*  sgn/'(^fi);  sgn/'(^,),  •••  sgn/'W(^,), 

(3)  sgn/'(^2);  sgnf(^2^,  •••  sgn/W(^,). 
Wenn  in  einer  solchen  Reihe 

(4)  sgn/-(e),    sgn/"(0,  ••    sgn/(»)(0 

zwei  aufeinander  folgende  Signa  denselben  Werth  haben,  dann  werden 
wir  dies  eine  Zeichenfolge,  oder  kürzer  eine  Folge  nennen  und 
durch  ein  F  bezeichnen;  wenn  zwei  aufeinander  folgende  Signa  ver- 
schieden sind,  sprechen  wir  von  einem  Zeichenwechsel  oder  kürzer 
von  einem  Wechsel  und  bezeichnen  einen  solchen  durch  ein  W.  Die 
Anzahl  der  in  einer  Reihe,  wie  (4),  vorkommenden  Zeichenfolgen  oder 
Zeichenwechsel  wird  durch 

^F{1)     bezw.^W^a) 
angegeben.     Es  ist  klar,  dass  bei  unserer  {^n  -f  l)-gliedrigen  Reihe 

(5)  ^F{^)^^W{K)  =  n 

sein  wird,  falls  keins  der  Glieder  von  (4)  verschwindet.  Sind  in  (4) 
Glieder  gleich  Null,  dann  zählen  wir  die  F  und  die  IT  einfach  so,  als 
ob  die  verschwindenden  Glieder  überhaupt  nicht  vorhanden  wären. 


Das  Budan-Fourier'sche  Theorem.  217 

§  196.  Der  zu  beweisende  Budau-Fourier'sche  Satz  lautet: 
Die  Anzahl  der  reellen,  zwischen  z^  und  z.^  (> -^i)  liegenden 
Wurzeln  von  /"=  0  ist  gleich  der 'Anzahl  der  heim  Ueher- 
gange  von  (2)  zu  (3)  verlorenen  Zeichenwechsel  oder  um 
eine  gerade  Anzahl  geringer.  Wenn  man  also  diese  Wurzel- 
anzahl mit  Z(z^,  z.,)  bezeichnet,  dann  ist 

(6)  Z{z„  z,)  =^  W{z,)  -^  W{z.;)  -  2h, 

wobei  h  eine  positive,  ganze  Zahl  bedeutet. 

Geht  die  Variable  t  von  z^  stetig  wachsend  bis  z^,  dann  kann 
eine  Aenderung  in  den  Zeichen  (4)  nur  dadurch  eintreten,  dass  eine 
oder  mehrere  der  Functionen  (1)  durch  Null  gehen.  Wir  nehmen  zu- 
nächst au,  dass  f{^)  4=  0  ist,  während  eine  oder  mehrere  der  mittleren 
Functionen  in  (1)  für  z  =^  t  verschwinden.  Da  /'(")  (^•)  ==  n !  a^  eine 
Constante  ist,  so  kann  die  letzte  Function  nicht  zu  den  verschwindenden 
gehören,  und  auf  die  verschwindenden  folgt  demnach  jedenfalls  eine 
für  z  =  ^  von  Null  verschiedene  Function.  Es  ist,  wie  sich  zeigen 
wird,  indifferent,  welches  Signum  sie  für  s  =  t,  hat;  wir  nehmen,  um 
die  Begriffe  zu  fixiren,  an,  dass  es  das  Pluszeichen  sei.  Es  mögen 
demnach  etwa 

(7)  p)(e),  /c^+D^),  • .  ■  f^^'+^-'Kt)         (^  >  0) 

gleich  Null  sein,  während  sgn /■(^+'')(^)  =  +  1  ist.  Dann  kann  man 
zwei  Intervalle  J,  =  (^ — ö,  ■■■  t)  und  Jg  =  f^,  •••  ^  +  <3)  zu  beiden 
Seiten  von  t,  bei  so  geringer  Ausdehnung  abgrenzen,  dass  /"(^+'')  in 
beiden  beständig  positiv  bleibt.  Folglich  muss  /'(^+''— i)  in  /^  und  Jg 
wachsen,  und  da  f^'''^^'~^^(t)  =  0  ist,  so  ist  diese  Function  in  Jj 
negativ  und  in  J.^  positiv.  Für  fi"- +''■—-)  und  J^  gilt  dasselbe,  u.  s.  f., 
derart,  dass  alle  Functionen  (7)  in  J^  positiv  sind.  Da  ferner  ^(>'+'-  — D 
in  Jj  negativ  ist,  so  muss  fi^+^--^)  abnehmen,  und  weil  /^''+''~'^^(^)  =  0 
ist,  in  e/j  positiv  sein.  In  gleicher  Weise  setzen  sich  die  Schlüsse 
fort,  und  man  erkennt  die  Richtigkeit  der  Tabelle 

sgn:     /'('^-D    /t^)        fi^'+i-)      ...     ^(z-f>--3)     ^(z-f;.— 2)     ^(z+a-i)     i(y.+?.) 


m 

e  {-ly-i-iy-^ ... 

— 

+ 

— 

+ 

t 

e         0             U 

0 

0 

0 

+ 

i'h) 

f        +            +         ••• 

+ 

-f 

+ 

-f 

Hierin  bedeutet  £  -=  +  1  das  Signum  von  f^^'^^^t).  Ist  A  eine  gerade 
Zahl,  dann  sieht  man,  dass  beim  Passiren  von  t,  eine  gerade  Anzahl 
von  TF,  nämlich  A  verloren  gehen.  Ist  X  ungerade  und  s  =  -{-  \, 
dann   gehen   (A  +  1)   verloren;    ist    A    ungerade    und    s  =  —  1,    dann 
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gehen  (A  —  1)  verloren;  in  jedem  Falle  also  eine  gerade  Anzahl.  (Vgl. 
§  203.)     Ganz  so  wird  es  bei  sgnf"+'>(S)  =  —  1. 

Jetzt  gehen  wir  auf  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  ein,  dass 
f{t)  =  0  ist.  Gleichzeitig  mit  /"mögen  /"',  f",  •••  f(^~^^  verschwinden, 
Avähreud  f^^-^iX)  positiv  bleibt.  Wir  können  die  hierbei  eintretenden 
Verhältnisse  sofort  erkennen,  wenn  wir  in  der  obigen  Tabelle  die  zu 
px  —  i)  gehörige  Spalte  unterdrücken  und  in  den  folgenden  für  x  die 
Null  einsetzen.  Dann  folgt,  dass  hier  beim  Uebergange  von  (^  —  d) 
zu  (t,  +  ^)  genau  A  Zeichenwechsel  verloren  gehen,  d.  h.  so  viele,  als 
die  Multiplicität  der  Wurzel  ^  von  f  =  ^  angiebt. 

Soweit  der  Verlust  an  T^^  vom  Passiren  einer  oder  mehrerer 
Wurzeln  abhängt,  soweit  stimmt  die  Anzahl  der  verlorenen  W  mit  der 
Anzahl  der  passirten  Wurzeln  überein;  soweit  er  aber  vom  Ver- 
schwinden mittlerer  Functionen  abhängt,  soweit  beträgt  er  eine  gerade 
Zahl  'lli.     Damit  ist  also  der  Budan-Fourier'sche  Satz  bewiesen. 

Eine  stillschweigend  gemachte  Voraussetzung  muss  noch  geprüft 
werden.  Wir  haben  nämlich  bei  der  bisherigen  Abzahlung  augenommen, 
dass  für  z^  und  für  ^g  sämmtliche  Glieder  der  Reihe  (1)  von  Null 
verschieden  seien.  Verschwinden  aber  für  z^  mehrere  der  mittleren 
Glieder,  ohne  dass  /  (0,)  =  0  ist,  dann  kann  man  die  untere  Grenze 
durch  ein  hinreichend  nahe  gelegenes  {z^  -f-  d)  ersetzen,  ohne  die 
Zahl    Z{z^,    Z2)    zu    verändern.     Die    obige  Tabelle   lehrt    dabei,   dass 

^  W(Zi)  mit    ^  T]'(^i  -|-  d)  übereinstimmt,  so  dass  auch  in  diesem 

Falle  der  Satz  bestehen  bleibt.  Verschwinden  ferner  für  z.^  mehrere 
der  mittleren  Glieder,  ohne  dass  f{z2)  =  0  ist,  dann  kann  man  die 
obere  Grenze  durch  ein  hinreichend  nahe  gelegenes  {z^  —  d)  ersetzen, 
und  es  gilt 

Z(z„  z,)  =  Z{z,,z,-  d)  =^  W(z,)  -^Wiz,  -  d)  -  2h. 

Hier  wären  auf  Grund  der  obigen  Tabelle  ^V(z^)  und  W(z2  —  d) 
mit  einander  zu  vergleichen,  und  dieser  Vergleich  zeigt  sofort 

^Wiz,-d)=^W(z,)-2h„ 

so  dass  also  auch  in  diesem  Falle  der  Satz  richtig  ist.  Man  braucht 
demnach  keine  Aenderungen  anzubi-iugen,  auch  wenn  an  den 
Grenzen  ]uittlere  Functionen  der  Reihe  (1)  verschwinden. 

Ist  dagegen  [(z^)  =-=  0  oder  /"(^'o)  =  0,  dann  wird  der  Ausdruck 
des  Satzes  infolge  der  Worte  „zwischen  ^^  und  z^  liegende  Wurzeln" 
unbestimmt. 

Der  Budan-Fourier'sche  Satz  liefert  eine  obere  Grenze  für  die 
Anzahl  der  Wurzeln   innerhalb   eines    Intervalles.     Wir  können   leicht 
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ersehen,  wann  die  richtige  Anzahl  geliefert  wird.  Beim  Verschwinden  von 
7.  aufeinanderfolgenden  mittleren  Functionen  von  (1)  gehen  bei  geradem 
A  auch  A  der  TF  verloren;  bei  ungeradem  A  und  positivem  £  hingegen 
{X  -\-  1),  und  bei  ungeradem  1  und  negativem  b  endlich  (A  —  1). 
Damit  diese  Zahl  gleich  Null  werde,  muss  also  A  ==  1  und  a  =  —  1 
sein,  d.  h.  es  dürfen  nicht  mehrere  aufeinanderfolgende,  mittlere  Func- 
tionen von  (1)  gleichzeitig  verschwinden,  und  beim  Verschwinden 
einer  einzigen  müssen  die  benachbarten  Functionen  rechts  und  links 
verschiedene  Signa  besitzen. 

§  197.     Wir  wollen  bei  der  Function  /'  und  ihren  Ableitungen 

f{£)     =  tto^"  -f  «1^"-^  +  «2^"--  H h   ün-xZ  +   ««;  («n  >  0) 

f{z)  ==na^z—^^{n-\)a,z---'-\ h  ö„-i, 

die  Zeichenreihen  (2)  und  (3)  für  ^j  =  0  und  für  einen  so  grossen 
positiven  Werth  z.^  bestimmen,  dass  dieser  eine  obere  Grenze  der 
positiven  Wurzeln  von  /'=  0  bildet.  Dazu  reicht  es  aus  (§  185),  dass 
z^  alle  Functionen  (8)  positiv  macht.     Wir  bekommen  somit 

sgn  /'(O)  =  sgn  a„,  sgn  /'(O)  =  sgn  a„_i,  •  •  •  sgn  f '^^0)  =  sgn  an-y.,  ■•■ 
sgn  f{z,)  ^  +  1,      sgnf  (^,)  =  +  1,  • .  •  sgn  f(^)  (z,)  =  +  1,   •  •  • 

und  erhalten  als  Specialfall  des  Budan-Fourier' scheu  Theorems  den 
Descartes'scben  Satz:  Die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  von 
f{z)  =  0  ist  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der 
Reihe  der  Coefficienten  a^,  a,,  •••  a„  oder  um  eine  gerade 
Anzahl  geringer.  Dieser  Satz  behält  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
auch  dann  seine  Gültigkeit,  wenn  die  Coefficienten  nicht  sämmtlich 
von  Null  verschieden  sind. 

Substituirt  mau  in  f(z)  statt  z  den  Werth  — z,  so  folgt:  Die 
Anzahl  der  negativen  Wurzeln  von  f{z)  =  0  ist  gleich  der 
Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe 

{—lyao,  (—ly-'a^,  (- l)"-%2;  •••   ~an-i,  «n 

oder  um  eine  gerade  Anzahl  geringer. 

Aus  diesen  Betrachtungen  erkennt  man  unmittelbar  die  Richtigkeit 
der  Sätze:  Hat  eine  Gleichung  f(z)  =^  0  nur  reelle,  positive 
Wurzeln,  dann  ist  sie  vollständig,  d.  h,  keiner  ihrer  Coeffi- 
cienten verschwindet,  und  sie  besitzt  nur  Zeichenwechsel  in 
der  Reihe   der  Coefficienten.    —    Hat  eine  Gleichung  f(z)  =  0 
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nur  reelle,  negative    Wurzeln,   dann    ist   sie    vollständig   und 
besitzt  nur  Zeichenfolgen  in  der  Reihe  der  Coefficienten. 

§  198.  Wir  untersuchen  jetzt  eingehender  die  Verhältnisse, 
welche  mit  dem  Nullvrerden  von  Coefficienten  ox  unserer  Gleichung 
f(z)  =  0  zusammenhängen.  Unter  den  Differenzen  der  Grade  der 
wirklich  auftretenden  Glieder  können  zuerst  ungerade  Zahlen  vor- 
kommen. Diese  Differenzen  bezeichnen  wir  durch 
2Jc,  +  1,  2Jc,-\-  1,  •••  2Av  +  1. 
Es  können  ferner  unter  den  Graddifferenzen  gerade  Zahlen  vorkommen, 
welche  zu  Gliedern  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  gehören.  Diese 
Differenzen  bezeichnen  wir  mit 

2/,  + 2,    2/,+ 2,    •••  2/,+ 2. 
Endlich  können  noch  geradzahlige  Differenzen  auftreten,  welche  Gliedern 
mit  gleichen  Vorzeichen  in  f(ß)  entstammen.     Diese  mögen 

^9i,    '^92,    •••  ^9^^ 
sein.      Dann    kommen    in    dem    Polynome    (x  -{-  l  -\-  u  -\-  1)  -Glieder 
wirklich   vor,   da   (>£-}-  A  -f-  lu.)    Graddiflerenzen    vorhanden    sind.     Es 
fehlen  ferner,  wie  sicli  aus  der  Betrachtung  der  Grösse  der  einzelnen 
Gradintervalle  ergiebt, 

y.  X  /LI 

^  21c. -{-^(21^^-  1)  +^(2gy-  1) 
11  1 

Glieder.     Die  Summe  aus  der  Zahl  der  vorhandenen  und  der  fehlenden 
muss  (w  -f-  1)  sein.     Das  giebt  somit 

n+  l=-2(^/v+^/+^.7)  +  ^  +  2A+l, 

(9)  n  =  2{^k  -f  ^/  +^g)  +  x  +  2L 

Weiter  bezeichnen  wir,  wie  bisher,  die  Anzahl  der  in  /'(ä)  vor- 
kommenden Folgen  und  Wechsel  mit  ^  F  und  ^  W,  und  ferner  die 

zu  /'( — z)  gehörigen  entsprechenden  Anzahlen  mit  ^.F'  und  ^  W. 

In  f(z)  liefert  jede  Differenz  der  zweiten  Sorte  einen  Wechsel  und 
ebenso  in  f{ —  z).  Die  Differenzen  dritter  Sorte  liefern  sowohl  in  f  {z) 
wie  in  f{ —  z)  nur  Folgen.  Jede  Differenz  der  ersten  Sorte  liefert 
entweder  nur  in  f{z)  oder  nur  in  /"( —  z^  einen  Wechsel.    Mau  hat  also 

und  dadurch  geht  die  Gleichung  (Uj  in 
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(10)  n  =^W-\-^W'+2  {^k  +^l  +^g) 

über.  Bezeichnen  wir  ferner  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  von 
f{2)  =  0  mit  P,  die  der  negativen  mit  N  und  die  der  complexen  mit 
2J,  dann  ist  natürlich 

n  =  F^  IS  -\-2J, 

und  die  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  vorhergehenden  liefert 

(11)  2/=  (^  W-  P)  +  (2  W'-  N)  +  2  {^k  +^l  +^o)  ■ 

Hieraus  können  wir  eine  Reihe  von  Schlüssen  ziehen.  Nach  dem 
De scartes' sehen  Satze  ist  jede  der  beiden  ersten  Klammern  rechts 
positiv  oder  Null,  und  die  letzte  Klammer  enthält  nach  der  Definition 
der  Zahlen  /t,  l,  g  auch  nur  positive  oder  verschwindende  Elemente. 
Falls  also  f{z)  =  0  lediglich  reelle  Wurzeln  enthält,  und  daher  J=  0 
ist,  muss  auch  einzeln 

sein.  Es  können  demnach  keine  Differenzen  der  dritten  Art  vor- 
kommen, und  bei  jeder  Differenz  der  beiden  ersten  Arten  kann  nur 
der  extreme  Fall  auftreten,  dass  alle  Ic  und  l  Null  werden.  So  sehen 
wir:  Wenn  eine  Gleichung  nur  reelle  Wurzeln  hat,  dann  ist 
die  Anzahl  ihrer  positiven  Wurzeln  gleich  der  Zahl  der  in 
den  Coefficienten  von  /'(^)  voÄommendeu  Zeichenwechsel, 
und  die  Anzahl  ihrer  negativen  Wurzeln  gleich  der  Zahl  der 
bei  /'( — £)  vorkommenden  Zeichenwechsel.  Es  können  in  f\z) 
höchstens  einzelne  Glieder  fehlen  und  die  Coefficienten  der, 
den  fehlenden  rechts  und  links  benachbarten  müssen  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  haben.  — 

In  einer  Gleichung  /'(^)  =  0  folgt  aus  der  Existenz  einer 
Lücke  von  der  Graddifferenz  {2k -\-  1)  das  Vorhandensein  von 
21t  complexen  Wurzeln,  aus  der  Existenz  einer  Lücke  von 
der  Graddifferenz  2Ji  das  Vorhandensein  von  2h  oder  (2h—  2) 
complexen  Wurzeln,  je  nachdem  die  einschliessenden  Glieder 
Coefficienten  mit  denselben  oder  mit  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen besitzen. 

In   dem   ersten   betrachteten   Falle,   dass   die   Gleichung  f\s)  =  i) 

nur  reelle  Wurzeln  hat,  und  also  ^  W=  P  wird,  können  nur  Lücken 
in  der  Gestalt 

+  I  «/,  I  5^"-^  +  ;  a^+2  !  z^-f'-- 

eintreten;   schiebt  man  hier   ein   Glied   +0-^'*~'"~^  mit   beliebig   ge- 
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wähltem  Vorzeichen  eiu,   dann  wird    ^  W  nicht   geändert.     Man  hat 

demnach  auch  in  der  so  vervollständigten  Gleichung    ^  W=  P.     Da 

aber  jetzt   ^  W-\-^F^ii  ist,  wie  (5)  es  angiebt,   so  wird  in  ihr 

^7''=  N  werden. 

Von  dieser  letzten  Bemerkung  wollen  wir  sofort  eine  Anwendung 
auf  die  im  §  178  behandelte  Sorte  von  Gleichungen  machen.  Es  ist 
dort  gezeigt  worden,  dass  die  Gleichung  für  t 

(12)  |/f„.,-c„„|  =  0         (^,  j.  =  1,  2,--.«) 

(Cju  V  ==  c,,„ ;  Sf, ,.  =  0,  wenn  fi  =|=  v  ist;  e,,  i=  1 ,  wenn  ^  =  v  ist) 
nur  reelle  Wurzeln  besitzt,  und  nehmen  wir  dazu  die  Betrachtungen 
aus  §  177,  so  können  wir  sagen:  Vervollständigt  man  die  ent- 
wickelte linke  Seite  von  (12)  nöthigenfalls  durch  Glieder 
+  0-^;',  so  dass  sie  alle  (w-f-l)  Terme  z",  2''~\  ••■  z,  1  ent- 
hält, dann  ist  die  Differenz  ^  W — ^  ^';  bezogen  auf  die 
Coefficienten,  gleich  der  Signatur  der  quadratischen  Form 
y,Cf, . a;^a;,,         (^,  v  =  1,  2,  •  •  •  » ;  c„ ,.  =  c, ,,). 

§  199.  Wir  haben  im  §  197  aus  dem  Budan-Fourier'schen 
Theoreme  das  Descartessche  als  Specialfall  hergeleitet.  Wir  können 
es  aber  auch  in  einfacher  Art  direct  beweisen"''),  uud  wir  wollen  dies 
thun,  um  von  dem  Beweisgauge  n^ch  anderer  Seite  hin  noch  Vortheil 
zu  ziehen. 

Zuerst  zeigen  wir:  Das  Polynom  f'{z)-{z  —  c),  in  welchem  c 
eine  positive  Zahl  bedeutet,  hat  eine  ungerade  Anzahl  von 
Wechseln  mehr  unter  den  Coefficienten  als  f{z).     Es  sei 

f\£)  =  {a^z-  H h  fto^"*-^')  —  («1^"'  H h  ^i^"-^+0  -!-••• 

+  (— l)-(a,^'H-+--.  +  6,,^?). 
Dabei  sollen  alle  Coefficienten  a  positiv,  die  h  positiv  oder  0  sein,  so 
dass  also   die   aufeinanderfolgenden    Glieder   desselben   Zeichens    in  je 
eine  Klammer  vereinigt  sind.     Dann  wird 

/•(^)(^-c)  =  (a„;;«+i  +  ...)-(aI^"^  +  ^+ •••)  +  •■•  +  (- 1)'(«>  +  ^+--), 

«1  =  «1  +  c6o,     «2=  «2   +   C^l?    ■  ■'? 

und  daraus  folgt,  dass  a[,  «2,  •■  «r  gleichfalls  positive  Werthe  haben. 
Trotzdem  daher  über  die  anderen  Coefficienten  nichts  bekannt  ist, 
können  wir  doch  schliessen,  dass  von  «0^;"+^  bis  zu  —  ai;S"'  +  ^  min- 
destens   ein    Zeichen  Wechsel,     bis    -f"  aiz"^"^^     mindestens    zwei,    bis 

*)  Gauss,  Werke  Bd.  3;  S.  67. 
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( — l)''a,'^;"'  +  i  mmdestens  v  eingetreten  sind,  und  dass  die  wirkliche 
Zahl  diese  Minimalzahl  um  ein  Vielfaches  von  2  übertrifft.  Lautete 
nun  in  f{z)  das  letzte  Glied  {— lyhyZ'-',  so  lautet  das  letzte  in 
f{z)-{z  —  c)  natürlich  ( — \y  +  '^hvCZ^,  und  es  findet  sonach  von 
( — l)'rt,i.s"'  +  ^  bis  {—  ly+^hrCZ^  noch  eine  ungerade  Anzahl  von 
Wechseln  statt.  Damit  ist  der  ausgesprochene  Hülfsatz  bewiesen.  — 
Um  hieraus  den  Descartes'schen  Satz  abzuleiten,  sondern  wir 
in  dem  Polynome  f{z)  alle  linearen  Factoren  ab,  die  gleich  Null  ge- 
'setzt  negative  oder  imaginäre  Wurzeln  ergeben.  Das  Product  dieser 
Factoren  heisse  Z\  die  positiven  Wurzeln  von  f  =  0  seien  0,,  0.,, 
•••  Zx.     Dann  haben  nach  dem  Hülfssatze  die  Polynome 

^•(^  —  ^1),   Z'{^  —  ^i){^  —  h),    ••■  Z-(Z  —  Zj){z  —  Z.^--'{Z  —  Zy) 
mindestens    einen,    zwei,    •••    x  Zeichenwechsel    mehr    als    Z.     Dieses 
Polynom  Z  hat   für   den  ersten   imd   den   letzten  Coefficienteu  gleiche 
Vorzeichen,    da   ja    im   entgegengesetzten    Falle    Z  =  0    eine    positive 
Wurzel  besitzen  würde.     Folglich  hat  das  vorgelegte 

f(z)  =  Z-{z-z,){z-z,)-.-iz-z..) 

(x,  -j-  2v)  Zeichenwechsel,  d.  h.  um  eine  gerade  Anzahl  mehr,  als  die 
Gleichung  f=0  positive  Wurzeln  hat,  w.  z.  b.  w. 

§  '200.  Wir  haben  im  §  198  die  Differenzen  der  einzelnen  auf- 
einanderfolgenden Exponenten  von  f[z)  betrachtet  und  sie  daraufhin 
unterschieden,  ob  diese  Differenz  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl 
war.  Jetzt  wollen  wir  die  Wechsel  und  die  Folgen  in  gleicher  Art 
vertheilen,  indem  wir 

setzen,  derart,  dass  zu  IVu,  F,,  alle  die  Wechsel  bezw.  Folgen  ge- 
rechnet werden,  bei  denen  die  Difi'erenzen  der  zugehörigen  Exponenten 
von  z  ungerade,  dagegen  zu  Wg,  Fg  alle  die,  bei  denen  sie  gerade 
sind.     Es  liefern  folglich  z.  B. 

Einheiten  die  bezw.  zu 

gehören.  Man  erkennt  sofort,  dass  in  /*( —  z)  den  Wu  und  den  Fg 
Zeichenfolgen,  den  W,,  und  den  F„  Zeichenwechsel  entsprechen  müssen; 
und  es  giebt  folglich  der  Descartes'sche  Satz  für  die  Anzahlen  P 
und  iV  der  positiven  und  negativen  Wurzeln  von  /  =  0 
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Ferner  ist  ersichtlich,  dass  ein  W^  oder  ein  F^  nur  auftreteu  kann, 
wenn  mindestens  ein  Glied  im  Polynome  /'  fehlt.  Bezeichnet  man  also 
die  Anzahl  aller  fehlendeu  Glieder  mit  T,  dann  ist 

Nun  bilden  wir  f{z){z  —  c)  =  f^^^{z),  wobei  c  wie  im  Hülfssatze 
des  vorigen  Paragraphen  eine  positive  Grösse  sein  soll,  und  die  An- 
zahl der  Wechsel  von  /^"^(^)  nach  demselben  Satze  um  eine  ungerade 
Zahl  (2k  -f-  1)  grösser  werden  wird,  als  die  der  Wechsel  von  f(j3). 
Wir  bezeichnen  alle  auf  f^^^  bezogenen  Grössen  durch  angefügten,  oberen 
Index  0  und  haben  dann 

^H'(0)=^]r-f  (2/c+l), 

P(0)  =  p  -|_  1  ^  N^o)  _  ]^^    2 J(")  =2J. 

Den  Grad  von  /'"'  können  wir  einmal  als  Summe  aus  Wechseln,  Folgen 
und  fehlenden  Gliedern  und  andererseits  als  Summe  der  Anzahlen  von 
positiven,  negativen  und  complexen  Wurzeln  aufschreiben.  '  So  ent- 
stellt die  Gleichung 

pm  _|_  ^(0)  _|_  2/(0)  =  "^p(o)  ^  V'  |}/(o)  _j_  j(ü)^ 
und  wenn  wir  hierin  die  einzelnen  bisher  gefundenen  Grössen  eintragen, 

(2"  ^^  + 1)  +  (2"  ^'T  +2^°') + -^J 

^2^Fm  +  (_2' »'+  2'.-  +  l)  +  (2  "'.'"'  +2^"'"') 
oder  vereinfacht 

2J^2^PW_|-  21c. 

Diese  von  Sturm  aufgestellte  Formel  giebt  eine  untere  Grenze  für  die 
Anzahl  der  complexen  Wurzeln  einer  Gleichung:  Wenn  bei  beliebiger 
Wahl  der  positiven  Constanten  c  die  Coefficienten  des  Pro- 
ducts f{ß){z  —  c)  an  Wechseln  (2fc -|- 1)  mehr  enthalten,  als 
die  von  f{z),  dann  besitzt  f{z)  =  0  mindestens  2h  complexe 
Wurzeln. 

§  201.  Die  im  letzten  Paragraphen  abgeleiteten  Sätze  lassen 
mancherlei  Anwendungen  zu. 

Bilden  wir  f  {/)  •  {z  —  c),  dann  können  wir  durch  passende  Wahl 
von  c  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder 

{(ly. —  a,;_ic)Ä''~''  +  ',     («x  +  1 —  ay,c)z'^~'' 

des  Products  zum  Verschwinden  bringen,  sobald  üy—i:  ay,  =  Uy.:  ay_j^\ 
ist,  da  ja  dann  die  reelle  Grösse 
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Oy.-\  "y. 

genommeil  werden  kann.  Es  hat  somit  (§  199j  die  Gleicliung  f{z)  -{z  —  c) 
=  0  complexe  Wurzeln,  und  da  c  reell  ist,  so  ergiebt  sich:  Bilden 
drei  aufeinanderfolgende  Coefficienten  einer  Gleichung  eine 
geometrische  Progression,  dann  besitzt  die  Gleichung  com- 
plexe Wurzeln. 

Von  Herrn  Hermite*)  stammt  der  Satz:  Bilden  vier  auf- 
einanderfolgende Coefficienten  einer  Gleichung  eine  arith- 
metische Progression  erster  Ordnung,  dann  besitzt  die 
Gleichung  complexe  Wurzeln. 

Wenn  nämlich 

gesetzt  wird,  dann  erhält  man  in  f{z)  {z  —  1)^  die  Glieder 

{a,^t  -  2a.,  +  ay.j^i)  z^—''+\  (a^  — 2«^+i -f  a^.+a)-^"-'^; 
und  stehen  nun  üy—i,  a,,  a^  +  i,  «^+2  in   arithmetischer  Progression 
erster    Ordnung,   dann  verschwinden  beide   Coefficienten,    und    es    hat 
f{z){z—\Y=0,    und  also    auch   f(z)  =  0   complexe   Wurzeln   nach 
§  199**). 

Erweiterungen  dieses  Theorems  sind  naheliegend. 


Achtzehnte  Vorlesung. 

Das  Sylvester'sche  Theorem.  —  Bieliler'sdie  Sätze. 

§  202.  Wir  kommen  jetzt  zu  einem  von  Sylvester  gegebenen 
Theoreme,  dessen  Wirkung  nach  derselben  Seite  hin  geht,  wie  die  des 
Budan-Fourier' sehen  Theorems,  und  dabei  im  Allgemeinen  bessere 
Grenzen  für  Z(zi,  z^  liefert. 

Die  in  der  letzten  Vorlesung  untersuchte  Functionenreihe  f,  f, 
/"',  •••  formen  wir  durch  Multiplication  mit  j^ositiven,  vorläufig  noch 
unbestimmten,  positiven  Constanten  Iiq,  h^,  •••  /«„  etwas  um,  indem  wir 

(1)  /-..^A./^');       ^  =  ^-^         (2.  =  0,1,...») 

setzen.     Dieser  Functionenreihe  stellen  wir  eine  zweite   zur  Seite,   die 


*)  Nouv.  Ann.  (1);  1.  S.  385. 
**)  Vgl.  Faure  ibid.  (-2);  4.  S.  79  und  Catalan  ibid.  (2);  3.  S.  13G. 
Netto,  Algebra.   I.  15 
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mit  Hülfe  anderer,  auch  noch  unbestimmter,  positiver  Constanten  l\, 
ko,  ■■•  Ä-,,  gebildet  ist 

(2)  g,.  =  /.-,/,-  —  fr-lfy+l  -,     ^0  =  /  ';     ff"  =  ''■'/""• 

Aus  diesen  Festsetzungen  folgt 

(3)  f;^h,.fO  +  i)  =  e,.f^_^,. 

g'y   =  21:yfrf'y  —  fr-lfy  +  l    —  fr-lfr+1 

=     2kySyfyfyJ^l     £y—lfyfy^l      f ,  -|- 1 /'j.  _  J /,.  +  2   j 

(4)  gif,  =  (2A-,.f,  —  f,_i) /",-/;■+ 1  —  £y+ify-i  (/tv+i/;-+i  —  ^.-i-i) 

=    /"..-^-l     [{2JCySy     —     f,._l)/,-    Sy^ll-y+lfy-lfy^l] 

+  ^y+lfr-igi+1- 

Setzt  man  daher  fest,  dass  die  s  und  die  k  den  Gleichungen 

(5)  £,.+  lA",7iv+l   —    2£y]iy  +    £,._,  =   0 

genügen  sollen,  dann  geht  (4)  in 

glfy  =  £,+iÄ:,+i^,/..+i  +  £y+ify-igy+i 
über,  und  daraus  folgt:  (I)  Ist  (/,  ^  0,  dann  wird 
sgngy  =  sgnfy-ify-gy+i. 
Es  möge  ferner  (z  —  d)  ein  x-facher  Wurzelfactor  von  fy  —  i,  imd 
/;,_! (.-)  =  (^  -  a)X^) ,         (p(a)  H=  0, 
sein;  das  ergiebt 

^v-1  *^  — 1 

wo  x{^)  ^^^  '^{^)  ^i^  ^i/)  ganze  Functionen  von  z  sind.  Setzt  man 
diese  Ausdrücke  für  /',_i,  /",,  /",+!  iu  (2)  ein,  so  entsteht 

(6)^v=y,-'^    UlCy£.-i:K-l)Ey^r\{^z-ar-^~cp\z)  +  {z-ar-^0{z), 

wo  ^{z)  auch  eine  ganze  Function  bedeutet.     Die  Constanten  £  und  Ic 
unterwerfen   wir  nun   für  alle   in   Betracht  kommenden  v   und   x   der 
zweiten  Bedingung 
(7)  x/tv^,.— (x  — l)f,_i>0. 

Dann  folgt  aus  (G):  (II)  Ist  /■,._i(fl)  =  0,  dann  wird  für  hin- 
länglich kleine  Werthe  von  {z  —  a)  die  Function  gy{z)  positiv. 
Für  z  =  a  kann  sie  verschwinden. 

Aus  §  70  ist  bekannt,  dass  wenn  n  eine  x-fache  Wurzel  von 
fr{z)  =  0  ist,  derselbe  Werth  eine  (x  —  l)-fache  Wurzel  von  f"y{z)  =  0, 
also  nach   (3)  auch  von  fyj^i{z)  =  0  wird.     Infolge  dessen   zeigt  die 
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Formel  (2)  aucli  noch:  (III)  Ist  /'.-i  (a)  =4=  0,  dagegen  f,(a)  =  0, 
dann  hat  für  hinlänglich  kleine  Werthe  von  (ß  —  a)  die  Func- 
tion   gvi~)    das     entgegengesetzte    Vorzeichen    des    Products 

/■.._:(^)-/-..+  i(4 

§  203.  Wir  betrachten  jetzt  die  gleichzeitigen  Aenderungen  der 
Vorzeichen  in  den  beiden  Reihen 

r/o;       9U       9-2,        ■  ■■       ün 

heim  Uebergange  des  Argumentes  z  von  einem  niederen  Werthe  z^ 
zu  einem  höheren  z.^.  Die  Bezeichnungen  F  und  W  als  Folge  und 
Wechsel  von  Zeichen  bei  zwei  aufeinanderfolgenden  Functionen  haben 
dabei  die  frühere  Bedeutung  für  jede  der  beiden  Reihen.  Jetzt  aber 
ziehen  wir  auch  das  gleichzeitige  Auftreten  von  F  oder  Tl^  bei  ent- 
sprechenden Functionen  beider  Reihen  in  Betracht  und  bezeichnen 
es  mit 

FFy  wenn  in  beiden  Reihen  entsprechende  F 
FW,  wenn  in  der  oberen  Reihe  ein  F,  in  der  unteren  ein  W 

''  -'^y        ?7         >7      ;;  ?>  ??         ?>       ''7    t)       »  ?>  v     -*- 

bei  aufeinanderfolgenden  Gliedern  erscheinen.  Diese  vier  Möglich- 
keiten möcreu  Folge-Folge,  Wechsel-Wechsel,  Folge-Wechsel 
und  Wechsel-Folge  heissen. 

W^ir  untersuchen,  was  eintritt,  wenn  z  durch  einen  Werth  "C,  geht, 
für  den  mehrere  der  mittleren  /*«  verschwinden,  z.  B.  fy.,  fy.-\-\,  •  •  ■ 
fx^x  —  i,  ohne  dass  f(^)  =  0  wird.  Da  die  fa  sich  von  den  /"(")  nur 
durch  positive  Factoren  unterscheiden,  so  können  wir  für  die  /"„  direct 
die  Tabelle  aus  §  196  benutzen.  Für  die  g  folgt  aus  (2),  dass  g^  —  i 
in  dem  hinreichend  eng  gewählten  Intervalle  (^  —  d  •••£;-}-  ^)  positiv 
ist;  aus  §  202,  (III),  dass  gy_  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  sfy+i 
hat;  und  aus  §  202,  (11),  dass  </z  +  i,  9^+2,  •••  9y.+?.  positiv  sind.  Folg- 
lich entsteht  die  Tabelle,  in  welcher  s  dieselbe  Bedeutung  wie  in 
§  196  hat: 


sgu: 

(Jy.-l 

üy. 

f/y+i      • 

••    gy+?.-s 

9"+^-^ 

5'x+/-i 

9y.+^. 

t-d 

+     - 

-e{-iy- 

-'   +         • 

+ 

+ 

+ 

+ 

t 

+ 

0 

0 

0 

0 

0 

+ 

e+ö 

+ 

£ 

+        • 

-f 

+ 

+ 

+ 

Die    Vergleichung    beider    Tabellen    zeigt:    es    giebt    unter    den    auf- 
geschriebenen Functionen  für 

15* 
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A  gerade 
£  =  4-1 


A  gerade 

£=  —  1 


/l  uDgerade 

£  =  -f  1 


A  ungerade 


t-d 

li<^F 

OFi*^ 

OFF 

\FF 

IFi^ 

OFF 

IFF 

OFF 

t+ö 

a— i)Fi^ 

IFF 

{k~l)FF 

IFF 

zu 


und  hieraus  erkennt  man,   dass  beim  Uebergange   von   (^  —  d) 
(^ -f- ^)  stets  eine  gerade  Anzahl  von  FF  gewonnen  wird. 

Wir   wollen   auch   die   drei   entsprechenden  Tabellen    für   die   An- 
nahme sgn  /x-f ;.  ==  —  1  aufstellen. 


ssn: 


A-i 


f. 


U 


+  1 


/". 


+  /■ 


/">.  +  ;. -2        fy. 


+  ).-\ 


u 


+^- 


1-8 

£ 
£ 

(- 

-ly- 

0 

-^'C- 

_iy.-2  ... 
0 

+ 
0 

0 

+ 

0 

— 

e+^ 

£ 

— 

_ 

— 

— 

— 

— 

sgn:      n.,,_. 


fjy-  +  i 


r^_|.;._3      Qy.  +  l-^      (ly.^f—l      gy  +  7. 


t-d 

+  ^(-ly-^ 

+     •• 

+ 

+ 

+ 

+ 

t 

+           0 

0 

0 

0 

0 

+ 

e+ö 

+     +^ 

+     •• 

+ 

+ 

+ 

+ 

A  gerade 

£  =  +  1 


A  gerade 

£=-1 


A  ungerade 

£  =  +1 


A  ungerade 

£  =  —1 


^-d 

OFF 

IFF 

IFF 

OFF 

t 

OFF 

IFF 

OFF 

IFF 

t-{-ö 

IFF 

(}i-l)FF 

XFF 

iX  —  l)FF 

aus  denen  sich  auch  für  diesen  Fall  der  gleiche  Satz  ergiebt. 

Wir  nehmen  weiter  an,  dass  für  ^  eine  oder  mehrere  der  mitt- 
leren Functionen,  z.  B.  g^,  gy.  +  i,  •••  gy^x—i  gleich  Null  werden. 
Wenn  dabei  gleichzeitig  entsprechende  Functionen  f  verschwinden, 
stehen  wir  auf  dem  Boden  des  eben  besprochenen  Falles.  Wir  können 
also  alle  entsprechenden  Functionen  f  als  von  Null  verschieden  voraus- 
setzen. Ferner  sei,  um  die  Begriffe  zu  fixiren,  sgn /"y^;.  = -}"  1, 
ügn  (jy+ji  =  -\-  1  gesetzt. 

Aus  (2)  folgt,  dass  wenn  _r/„  verschwindet,  fa—i  und  f,,-]-^  gleiche 
Vorzeichen  haben.  Danach  sind  die  beiden  Möglichkeiten  zu  beachten, 
dass  im  Intervalle  (i; — d,  ■•■  ^+0) 


ssn: 


/;-. 


fy 


A+i 


fy  +  ?.-:i      fy.  +  }—2      fy  +  H-l        fy  +  ). 


A) 


+  +  + 

_iy.-M(_iy.  (_iy- 


+ 
+ 


+ 


+ 
+ 
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wird.  Für  A)  ergiebt  sich  aus  §  202,  (I),  dass  sgn  ^x+/i— i 
==  sgu/;+;._2/;,+;._i  (/>,+;.  =  +  1,  und  sonach,  da  (jy,^x-\{V)  =  0  ist, 
dass  sgn5r^  +  ;._i(^— ö)  =  —  1,  und  sgn  r/;,+;._i  f^+(5)  =  +  1  wird. 
Auf  dieselbe  Art  geht  man  bei  A)  und  auch  bei  B)  weiter  und  er- 
hält für  A)  die  Tabelle: 


sgn:     </^_i 


9y. 


(Jy.  +  ^ 


f/z  +  ;._3         (!y.-\-X  —  2       gy.  +  X  —  l        9y.+l 


t-d 

£ 

i~\y  {-ly-^  . 

— 

+ 

— 

+ 

l 

£ 

0             0 

0 

0 

0 

+ 

^+^ 

£ 

+      +      •• 

•     + 

+ 

+ 

+ 

und  für  B)  die  Tabelle: 


sgn:     ff^_i 


!Jy. 


fJy.  +  i 


(Jx+?.  —  3         gy.-\-?.  —  2        gy.^X  —  \  (7y.-\-X 


t-ö 

£ 

+                 +                •• 

+ 

+ 

+ 

+ 

^ 

£ 

0            0 

0 

0 

0 

+ 

e+ö' 

£ 

(-ly-  (-ly-^  ... 

— 

+ 

— 

+ 

Vergleichen  wir  nun  wieder  beide  Tabellen  A)  für  die  /'  und  die  /y 
und  ebenso  beide  Tabellen  B),  so  ergiebt  sich  au  vorkommenden  FF 
im  ersten  Falle: 


sgn; 


A  gerade 

/l  gerade 

A  ungerade 

A  ungerade 

£=+1 

£  =  —1 

£  =  +1 

£  =  —  1 

t-ä 

IFF 

OFF 

OFF 

IFF 

i 

\FF 

OFF 

IFF 

OFF 

t+d 

(A+1)FF 

XFF 

(^  +  l)FF 

XFF 

und  daher  eine  gerade  Anzahl  gewonnener  FF  beim  Ueber- 
gange  von  {t,  —  d)  zu  (^  + '^).  Den  Fall  B)  brauchen  wir  gar  nicht 
zu  untersuchen,  da  in  der  Tabelle  für  die  /"  nur   W  vorkommen. 

Für  sgn /';._|-^(^)  =  —  1  tritt  bei  den  g  und  im  Schlussresultat 
keinerlei  Aenderung  ein.  — 

Wenn  endlich  f,{X)  =  0,  Z".®  =  0,  •••  n_,{l)==0,  h{l)  =  ^ 
ist,  dann  wird 


sgn: 

/o         /;         /2 

A  — 3 

A-2 

A-i 

fx 

1+8 

(-iy£   (— iy-i£  {-ly-u  ■■ 

0                 0                   0          •• 

£                           £                              £                .  . 

£ 

0 
£ 

0 

£ 

—  £ 
0 
£ 

£ 
£ 
£ 
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Hierbei  folgt  aus  {'J),  tlass  ^„,  und  aus  §  202,  (II),  dass  (/^(^  +  Ö),  •■  ■ 
(j)_{t,  +  8)  positiv  werden,  und  daraus,  dass  beim  Uebersehreiten  einer 
A-fachen  Wurzel  l  zugleich  k  FF  gewonnen  werden.  Damit  ist  be- 
wiesen: Die  Anzahl  Z{z^jZ^  der  zwischen  r,  und  dem  grösseren 
z.^  liegenden  Wurzeln  von  /'(r)  =  0  ist  gleich  der  Anzahl  der 
in  (8)  bei  Substitution  von  z.^  gegenüber  z^  gewonnenen  Folge- 
Folgen  oder  um  eine  gerade  Anzahl  geringer*). 

Der  Beweis  hätte  sich,  genau  Avie  der  beim  Budan-Fourier'- 
schen  Theoreme  gegebene  sehr  durch  die  Annahme  vereinfachen  lassen, 
dass  nicht  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  der  /-  oder  der  (/-Reihe 
gleichzeitig  verschwinden.  Das  würde  auch  stets  dann  ausreichen, 
wenn  f{z)  =  0  keine  mehrfachen  Wurzeln  besitzt.  Denn  es  lässt  sich 
ohne  Schwierigkeit  nachweisen,  dass  durch  beliebig  kleine  Aenderungen 
der  Coefficieuten  von  f{z)  =  0  ein  solches  gleichzeitiges  Verschwinden 
beseitigt  werden  kann,  ohne  dass  dadurch  die  Natur  der  AN'urzeln 
(hinsichtlich  ihrer  Realität)  verändert  würde-,  ausgenommen  ist  aber 
dabei  der  Fall  mehrfacher  AVurzeln,  weil  hier  der  Uebergang  von 
reellen  zu  complexen  Wurzeln  offen  steht. 

§  204.  Wenn  etwa  an  den  Grenzen  Zj^  oder  z,2  Functionen  aus 
den  Reihen  (8)  verschwinden,  dann  treten  dieselben  Schwierigkeiten 
auf,  wie  beim  Budan'schen  Criterium.  Falls  aber  nicht  /"(^,),  f X^-,) 
selbst  Null  werden,  lassen  sie  sich  auch  jetzt  beseitigen.  Man  be- 
trachtet zuerst  das  Intervall  (z^  -{-  ö  •  ■  •  Z2  —  ö)  und  geht  von  hier  aus 
zu  d  ==  0.  Die  aufgestellten  Tabellen,  die  gerade  deshalb  auch  die 
sgn  fa(^)  enthalten,  zeigen  dann  die  Richtigkeit  der  folgenden  Regel: 
Wenn  bei  sgn  /^+;.(^)  =  )]  alle  Lücken  der  /",  mit  dem  Zeichen 
( — v)  gefüllt  werden  und  alle  Lücken  der  ga  mit  dem  Zeichen 
-f-1,  dann  wird  beim  Uebergange  von  (^  +  ^)  zu  ^  die  Anzahl 
der  FF  nur  um  eine  gerade  Zahl  geändert.  Man  kann  daher 
diese  Ergänzung  der  verschwindenden  Glieder  in  der  /"-  und  der  ^-Reihe 
machen  und  dann  die  Sylvester' sehe  Regel  auch  bei  den  Grenzen 
anwenden. 

Es  ist  zu  vermuthen,  dass  der  abgeleitete  Sylvester'sche  Satz 
mindestens  so  genaue  Grenzen  geben  wird,  wie  der  Budan'sche. 
Denn  bei  diesem  wird  nur  der  Gewinn  an  Folgen  in  der  Reihe  der  /" 
gezählt,  bei  jenem  aber  der  an  Folge-Folgen  in  der  Reihe  der  /'  und 
der  g]  dieser  wird  im  Allgemeinen  nicht  ohne  einen  vorhergegangenen 
oder  gleichzeitigen  Gewinn  einer  Folge  der  /-Reihe  eintreten. 


*)   The   Oxford,    Cambridge    and  Dublin  Messenger  of  Matheui.    III.    186G; 
129—141. 
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§  205.     Wir  gehen  jetzt  auf  die  Bedingungen 

(5)  Sy+il-yJcy+i  —  2£,7t,  4-  f,,_l  =  0, 

(7)  xsyh    -  {x  —  1)  «,,_!  >  0, 

denen  die  e  und  die  Je  unterworfen  werden  müssen,  näher  ein. 

(7)  braucht  uur  für  k=1,  2,  •••  (n  —  v  +  1)  erfüllt  zu  sein, 
da  X  nicht  grösser  werden  kann  als  der  Grad  von  /',._i.  Gilt  nun  (7) 
für  den  höchsten  Werth  x  =  7i  —  v  -\-  1,  so  folgt  aus 

(n   —   V   -{-   1)  £,.AV  (« V)  Er-l 

(9)  =  !L-^[(„,/.  -(.-1) ,,_,)- (l-„-^^)  .,_.]>  0, 

dass  dann  auch  alle   anderen  Bedingungen  (7)  erfüllt  sind.     Man  darf 

demnach  (7)  durch 

(7^)  (n  —  V  +  1)  £yh  -  (ii  -  v)  £,,_!  >  0 

ersetzen.     Gesetzt  ferner,  (7"'*)   gelte  für  einen  gewissen  Werth  von  v, 
dann  können  wir  mit  Hülfe  von  (5)  folgern 

Eyky{2n  —  2v — n  -\-  v-\-l)  —  (n  —  v)£,,_i  >  0, 

(10)  (2£,. /.-,.  —  f._i)  {n  —  v)  -  {n  —  v  -  1)  £„  fc„  >  0, 

(n  —  v)  Er+il-y  +  i  —  {n~v  —  \)ey  >  0; 
also  gilt  (7*)  dann  auch  für  ein  um  eine  Einheit  höheres  v. 
Folc^lich  brauchen  die  e  und  die  h  nur  den  Bedingungen 

(5)  £,+lÄv^V  +  l  —   '^Syl^v  +   f.-l   =  0, 

zu  genügen.     Man  kann  also  beispielsweise  die  positiven  Constanten  s 

ganz  beliebig  annehmen,  ferner  Jc^  gemäss  (7'')  wählen,  und  (5)  liefert 

dann  die  Reihe  der  übrigen  /.•,  die  freilich  sämmtlich  positiv  sein  müssen. 

Die  h  lassen  sich  bei  willkürlichem  h^  vermittels  der  Formel 

K  = ^5 

aus  den  £  bestimmen,  wie  (1)  zeigt. 

Wir  wollen  einige  Systeme  für  die  £,  die  h  und  die  h  angeben: 

I)    fo  =  f  1  =  •  •  •  =  1 ;    /.-^  =  /.'g  =  •  .  .  =   1  ;    h^  =  h^==...  =   1. 

II)  fo  =  «,  £i  ==  a  +  1 ,  £2  =  «  4-  2,  •  •  •;  /.-^  =  Z-^  =  ...  =  1         (a  >  0) 
7     _  -,     7    _  i      7 1^ 7 1 

''0-    ^,  'h      ^,  '^•^  —  oc{cc  +  \y  '^3—  «(«4.i)(^_^2)'  ■■■• 

/•  =  1      7-    =  (w-l)(n  +  2)      ,    _  (n-2)(n  +  3) 

^  '     -^  n{nAr\)       '     ^         (n  - 1)  (n  +  2)  '  ' " '' 

11^=1,  \  =  n,  \  =  n{n-{-  \),  \  =  n{n-\-\){n-\-2),  ■-. 
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Falls  wir  alle  h  gleich  1   setzen,  geht  (5)   in   die  Functionalgleichung 

£,.+1  —  2f, -f  £,_i  =  0 
über,  deren  allgemeine  Lösimg  sich  aus  den  Anfaugswerthen 

So  =  A,     £^=--A-\-B 
in  der  Form 

IV)  s,.  =  Ä-i-  Bv 

ergiebt.     Nimmt  man  ferner  A  und  B  positiv,  dann  ist  auch  il^)  be- 
friedigt.    Für  /<o  =  1  entsteht 


A{A-\-B){A  +  2B)---{A-\-{v-\)Ti) 

§  -OG.    Die  Bedingungen  (7)  waren  nöthig,  damit  bei  /i_i(a)  =  0 
für  hinreichend  kleine  Werthe  von  {z  —  a)  die  Function  <jy{z)  positiv 
werde  (§  202,  II).     Wenn  wir  jetzt 
(7<=)  {n  -  V  -{-  l)£,7t,  —  {n  —  v)£,_i  =  0 

setzen,  dann  ist  (7)  zwar  für  7c  =  1,  2,  ■  •  •  {n  —  v)  erfüllt  (vgl.  (9)), 
aber  nicht  mehr  für  den  höchsten  möglichen  Werth  x  =  n  —  v  -\-  1. 
Wir  wollen  untersuchen,  was  dabei  geschieht.  Nach  §  202  wird  dieser 
Umstand  überhaupt  nur  dann  auftreten,  wenn  ein  (z  —  a)  als 
(71  —  V  -\-  l)-facher  Wurzelfactor  in  /i—i  eingeht.  Nun  ist  aber  f, —i 
vom  Grade  (11  —  v  -{-  \)]  also  muss  dabei 

/;,_i(^)  =  a.(.--«)"-'  +  i 
Averden,  wobei  a  einen  constanten  Factor  bedeutet.     Daraus  folgt 

''i — 1  *,— 1  *v 

r/.=  '-^  -+  '  [{n-v-{-  l)e,.h  -  (n  -  v),,..,]a^z  -  af"-'^'  =  0, 
*i  — 1  *■>' 

d.  h.  es  wird  nach  (7'')  die  Function  (/,■  identisch  Null.  Findet  weiter 
die  entsprechende  Gleichung  auch  für  (v  -{■  1)  statt,  nämlich 

(n  —  v)ey+ihy+i  —  (n  —  v  —  l)sr  =  0^ 
dann  verschwindet  auch  ^,-f  1  identisch,  u.  s.  f. 

Unsere  Schlüsse  gelten  in  diesem  Falle  also  nicht  unmittelbar. 
Es  genügt  aber,  wie  die  Construction  unserer  Tabellen  deutlich  zeigt, 
an  Stelle  der  etwa  bei  ^z  +  i,  •  •  •  auftretenden  Nullen  das  Pluszeichen 
in  die  Reihen  einzuführen;  dann  entstehen  genau  die  obigen  Schemata, 
und  unter  dieser  Vorsichtsmassregel  können  wir  demnach  auch  den 
besprochenen  Grenzfall  mit  in  die  Sylvester 'sehe  Regel  einschliessen. 
Der  bei  (10)  gemachte  Schluss  gilt  auch  hier,  so  dass  aus 

n£ji\  —  (n  —  !)£„  =  0 
das  gesammte  Gleichungssystem  (7*^)  folgt. 
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Der  besprochene  Grenzfall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  wir 
ir\  1  n—  1  n  —  2  7  7.  1 

setzen;  dabei  ergiebt  sich 

K=h  ^'i  =  1  j  f>2  =  „3  1  >  '*3  =  ln-l){n-2) '  ^^'i ""  (n^)(w— 2)(«-3) '  * ' ' " 
§  207.  Genau  wie  wir  aus  dem  Budan-Fourier' sehen  Theo- 
reme durch  Specialisirung  der  Grenzen  auf  die  Werthe  —  oo,  0,  -j-  ^^ 
das  Descartes'sche  Theorem  abgeleitet  haben,  genau  so  können  wir 
hier  aus  dem  Sylvester 'sehen  ein  von  Newton  ausgesprochenes 
Theorem  entnehmen.  Newton  hat  es  ohne  Beweis  gegeben*);  seine 
Begründung  ist  lange  Zeit  hindurch  von  den  Mathematikern  vergeblich 
versucht  worden,  bis  eben  Sylvester  es  durch  Erweiterung  zu  seinem 
Satze  umformte  imd  so  bewies. 

Wir  wollen,   um  den  Satz  abzuleiten,  ^i  =  —  oo,   2.^  =  0  setzen 
und  haben  also 

(11)  Z(~  oo,  0)  =^FF{0)  -^FF{-  oo)  -  2h, 

worin  die  linke  Seite  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  von  /"=  0 
bezeichnet,  und  die  Ausdrücke  rechts  analog  den  früher  erklärten 
(§  195)  zu  verstehen  sind. 

Für  unsere  Function  f(ß)  findet  man 

lim  ^^  =  «0,     lim    f-^^  =  na^,     lim    ^^]  =  n(«-  l)r/„  •■   ; 

die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  haben  sämmtlich  das  Zeichen 
von  Qq]  die  Potenzen  von  z  in  den  Nennern  sind  abwechselnd  positiv 
und  negativ.  Demnach  wird  die  Reihe  f^,  f^,  f^,  ■  ■  •  für  grosse  nega- 
tive Werthe  lediglich  Wechsel  darbieten,  d.  h.  es  ist  in  (11) 

^FF{-  oo)  =  0 

zu  setzen.     Ferner  erhält  man  durch  Differentiation   mid   Anwendung 

von  (1) 

/■(.)(0)  =  via,-,-,     /;(0)  =  Kvla^^r] 


g„(P)  =UhMv\ 


'     2  (^  +  1)^-1^+1 


V       V 


und    hier   kann    man    den    positiven   Factor    vor  der  Klammer   unter- 
drücken.    Bezeichnen  wir  der  Kürze  halber 


*)  Arithmetica  universalis  IL    Cap.  II:    „De  forma  aequationis". 
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so  ist  also  ^jPF(O)  gleich  der  Zahl  der  Folge-Folgen  in  den  beiden 
Reihen 

«0?  «n  ^2;  ■■•>  ««-!,  (In, 

(lo)  <,  .,  ,  ■•  1  •>  7  ■> 

V;    ^'r~'l^0'^2>    Cf  ~  '-li^lCä}    ■■■>    «H-1  —  ^«-l««-2«»;    O«  • 

Wir  wollen  diese  Zahl  mit  cp  bezeichnen.     Dann  ist 

(14)  ^(— ^;  0)^(p  -2li. 

Um  auch  für  Z  (0,  oo)  einen  ähnlichen  Satz  zu  erhalten,  transformiren 
wir  die  Gleichung  f=0,  indem  Avir  —s  an  Stelle  von  z  eintragen. 
Dabei  geht  nur  in  der  ersten  Zeile  von  (!,'))  eine  Veränderung  vor, 
indem  alle  a  mit  ungeradem  Iudex  das  negative  Zeichen  erhalten,  und 
hierbei  wird  jede  frühere  Folge  in  dieser  Zeile  durch  einen  Wechsel 
ersetzt  und  umgekehrt.  Man  erhält  also  jetzt  soviele  Folge -Folgen, 
als  vorher  Wechsel -Folgen  vorhanden  waren.  Bezeichnet  man  diese 
Zahl  mit  a,  so  ist 
(14'')  Z(0,  +oo)  =  w- 2Ai. 

Die  beiden  in  (14)  und  (14^)  gegebenen  Criterien  bezeichnet  Syl- 
vester als  vervollständigte  Newton'sche  Regel.  Aus  ihr  geht 
die  Newton'sche  Regel  in  ihrer  gewöhnlichen  Form  durch  Addition 
hervor.  Da  nämlich  jede  Folge  in  der  zweiten  Zeile  von  (13)  ent- 
weder zu  (p  oder  zu  oj  eine  Einheit  liefert,  so  ist  {(p  +  ")  gleich  der 
Zahl  der  einfachen  F  in  der  Reihe 

(15)  a^'^,  a^'  —  ?i^o'^iij  ^2^'  —  h^i'^'ä}  '"}  cil-i  —  l,t  —  ian-2C„,  nl , 

und  wir  sehen:  Die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  /'{z)  =  0 
ist  gleich  der  Anzahl  der  Folgen  in  (15)  oder  um  eine  gerade 
Anzahl  geringer.  Ist  also  ins  Besondere  auch  nur  eins  der 
Glieder  in  (15)  negativ,  dann  besitzt  f(£)  =  0  complexe 
Wurzeln.  Hat  f{0)  =  O  nur  reelle  Wurzeln,  dann  sind  alle 
Glieder  der  Reihe  (15)  positiv. 

Ueber  die  Bildung  der   l  ist  bereits   alles  Nöthige   gesagt.     Aus 
den  oben  besprochenen  Beispielen  ergeben  sich  folgende  Systeme: 

1\    1  **         7  '^~^  7  —'^7  —-      I  — -• 

m    7   _       «(«  +  «- 2)_     7    __(n-l)(«  +  w-3)  ,  ^3(a+l) 

^^)   ''i—{n-l){cc-^n-l)''^'~in-2J{a-\-n-2)'     '  '  '   ^"-^        2(a-f2)' 

7 !^.  . 

1,1-1  —  i(a_j_i)i 

^TT^  7  _      3^         j  _i{n-l)  ,        _^*'±       7        =(^+l)^. 

^^^)   *l  — 2 («-!)'   ^2  —  3{n-2)'   '"  *«-2  — (n_i)r2'   '»-^  «•!      ' 
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IV^   7    _       n(A-^{n-2)B)  ^(n-l)(A-^{n- S)B) 

^     1        (>i— l)(.4  +  (w-l)fi)'    2        {n-2  (Ä-\-{n  —  2)B)' 

*"-2  — 2(4  +  2J5)'   '"-^        ~A-\-B' 

^j-.    j   2    «         ,  3(n  — 1)  .         (n  —  1)  •  3      ,         ot-2 

^;   ^  — 1(„_1)>   ^2  — ^(,7— 2)'    ■■•  '"-2  — (,t^2).2'   ^"-^~(«— 1)1" 

Das  letzte  System  stimmt  mit  dem  von  Newton  angegebenen  überein, 
so  dass  die  Reihe  (15)  hierbei  in  die  von  ihm  aufgestellte 

übergeht.  Aus  II)  erhält  man  für  a  =  \  den  Werth  1  für  alle  U 
und  somit  die  besonders  einfache  Reihe 

(15^')  a^\  a^'  —  a^a.,,  a./  —  «1^3,  a^'  —  a.^a^,  •  •  -. 

Dieselbe  Reihe  ergiebt  sich  aus  V)  für  den  Fall,  dass  mit  Heraus- 
treten von  Binomialcoefficienten  das  Gleichungspolynom 

geschrieben  wird. 

§  208.     Aus  (15'')  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  2=1  und 

(16)  «1^  —  Q.%(^>  <  0 

ist,  die  Gleichung  /"  =  0  complexe  Wurzeln  besitzt.  Wir  nehmen  an, 
der  gleiche  Satz  gälte  für  irgend  einen  festen  Werth  von  (/;  bilden 
wir  dann  bei  beliebigem  reellen  q  das  Product 

f{z){2~Q)  =  a,,z-'  +  ^  +  (a^  -  a^Q)z''  +  (r/^  -  a,Q)s''-'  +  •  •  •, 

so  muss  {z  —  Q)f=^0  und  also  auch  /'  =  0  complexe  Wurzeln  haben, 
falls 

negativ  wird.  Dies  kann  man  aber  durch  q  ==  —(2  —  q)  -^  stets 
erreichen,  sobald  bei  g  <  4  die  letzte  Klammer  negativ,  d.  h. 

(17)  <-^^^<o^h<0 

ist.  Gilt  demnach  (16)  für  ein  ^  <  4,  so  gilt  auch  (17)  als  Criterium 
für  das  Vorkommen  von  complexen  Wurzeln.     Nun  hatten  wir  q  =  1 

und  finden   daraus   der  Reihe  nach  q  = --,  — ,  — ,  •••  ~ ,  •••;  man 

-^  3 '    4'    5 '  f' 

kann  also  q  dem  Grenzwerthe  2  beliebig  nahe  bringen  und  erkennt:  Ist 
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(18)  a^'  -2a^a,<0, 
dann  besitzt  f{z)^=0  complexe  Wurzeln*)- 

Es  ist  naheliegend,  zu  fragen,  ob  der  Wertb  /,  =  2  das  über- 
haupt erreichbare  Maximum  darstellt,  und  welches  die  Maxima  der 
übrigen  /,   sind.     Man  hat 

/,.  =  7 — ;      (y  4- l)f„_, /.•„_,>  vf„_,_i, 

und  wir  haben  gesehen,  wie  vermöge  des  Bildungsgesetzes  (5)  alle 
Bedingungen  der  letzten  Art  unter  einander  übereinstimmen.  Um  /,. 
so  gross  als  möglich  zu  machen,  muss  der  Nenner  so  klein  als  möglich, 

d.  h.  =  f„_,_i  werden,  und  so  ergiebt  sich 

,   2      11  j   3w  —  1  ,   n  —  v-{-l  V  -\-i  , 

Ist  irgend  eine  der  Grössen 

(n-»4-i)(y+i)  _  ....,_  1^ 

'^v  —       -  („  _  j,y^ a,.-ia,-fi,        {v  —  i,  ^,         n        i) 

negativ,  dann  besitzt  die  Gleichung  /"=  0  complexe  AVurzeln. 
Wir  wollen  noch  erwähnen,  dass  für  f{z)  =  {s  —  p)"  alle  diese  Diffe- 
renzen den  Werth  Null  annehmen,  und  die  Vermuthung  aussprechen, 
dass  dieser  Umstand  Newton  zur  Aufstellung  seines  Satzes  veran- 
lasste, der  wie  ja  die  meisten  in  der  „Arithmetica  universalis"  ohne 
Beweis  vorgetragen  ist. 

§  209.  Wir  wollen  am  Schlüsse  dieser  Vorlesung  ein  von  Herrn 
Biehler  gegebenes  Theorem  beweisen**).     Setzt  man 

{x  —  o^  —  h^i){x  —  «2  —  h^)  ■  •  •  {x  —  ttn  —  &„^)  =  ?7„  +  i  F„ , 

(sgn  \  =;=  sgn  ?)2  =  •  •  •  =  sgn  &„) , 

dann  sind  alle  AVurzeln  der  Gleichung   Un  ="  0  reell,  ungleich 

und  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung  Vn  =  0  getrennt,  welche 

ebenfalls  reell  und  ungleich  sind. 

Wir  nehmen  an,  der  Satz  sei  für  ZZ,  und  F„  bewiesen,  und  zeigen 
daraus  seine  Richtigkeit  für  Un  +  i  und  V„  +  i.  Der  Einfachheit  halber 
nehmen  wir  an,  es  seien  alle  h  positiv.     Man  hat 

(19)  Ua+l  =  ix-   «„+0  Un  +   i,H-l  Vn  =  X^+'   H , 

(20)  Vn  +  i  =  ix  —  an  +  x)Vn-hn+lUn  =  ~ih,-i-h,-i |-^-  +  l)^"  +  -    ■• 

Der  Voraussetzung  nach   sind   die  Wurzeln  K^,  a.^,  ■••€(„   von   L^„  =  U 

•)  0.  Bonnet:  Nouv.  Ann.  (1);  4;  S.  236.  —  Vgl.  auch  Colombier  (ibid.) 
(2);   7;  S.  501. 

**)  J.  für  M.  87,  S.  330:    „Sur  une  classe  d'oquations  algebriques  etc." 
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reell  und  unter  einander  verschieden;  wir  wollen  annehmen,  dass  sie 
nach  steigender  Grösse  geordnet  sind.  Da  die  {n  —  1)  Wurzeln  von 
Vn  =  0  zwischen  den  Wurzeln  von   Un  =  0  liegen,  so  ist 

sgn  F„(a,)  =  —  sgn  F„(a2)  =  +  sgn  Vnia^)  =  •••=-(—  1)"-^  sgn  Fn  (cc„), 

sgn  F„(a,)  =  sgn  F„(—  oc)  =  —  (—  l)"-i  =  (—  1)«, 

sgn  Vn{a,)  =  (-  1)«,     sgn  Vnia,)  =-  (-  1)"-^  •  •  -, 

und  also  folgt  aus  der  Gleichung  (19)  für  x  =  ai,   cl,,  •  •  •  a„ 

sgn[7„+i(«i)  ==  (-  1)";  sgn  Un+i(oc,)  =  (-  iy-\ 

sgn  Un  +  iM  =  (-  1)"-^  •  •  •  sgn  Un+i{an)  ^  (—  1)^ 

Hieraus  ersieht  mau,  dass  Un^i  =  0  zwischen  «j  und  a.>,  zwischen  «^ 
und  «3,  •■•  •  zwischen  Ua  —  i  und  Ua  je  eine  ungerade  Anzahl  von 
Wurzeln  besitzt.     Da  weiter  nach  (19) 

sgn  Un+i{—  oo)  =  (—  l)»+i,     sgn  £/"„  +  i(+  cx))  =  +  1 

wird,    so  liegt  auch    mindestens   je    eine  Wurzel   jenseits   «^   und  a„. 
Also  hat  C/",,-!-!  =  0  nur  reelle  und  von  einander  verschiedene  Wurzeln, 
die  durch  diejenigen  von   Un  =  0  getrennt  werden. 
Die  Formeln  (19),  (20)  zeigen,  dass 

(21)  C/„  +  l  Vn  -    UnVn  +  ^  =   (Ur.    +     Vn'}h,  +  , 

ist.  Bezeichnen  wir  mit  ß^,  ß^,  ■  ■  ■  ßn  +  i  die  Wurzeln  von  ün+i  =  0, 
zwischen  denen  dem  eben  Bewiesenen  nach  die  «, ,  a^,  •  •  •  «„  liegen, 
dann  liefert  die  Einsetzung  der  ß  in  (21)  den  Beweis,  dass 

sgn  ü.iß,)  Vn+tiß,)  =  sgn  Un{ß,)  F„+i(/3,)  =  •  •  ■ 
und  also  wegen 

sgn  Un{ßi)  =  —  sgn  Un(ß.^  ==■■■, 
dass  auch 

sgn  Vn+i{ß,)  =  —  sgn  F„+i(/32)  =  •  •  • 

wird,  d.  h.  dass  die  n  Wurzeln  von  Va-{-i  =  0  reell,  von  einander 
verschieden  und  in  den  Intervallen  (/3,,  •  •  ■  ß.>),  {ß.^,  •  •  •  ßs) ,  •  •  •  ge- 
legen sind. 

Da  die  Sätze  für 

U2  =  X^  —  (0^1  +  «2)  ^  ~\~  (^1^2  ^i^-i)y 

Fg  =  —  (h^  +  &.)  a:  +  (a,  h  +  a,hj) 
richtig  sind,  so  ist  der  Beweis  allgemein  geliefert. 

Benutzt  man  die  Gleichung  (20)  genau  so,  wie  soeben  (19),  dann 
kann  man  zeigen,  dass  die  Wurzeln  von  F„+i  =  0  durch  diejenigen 
von   Vn  =  0  getrennt  werden. 
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^  Neunzehnte  Vorlesung. 

Das  Sturm' sehe  Theorem. 

§  210.  Die  bisher  abgeleiteten,  für  die  praktische  Verwendung 
brauchbaren  und  wichtigen  Sätze  über  die  Trennung  der  reellen  Wurzeln 
einer  Gleichung  leiden  an  dem  theoretisch  entscheidenden  Mangel, 
dass  sie  nicht  die  Anzahl  der  reellen  oder  der  positiven  oder  der  ne- 
gativen Wurzeln  selbst,  sondern  nur  obere  Grenzen  für  die  gesuchten 
Zahlen  angeben.  Von  diesem  Mangel  ist  der  von  J.  K.  F.  Sturm*) 
gefundene  Satz  frei,  der  direct  die  Zahl  Z(z^,2.>)  ableiten  lehrt  und 
dadurch  die  aufgestellte  Frage  theoretisch  endgültig  erledigt. 

Wir  wollen  den  Weg  zu  diesem  Theoreme  so  wählen,  dass  wir 
es  aus  einem  allgemeineren  Satze  herleiten. 

Ist  f{s)  =  0  die  betrachtete  Gleichung,  so  heisst  die  Reihe  der 
Functionen 

(0  f,f^,f.,f„--'fr 

eine  verallgemeinerte,  zu  /gehörige  Sturm'sche  Reihe,  wenn 
sie  den  folgenden  drei  Bedingungen  genügt: 

I.  Das  letzte  Glied  fr  ist  eine  Constante,  oder  f,  ändert 
doch  wenigstens  im  betrachteten  Intervalle  (^j  •••  zS)  sein 
Zeichen  nicht. 

IL  Für  ein  und  dasselbe  Argument  ."  =  t,  verschwinden 
nicht  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  der  Reihe. 

III.  Verschwindet  für  ein  bestimmtes  Argument  ein  Glied 
fx  der  Reihe,  dann  haben  die  beiden  rechts  und  links  be- 
nachbarten Glieder  fy—i  und  fy_^i  für  dieses  Argument  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. 

Wir  untersuchen  die  Zeichenänderungen,  die  in  (1)  vor  sich  gehen, 
wenn  z  von  ^',  zu  einem  grösseren  Argumente  z._,  übergeführt  wird. 
Da  fr  sein  Zeichen  nicht  wechselt,  so  kann  in  der  Zahl  der  11'  und 
der  F  nur  dadurch  eine  Aenderung  eintreten,  dass  ein  mittleres,  oder 
dass  das  erste  /'durch  Null  geht.  —  Weil  für  fx{^)  =  0  sowohl  /;._i 
als  /;.-j-i  von  Null  verschieden  sind,  so  kann  man  einen  Bereich 
(^ — ö  •••  t-\~^)  abgrenzen,  der  so  klein  ist,  dass  in  ihm  f;.  —  i  und 
/;._l-i  von  Null  verschieden  bleiben.  In  diesem  haben  nach  III.  beide 
Functionen  verschiedene  Vorzeichen;  wie  das  Vorzeichen  von  /i  also 
auch  sein  möge,  es  werden  die  drei  Functionen  fx  —  i,  fx,  f!i-\-i  sowohl 


*)  Färussac,  Bulletin  des   sciences   raathematiques;   1829.  XI,  p.   419.   — 
M^moires  sur  la  r^solution  des  equations  nuinöriques,    Comptes  rendus  VI,  1835. 
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für  (£; — d)  wie  für  (^ -|- ^)  einen  Wechsel  und  eine  Folge  aufweisen, 
und  eine  Aenderung  in  der  Anzahl  tritt  daher  nicht  ein.  —  Wenn 
ferner  f{^)  =  0  verschwindet  und  durch  Null  geht,  dann  fragt  es  sich, 
ob  dabei  —p.  vom  Negativen  ins  Positive  übertritt,  oder  umgekehrt. 
Im  ersten  Falle  wird  ein  W  verloren,  im  zweiten  Falle  ein  W  ge- 
wonnen. 

Besitzt  f{z)  =  0.  zwischen  s-^  und  ^2  als  Grenzen  \  Wurzeln, 
bei  deren  Passiren  f{z):f-^{z)  vom  Negativen  ins  Positive, 
und  /lo  Wurzeln,  bei  deren  Passiren  f{ß)'-fi{z)  vom  Positiven 
ins  Negative  übertritt,  wenn  z  von  z^  bis  z.,{>  z^)  Avächst, 
dann  ist 

(2)  K  -  h  -2  ^^^^'^^  -^  1^^(~^2), 

und  die  rechte  Seite  von  (2)  giebt  durch  ihren  absoluten 
Werth  eine  untere  Grenze  für  die  Anzahl  der  Wurzeln 
zwischen  z^  und  s.^- 

§  211.  Wir  wollen  ein  dieses  Resultat  benutzendes  Beispiel  be- 
sprechen*). —  Wenn  wir  zum  Zwecke   der  Theilung  eines  gegebenen 

Winkels 

tang  a  =  o,     taug  —  =  0 

setzen,  dann  besteht  die  Beziehung  zwischen  a  und  z 

_      (1  +  is)'"  —  (1  —  i^r 

(1  -f  iz)'"  (1  —  ia)  —  (1  —  iz)'"  (1  +  ia)  =  0. 
Die  linke  Seite   der  letzten  Gleichung  enthält  den  Factor  i.     Wir  be- 
zeichnen, indem  wir  ihn  heraussetzen, 

i  Uu  =  (1  +  iz}'  (1  —  ia)  —  (l  —  izy  (1  +  ia), 
dann  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit 

(3)  ü,  -  2  C7,<_i  +  (1  -f  z')  U,^2  =  0. 

Wir  betrachten  die  Gleichung   C7,„  =  0.     Die  Reihe  der    U 

Um,     ü,i,  —  l,     Uni  —  -1,    •••     (J-ip     ^17     ^0 

ist  eine  verallgemeinerte  Sturmsche  Reihe  für  Um.  Denn  zu- 
erst ist  Uq=  —  2  a  und  folglich  constant.  Ferner  kann  Avegen  (3) 
nicht  zugleich  Uu  und  f/«_i  verschwinden,  weil  sonst  C/i,_2  ==  0,  ••• 
Uq^O  sein  müsste.  Endlich  haben  für  Ua  —  i  =  0,  wie  wieder  (3) 
zeigt,  Uu  und  Uu—2  entgegengesetzte  Signa,  und  somit  gilt  (2). 
Für  ^  =  0  wird  ein  jedes   f/,,  ==  —  2  a. 


*)  Biehler:    Sur  une  application  de   Ia  methode   de   Sturm.     Nouv.    Ann. 
(2)  Bd.  19,  S.  76. 
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Für  sehr  grosse  positive  oder  negative  Werthe  von  z  erhält  man 
sgn  i  •  f/;,  =  sgn  «''  (i''  —  ai."  +  i  —  (—  ij"  +  a  (—  0"  +  0> 
sodass  für 

ft  ^  0  (mod.  4),     sgn  ?7„  =  —  sgn  2a;s", 

ft  ^  1  (mod.  4),     sgn  Z7„  =  +  sgn  2z^ , 
(1^2  (mod.  4),     sgn  U,,  =  +  sgn  2az^', 
(1^3  (mod.  4),     sgn  Uf,  =  —  sgn  2  z" 
wird.     Man  findet  also  für  «  >  0  die  Zeichentabelle: 


sgn 

Uo    u, 

u. 

u. 

u. 

u. 

u,    ■■ 

;2    =.   —    OO 

—     — 

+ 

+ 

— 

— 

+  ••• 

Z=              0 

—     — 

— 

— 

— 

— 

—     •  •  • 

^r  ==  -|-  oo 

-   + 

+ 

— 

— 

+ 

+  •■• 

und  erkennt  aus  ihr 
m  =  2n 
Tr(-oo)  -  ir(0)    =n, 
T^XO)         -  W{p6)  =  -  n, 

Für  a  <  0  ergiebt  sich  ebenso: 


m  =  2n-\-\ 

T7(— oo)—  ir(o)  =«,  ■ 
ir(o)      —  ir(oü)==  -(u  +  i). 


sgn 

^; 

V,    u. 

Us 

u. 

u. 

u,    ■-■ 

^;  =  —  oo 

+ 

—     .__ 

+ 

+ 

— 

—     •  •  • 

^=:-                0 

+ 

+  + 

+ 

+ 

+ 

+  ••• 

;2;  =  -[-  Oü 

+ 

+  - 

— 

+ 

+ 

_    ... 

m  =  2« 

Tf  (-  oü)  -  Tr(O)    =  n, 
W{0)         —  W{oo)=  —  n. 


m  =  2n-{-  1 

w(—oo)—  ir(o)  =«  +  1, 

Tr(0)  —  Tr(oG)  =  -  n. 
U,„  =  0  besitzt  nur  reelle  Wurzeln.  Ist  m  =  2n,  so  giebt  es 
ebenso  viele  positive  vs^ie  negative  Wurzeln.  Ist  m  =  (2« -j- 1) 
und  a  positiv,  so  giebt  es  u  negative  und  (« -|- 1)  positive 
Wurzeln;  ist  tn  =  (2n  -{-  1)  und  a  negativ,  so  giebt  es  (»  +  1) 
negative  und  n  positive  Wurzeln. 

§  212.  Die  Bedingungen,  durch  welche  (1)  zu  einer  verallgemei- 
nerten Sturm' sehen  Keihe  wurde,  wollen  wir  jetzt  durch  eine  neue, 
vierte  Bedingung  vermehren. 

IV.  Geht  z  wachsend  durch  einen  Wurzelwerth  von 
f{z)  =  0,  dann  gehe  das  Product  f{z)-f^{z)  stets,  oder  we- 
nigstens in  dem  Intervalle  (.?,•••.%)  stets  vom  Negativen  ins 
Positive  oder  stets  vom  Positiven  ins  Negative, 
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Die  Reihe  (1)  heisst  unter  den  Bedingungen  I)  bis  IV)  eine 
Sturm'sche  Reihe.     Wegen  IV)  geht  (2)  entweder  in 

über,  wenn  ^ /^  beständig  vom  Negativen  durch  Null  ins  Positive, 
oder  in 

wenn  f^  f^  beständig  vom  Positiven  durch  Null  ins  Negative  übertritt. 
Wir  wollen  auch  hierfür  ein  Beispiel  behandeln,  und  zwar  knüpfen 
wir  an  die  Gleichung  (14)   der  sechzehnten  Vorlesung  für  in  =  n=p 
an;  wir  betrachten  also  die  Gleichung 

?7„  =  ^"+ö%''-^+(;)%"-^+(3)%"-^  +  -  +  l=0. 
Es  lässt  sich  nachweisen,  dass  für  die  Function   ?7„  die  Functionen 

(1^)  C/„,     Un-X,     U„-2,    ■'■      U,,     U„     üo 

eine  Sturm'sche  Reihe  bilden.  Die  Eigenschaft  I)  folgt  aus  f^=l. 
Die  Eigenschaften  II)  und  III)  werden  durch 

n  L\  -  {2n  -  1)  (^  +  1)  U^-x  +  (»  -  1)  (^  -  1)-'  U^-,  =  0 

bewiesen;  diese  Beziehung  selbst  ist  leicht  zu  verificireu.  Die  Eigen- 
schaft IV)  endlich  folgt  aus  der  sofort  als  richtig  zu  erkennenden 
Gleichung 

Denn  Z7„  =  0  hat  offenbar  keine  positiven  Wurzeln;  für  jede  Wurzel  £; 
wird  daher  sgu  Un—i  ==  sgn  Un-  Ist  nun  ün  positiv,  so  wächst  ü„ 
und  geht  demnach  vom  Negativen  durch  Null  zum  Positiven;  ist  aber 
U^  negativ,  so  geht  U„  vom  Positiven  durch  Null  zum  Negativen;  in 
beiden  Fällen  also  geht  U„  •  Un—i  vom  Negativen  zum  Positiven. 
Deshalb  ist  (1^)  eine  Sturm'sche  Reihe  für  Un,  und  es  gilt  die 
Formel  (2'*).  In  dieser  setzen  wir  ^^  =  —  oo,  und  dann  liefert  die 
Sturm'sche  Reihe  nur  Zeichenwechsel.  Ferner  setzen  wir  z^^^  =  -\-  0, 
und  dann  ergiebt  sie  nur  Zeichenfolgen.  Es  sind  also  n  Wechsel  ver- 
loren gegangen,  und  deshalb  besitzt  ?7i  =  0  lauter  reelle,  negative 
Wurzeln. 

§  213.  Was  wir  schon  früher  (§  187,  Schlussbemerkung)  hervor- 
gehoben haben,  hat  sich  auch  im  Beispiele  des  letzten  Paragraphen 
bewährt,  dass  nämlich  f^  =  f  der  Anforderung  IV)  entspricht  imd 
zwar  derart,  dass  f-  f  stets  vom  Negativen  zum  Positiven  übertritt. 
Wir    zeigen    nun:    Hat   /"==  0    keine    vielfachen    Wurzeln,    dann 

Netto    Algebra.   I,  16 
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bilden  die  bei  der  Aufsuchung  des  grössten  gemeinsamen 
Theilers  von  /"  und  f  erhaltenen  Functionen  des  Schemas 

f      -fih-    f„ 

fr-l=t'r(Jr 

eine  Sturm'sche  Reihe,  derart  dass  der  Verlust  an  Zeichen- 
wechseln beim  üebergange  von 

f'M,  f\h),  fÄ^r),  ■  ■  ■  /;(^,) 
/ko,  r(^.),  A(^.),  ■■■  Uh) 

die  genaue  Anzahl  der  zwischen  ^^  und  ^^2  (>  ■^i)  enthaltenen 
Wurzeln  von  /"=0  liefert.  Denn  ersteus  ist  /j.  eine  Constante, 
weil  /"  und  /"  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  wenn  f  =  0 
keine  vielfachen  Wurzeln  besitzt.  Ferner  können  /;.  und  f;.-\-i  nicht 
gleichzeitig  verschwinden,  weil  sonst  infolge  des  Schemas  auch 
/;._l_2,  ■  •  •  fr  Null  wären.  Drittens  liefert  fx{t)  =  0  die  Beziehung 
f\  —  i(^)  =  —  fx  +  i{i),  so  dass  die  benachbarten  Glieder  links  und 
rechts  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Viertens  geht  /'  ■  f  stets 
vom  Negativen  durch  Null  zum  Positiven,  wenn  das  Argument  eine 
Wurzel  von  /'==0  passirt. 

Zu  diesem  Theoreme  sind  noch  mehrere  Bemerkungen  zu  machen. 

I)  Jede  der  Functionen  /"^  kann  mit  einem  constauten,  positiven 
Factor  multiplicirt  oder  durch  einen  solchen  dividirt  werden;  denn  die 
Wirkung  des  Theorems  hängt  einzig  von  den  Vorzeichen  der  Func- 
tionen ab.  Man  kann  die  hierdurch  erlangte  Freiheit  dazu  benutzen, 
die  vorkommenden  Dividenden  mit  passenden  Constanten  zu  multipli- 
ciren,  um  in  den  Quotienten  und  in  den  Resten  Brüche  zu  vermeiden. 
Ebenso  kann  man  constante,  positive  Factoren  sämmtlicher  Coeffi- 
cienten  eines  /„  einfach  unterdrücken. 

n)  Der  Beweis  macht  keinen  Gebrauch  davon,  dass  /].  eine  Con- 
stante ist;  es  reicht  aus,  wenn  f,-  zwischen  den  Grenzen  Zi  und  r^  das 
Vorzeichen  nicht  ändert.  Bietet  daher  im  Intervalle  (^, ,  •  •  r.^)  schon 
ein  früheres  fx  keinen  Zeichenwechsel,  so  darf  man  mit  ihm  die 
Sturm'sche  Reihe  abbrechen. 

III)  Es  kann  vorkommen,  dass  für  einen  der  Grenzwerthe  Zi,  ^2 
eine  oder  mehrere  der  Functionen  zu  Null  werden.  Sind  dies  mittlere 
(Glieder,  dann  nimmt  man  zunächst  ^j  '^-  ö  statt  2i  und  z.,  -f  d  statt  z.,, 
wobei  d  hinreichend  klein  zu  wählen  ist.  Wir  sahen,  dass  für 
/„(5',)  =  0     sowohl     /„    ,(^:,  —  d),     fa(^\-'f>),     /«  +  !  (.:,  ~  ö)     wie 
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fa -i{2i  +  d),  fiAßi  +  ^),  /"a  +  iC^i  +  ^)  eiiien  Wechsel  bieten,  da  die 
äusseren  Glieder  ihn  bereits  liefern.  Dasselbe  findet  bei  fa—\{z^, 
fa-\-iiz^  statt;  mau  braucht  sonach  auf  das  Verschwinden  von  fa{^x) 
gar  keine  Rücksicht  beim  Zählen  der  W  zu  nehmen.  Gleiches  gilt 
von  der  oberen  Grenze  z^. 

Ist  das  verschwindende  Glied  das  erste,  f{z)  selbst,  dann  bieten 

/"(^j  —  d),  f"{z^  —  ö)  sowie  f{z^  —  d),  f  {z^  —  d)  einen  Wechsel, 
/■(^i  +  ^).  f\h  +  ^)      „      n^2  +  ^),  f'i^,  +  ^)  eine  Folge, 

wie  wir  bewiesen  haben.  Es  kommt  also  darauf  an,  ob  wir  die  Grenz- 
werthe  Zy,  z.,  als  Wurzeln  des  Intervalls  mitrechnen  wollen  oder  nicht; 
im  ersten  Falle  ist  bei  0j,  das  verschwindende  sgn/'(0,)  durch 
—  sgn/"(^'j),  und  bei  z.2  das  verschwindende  sgn /"(^^g)  durch  sgnf'iz.^ 
zu  ersetzen;  im  zweiten  Falle  muss  -{- sgnf  {z^  statt  sgn/'(0,)  =  O 
genommen  werden,  und  — Bgnf'{z.^  statt  sgn /"(^g)  =  0. 

IV)  Man  kann  das  Sturm' sehe  Theorem  in  gewisser  Weise  auch 
auf  Gleichungen  mit  mehrfachen  Wurzeln  ausdehnen.  Der  Verlust  au 
Wechseln  giebt  auch  dabei  die  Anzahl  der  zwischen  den  Grenzen 
vorhandenen  Wurzeln;  nur  wird  jede  vielfache  Wurzel  als  einfache 
gerechnet  werden.  Bei  dem  Schema  (4)  wird  nämlich  f,.  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  von  f  und  /'  und  damit  auch  von  f^,  /g,  ■  ■  • 
fr—i.  Bezeichnen  wir  f:f,.  =  (p^  f':f^.=  (p^^  fa'fr  =  (pu,  so  hat 
(p  =  0  dieselben  Wurzeln  wie  /'=  0,  nur  jede  in  der  Multiplici- 
tät  1,  und 

(p,  cpi,  cp.^,  9)3,  •  •  •  (pr  =  l 

geben  eine  zu  cp  gehörige  Sturm 'sehe  Reihe,  wie  sofort  zu  sehen  ist. 
Die  Zeichenabzählung  giebt  also  hier  das  genaue  Resultat.  Die  W 
und  die  F  ändern  sich  aber  ihrer  Zahl  nach  nicht,  wenn  jede  Function 
der  Reihe  mit  demselben  Factor  fr  multiplicirt  ist.  Damit  ist  die 
eben  ausgesprochene  Bemerkung  bewiesen. 

§  214.  Wir  wollen  den  Sturm 'sehen  Satz  auf  einige  Beispiele 
anwenden.     Es  sei 

dann  wird  die  Reihe  der  Functionen  (4)  durch 

16/-  =  {4z  +  l)f  -  3/:,;  f'  =  4z'  +  3z'  —  Gz—X-, 

81f  =  (3G^  +  19)  f,  -  160/;;        /,  =  9^^  +  2;?  +  21 ; 
G4/;  =  (72.  -  11) f,  -  1311  f,',      /;  =  8^  +  3;       1\  =  ^    1 

gegeben,  und  man  erhält  die  Tabelle 

16* 


244 


Neunzehnte  Vorlesung  §  214 — 216. 
sgn:  f      f      U       U      L 


z  =  —  oo 

+  -  +  --- 

Vir=:) 

.?=        0 

-  -  +  +  - 

^w=. 

5^  =  +   (X) 

+  +  +  +  - 

^w=x 

aus  der  zu  ersehen  ist,  dass  f=  0  eiue  positive,  eine  negative  und 
zwei  imaginäre  Wurzeln  besitzt.  Setzt  luan  der  Reihe  nach  z  =  —  3, 
—  2,  —  1,  0,  +  1,  +  2,  so  folgt  die  Tabelle 

sgn:         /■    /'    /.   /;    /:, 


z=-?> 

+     - 

+ 

_      — 

2^17=  3 

z  =  —  2 

—     — 

+ 

—     — 

^W=2 

z  =  —  \ 

-     + 

+ 

—     — 

^W^2 

z=       0 

—     — 

+ 

+      - 

2^Tr=2 

z=-\-  1 

—      0 

+ 

+      - 

2^]F=2 

^=  +  2 

+      + 

+ 

+      - 

^^Y^^ 

welche  uns  zeigt,  dass  die  negative  Wurzel  zwischen  —  3  und  —  2, 
die  positive  zwischen  +  1  und  -|-  2  liegt.     Da 

ist,  so  hätte  man  bei  f.^  die  Rechnung  abbrechen  können  (§  213,  II). 
Aus  der  Des cartes' sehen  Regel  würde  folgen,  dass  eine  positive  und 
höchstens  drei  negative  Wurzeln  vorhanden  sind.  Die  New  ton' sehe 
Regel  giebt  die  Existenz  von  höchstens  zwei  reellen  Wurzeln  an. 

§  215.  Wir  wollen  nun  mit  Hülfe  des  Sturm'schen  Satzes  all- 
gemein die  Realitätsfragen  der  Wurzeln  bei  den  Gleichungen  zweiten, 
dritten  und  vierten  Grades  behandeln.     Für 

/•=/2-j-  2a;s  +  h 
erhält  mau  die  Functionen  und  die  Zeicheutabelle: 
1 


f  =  z  -\-  a,     f.,  =  ar  —  h 


sgn: 


/■ 


r 


f. 


^ 

= 

— 

oo 

z 

= 

0 

r: 

— 

+ 

oo 

-f  —        sgu(a-— t) 

sgn  h     sgn  a    sgn  («^  —  h) 

+  +        sgn  («-—  h) 


2w 
2w 


=  1  + 


sgn  (a-  —  i)  +  1 


sgn  (a-  —  b)  —  1 
2 
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Die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  ist  mithin 
sgn  (g"—  &)jfl\  _|_  sgn  (g'  —  b) 
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(1  + 


-==!-{-  sgn  (a^  —  h) 


d.  h.  gleich  zwei,  wenn  (ar  —  ^)  >  0,  und  gleich  Null,  wenn  {a-  —  &)  <  0 
ist.     Man  erkennt  ferner,  dass  im  ersten  Falle  bei 

«  >  0     &  >  0  zwei  negative  Wurzeln 
a  <  0     &  >  0  zwei  positive  Wurzeln 


a<0     b<0] 


eine  positive  und  eine  negative  Wurzel 


a>0     b<0] 
auftreten. 

§  'im.     Weiter  sei 

Daim  ist  die  Funetionenreihe  (4) 

/s  =  2K'^  —  a.,)s-{-  (a^a,  -  a^), 
und  man  erhält  die  Tabelle 


w 


sgn: 


/■ 


r 


i\ 


«3^  =  D, 

h 


z  =  —  oo 

— 

+ 

—  sgn  {a^  —  ag) 

sgnD 

z=       0 
z  =  -\-  oo 

sgn  «3 
+ 

sgn  «2 
+ 

sgn(aia2  —  «3) 
sgn  (a,2  —  a^ 

sgn  D 
sgn  D 

Dies  giebt  für 

«/-«2>0-,i>>0 


^  =  —  C50 

-  +  -  + 

^  =  +  oo 

4-  +  +  + 

rti^-«2<0;i>>0 

z  =  —  00 

-  +  +  + 

^  =  -j-  00 

+  +  -  + 

ai2_(72>0-,Z)<0 


-  + 

+   +  +  - 
«,^-rt,<0;D<0 


^TF=2 


+ 


+  + 


Für  Z)  <  0  erhält  man  sonach  stets  nur  eine  reelle  Wurzel.  Für 
X)  >  0  und  a,^  —  «2  >  ^  sind  drei  reelle  Wurzeln  vorhanden.  Nach 
unserer  Theorie  ist  das  Eintreten  des  Falles  {a^ — a^)  <  ^j  J)  >  0 
unmöglich,    da    ja    sonst    beim    Uebergange    vom    kleineren    Werthe 
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^  =  —  oo  zum  grösseren  Werthe  z  =  -{-  oo  ein  W  gewonnen  werden 
würde.  Das  kann  man  auch  leicht  auf  directem  Wege  einsehen.  Es 
ist  nämlich 

(5)  Z)  =  4  (a,2  -  a,f  -  (2a,'  -  3«. a,  +  a,f, 

und  daraus  folgt,  dass  für  («/^  —  oj  <  0  der  Werth  von  D  nicht  po- 
sitiv sein  kann. 

Auch  über  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  geben  uns 

sgu  a-i,  sgn  «2,  sg»  (^'i«a  —  «») 
vermöge  der  obigen  Tabellen  Auskunft.  Ist  zuerst  D  <0,  dann  zeigt 
die  erste  Spalte  der  ersten  Tabelle,  dass  die  eine  vorhandene  Wurzel 
positiv.  Null  oder  negativ  wird,  jenachdem  sgn  «.,  negativ.  Null  oder 
positiv  ist.  Für  positive  1),  also  bei  drei  reellen  Wurzeln  sind  die 
aus  dem  Des cartes' sehen  Satze  abgeleiteten  Criterien  (§  197)  ein- 
facher als  die  hier  auftretenden;  dort  zeigt  sich,  dass  f(/)  =  0  so  viele 
positiven  Wurzeln  hat,  als 

1,  sgnrtj,  sgn  «2;  sgn  «3         {D>0) 
Wechsel  aufweist;  hier  tritt  an  die  Stelle  dieser  Reihe 

1,  sgn  {a^a^  —  ('s),  sgn  «2,  sgn  «3         (D  >  0). 

Für  sgn  ci„  =  —  1  ist  die  Uebereinstimmung  klar,  weil  dabei  die  drei 
ersten  Elemente  stets  ein  W  und  ein  F  liefern;  für  sgn  «.,  =  -|-  1 
ergiebt  sie  sich  aus  der  Annahme 

(6)  D  =  —  4«.,  (a/  — «0^  -  («i«2  — «3)^  +  4ai(«:«2  — ^3)(«i"  — «2)>  <^; 
denn  die  beiden  ersten  Glieder  rechts  sind  negativ,  und  das  dritte 
Glied  hat  (vgl.  (5))  das  Vorzeichen  von  «,  («i«2  ~  '''3)5  somit  folgt 
bei  D  >  0,  dass  sgn  «^  =  sgn  {a^a.,  —  «g)  wird.  — 

Gleiche  Wurzeln  kann  /"=0  nur  besitzen,  wenn  /  und  /*'  einen 
«•emeinsamen  Theiler  haben  und  also  D  verschwindet.  Dann  fällt  in 
den  obigen  Tabellen  die  letzte  Spalte  fort,  und  aus  (5)  erkennt  man, 
dass  {a,^  —  «2)  nicht  negativ  sein  kann.  Ist  {ci,^  —  «,)  =  0,  dann 
folgt  aus  (5),  dass  «1^  =  ^3  wird,  und  dann  haben  wir  drei  gleiche 
Wurzeln.  Ist  (a,^  —  %)  >  ^j  so  giebt  es  eine  einfache  und  eine 
Doppelwurzel.  In  diesem  Falle  ist  wegen  (6)  wieder  sgn  {n,a.,  —  a^ 
=  sgn  fli  und  die  Reihe 

sgn  «3,  sgna^,  sgn  «i 
giebt  über  die  Vertheilung  der  Wurzeln  Aufschluss, 

§  217.  Endlich  behandeln  wir  auch  noch  die  Gleichung  vierten 
Grades  in  der  durch  Fortschaftimg  des   Gliedes   mit  ~'   vereinfachten 

Form 

f  =  z'^  -\-  iiu.^z^  +  4a3^  +  304. 
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Es  wird  hierbei 


fi=    —    (3  «2^   —    «2  ^'4   +   ^3^)^   —    («2^ö'3    +   «3^^4)7 

t\  =  0fl2^^4  ~  ^a^,^«.,^  —  öffg^«!^  +  6a2<»3^«4  —  «3*  +  «/ 

=  (^'4  +  «.')'  -  (3a2«4  -  %'  -  «2')'  =  i'  -  J^ 
wobei  in  der  letzten  Gleichung  zur  Abkürzung 


7  =  «4  4-  ^2^;    "^^^^  S^a«!  —  0^3^  —  «; 


gesetzt  ist.     Die  Tabelle  nimmt  die  Form  an 


—  00 


_[_      __._     _  sgn  rt.    +  sgn  (on-o^^  -  «2  «4  +  «3")     sgn  {P  —  J^) 
+     +      —sgn  «2    —  sgn  (3  a.,^  — «2  «4  +  ^1^3^)     sgn(P  — J^^ 


Man  erkennt  sofort,  dass,  wenn  I^  —  J^  negativ  ist,  zwei  reelle  und 
zwei  complexe  Wurzeln  vorkommen,  wie  auch  immer  die  übrigen 
Zeichen  vertheilt  sind.     Nur  ist  hier  zu  beachten,  dass  der  Fall 

(7)  «2  >  Ö,    3^2^  —  «2^4  +   «3^  <  0,     1'^—  J^  <  0 

nicht  eintreten  kann,  da  er  eine  Zunahme  der  •  W  bei  steigendem 
Argumente  bedingen  würde.  Das  lässt  sich  leicht,  auch  unabhängig 
von  der  behandelten  Theorie  einsehen.  Denn  zunächst  folgt  sofort 
aus  den  ersten  beiden  Ungleichungen  in  (7),  dass  a^  >  0  ist,  und 
daraus,  wegen 

dass  bei  /"j  <  0  die  Klammer  des  letzten  Gliedes  negativ  sein  muss. 
Das  widerspricht  aber  den  Festsetzungen  in  (7). 

Ist  (/^  —  J^)  positiv,  dann  giebt  es  nur  in  dem  Falle 

(8)  sgn  «2  =  —  1 ,    sgn  (3^2^  —  a>a^-\-  o^)  =  —  1 

vier  reelle,  sonst  aber  vier  complexe  Wurzeln.  Schon  bei  den  Gleichungen 
dritten  Grades  machten  wir  darauf  aufmerksam,  dass  die  Sturm'sche 
Methode  zwar  stets  die  charakteristischen  Bedingungen  giebt,  diese 
aber  durchaus  nicht  immer  in  der  einfachsten  Form  liefert.  So  ist 
es  auch  hier:  man  kann  die  obigen  Bedingungen  durch  die  einfacheren 
(8^J  sgn  «2  =  -  1 ,  sgn  (Sa^^  -  a,)  =^  +  l  {P  -  J'>  0) 
ersetzen.     Dass  (S'^)  aus  (8)  folgt,  ist  gemäss 

3 «2^  —  ih^i  +  (f^^  <  0     d.  h.     fk>  (3 «2^  —  «4)  <  —  «3^ 
ohne  Weiteres   einzusehen.     Dass   aber  auch  umgekehrt  (8)   aus   (8*) 
geschlossen  werden  kann,  lässt  sich  folgendermassen  zeigen. 
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Wir  setzen  der  Abkürzung  halber  die  Bezeichnung 
V  =  a.,  {ri^  —  3f/.r)  —  «.,- 
in  den  Ausdruck  für  f\  ein;  dabei  entsteht 

und  wir  haben  nachzuweisen,  dass  bei  negativem  a,^,  negativer  linken 
►Seite  und  positivem  ('^fly" — ^4)  der  Werth  von  v  positiv  sein  muss. 
Die  Sturm' sehe  Zeicheureihe  der  Gleichung  dritten  Grades 

(p  =  v'^  3(^3^'  +  a/)  v'  +  3^3'^  («3^  +  4«,-0  V  +  a^  {n^'  +  Aa^J  =  0 
ergiebt,  für  unsere  Zwecke  in  Tabellenform  geschrieben, 

sgn:  <3D  (p,  cp,  tp^ 


—  00 

— 

+ 

+ 

-  sgu(«a'+-lrt/') 

0 

+ 

sgii  («3'+  -l^a') 

Sgll(«3'+-^<') 

-   Sgu(a3-+4«2=^) 

+  ^ 

+ 

+ 

+ 

-  Sgn  («3-+  4«2'0 

Aus  ihr  geht  hervor,  dass  bei  beliebigem  positiven  oder  negativen 
Werthe  von  sgn  («3- +  4«./)  die  Gleichung  95  =  0  stets  eine  und  nur 
eine  negative  Wurzel  hat.  Diese  ist  kleiner  als  —  «73-,  denn  für 
ü  =  —  «3^  erhält  mau  schon,  wie  auch  für  y  =  0,  etwas  Positives, 
nämlich 

<P  («3')  =  —  a-i^  +  1^«3'«/         («2  <  0). 
Es  kann  also  für  negative  v  die  Function  qp  =  a.^^f\  zwar  auch  negativ 
werden,  aber  dabei  ist 

v<-  a^\  —  a,  {ßa.^  —  aj  -  a,'  <  —  «3^, 

«2  (3  «2^  —  «4)  >  0,  3  «3^  —  «4  <  0 

und  diese   letzte  Ungleichung  widerspricht  der  zweiten  Voraussetzung 

in  (8^).     Soll  dies  vermieden  werden,  dann  muss  man  bei  negativem  cp 

v  =  «2  («4  —  3^2'')  —  a./  >  0 

3 «2^  —  «2  «4  +  ^3'  <  Ö 
wählen,  was  mit  (7)  übereinstimmt. 

§  218.     Von   diesen  Beispielen  gehen  wir  wieder  zu  allgemeinen 
Betrachtungen  über. 

Tu  der  sechsten  Vorlesung  hatten  Avir  bei  der  Theorie  des  grössten 
gemeinsamen  Theilers  das  Schema  aufgestellt 

/  =  /If/i  —  f->,  [/■]  =^h    ■■•    [/i]  =n  ~  u;,  ■  ■  • 

■     ■     ■     '     ■     •  (0  ^  «,  <  «2  <  •  •  •  <  K') 

/r—'i=fr—l9r--l  — //■, 
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Daraus  fanden  wir  (§  62,  §  64) 

(10)  ipx^i  =  ^i}}.gx+i  —  ^x-i,       fp?.+i  =  (p).g?.+i  —  <px-i- 

Hier,  bei  der  Aufstellung  der  Sturm'schen  Reihen,  köinien  wir  /"  von 
vielfachen  Factoren  befreit  und  ohne  gemeinsamen  Theiler  mit  / '  =  f\ 
denken.     Dann  wird  w,.  =  n  und  fr  eine  Constante. 

Durch  tpx  —  i  ist  qp;._i  und  /;.  auf  rationalem  Wege  eindeutig  be- 
stimmt; denn  cpx—i  ist  der  Quotient  und  fx  der  Rest  bei  der  Division 
von  fi^l^x—i  durch  f.  Nach  §  74  haben  f\  und  tx—i  keinen  gemein- 
samen Theiler;  folglich  haben  auch  /'  und  ijjx—i  keinen  solchen. 

Wenn  nun,  in  seine  n  linearen  Factoren  aufgelöst, 

(11)  f{^  =  (^  _  a)  (^  _?,)...(,  _  ,^)  (^  _  t) 
ist,  und  man  setzt  in  den  aus  (9)  folgenden  Bruch 

für  2  sämmtliche  u  Werthe  a,  ^,  ■  •  •  <1,  t  ein,  die  der  Annahme  nach 
von  einander  und  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  ^x—i  =  0  ver- 
schieden sind,  dann  entsteht  die  Gleichungsreihe 

Bestimmen  wir  daher  durch  die  Cauchy'sche  Interpolationsformel 
(§  42)  einen  Bruch 

^l^^^{z) '■>         \jPx-i\  =  ux-i,  \x{z)']  =  n-l  —  'nx-i, 

der  den  n  Bedingungen 

genügt,  so  erkennen  wir  aus  (13),  dass  es  einen  solchen  Bruch  wirk- 
lich giebt,  und  da  der  Nenner  durch  die  Cauchy'sche  Formel  ein- 
deutig bestimmt  ist,  und  ^a  — i  i^it  /}.  keinen  gemeinsamen  Theiler 
besitzt,  dass  sich  der  Grad  des  Zählers  %{z)  auf 

n  —  nx  =  {n  —  1  -—  w;._i)  —  {{ux  —  nx-i)  —  1) 

d.  h.  um  («;.  —  iix  —  i)  —  1  Einheiten  der  Forderung  gegenüber  reducirt. 
Wir  wenden  nun  die  Formel  wirklich  an.     Es  stehe  in  der  Reihe 
(14)  rt,  h,  '■■  c,  g,  h,  i,j,  ■■■  Je,  l,---  p,  q,  t 

die  Wurzel  h  an  der  (»;._i  +  1)**^"  ►Stelle;  dann  wird,  von  einem  con- 
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stanten    Factor    abgesehen,     x(/)=l\{ß)    gleich    der     symmetrischen 
Function 

(15)  sfM)m  -m  t(„  _ ,,  .'^- 1'  ,),".7[(t  Üt;  ." .  („  _  „y 

und  in  gleicher  Weise  ist,  von  demselben  constanten  Factor  abgesehen, 
tx—i  gleich  der  Function 

{a  —  z){b  —  z)  ■'•  (g  —  z) 


(15»)    Sf,ia)f,ib)..-n{g)^^^^—j^y 


(a  _  OJ  •  •  •  [{g  -h)---(g-  t)] 


§  219.  Macht  man,  wie  es  oben  geschehen  ist,  die  Voraus- 
setzung /i  = /",  dann  vereinfachen  sich  die  Ausdrücke  (15),  (15*)  noch 
wesentlich.     Man  hat  nämlich 

/•'(«)  =  a«  -&).••(«-  h)]  .  [(a  -  0  .. .  (a  -  Ol, 
f'ib)  =  [(b  -  flV  . .  (b  -  h)]  .  [{b  -  0  ••■{b~  t)] , 

f\h)  =  [{h  -«)...  {h  -  //)]  .  \{h  -  0  •  •  •  (A  -  Ol , 
und  daher  folgt,  was  in  (15)  und  (15»)  einzutragen  ist, 

/■'  («)/■'  ip).-.  r  {h)  =  (-  IV  [(a  -  bf  (a-cy^--(g-  h?]  ■ 

•[{a  -  {)  ■■•  {a  -  t)-\--.[{h  -  i)  -..Qi  -  t)\, 
r{a)f'{b)  . . .  r(g)  =  C-  1)"  [(«  -  bf  (a  -  c)'  ■  ■  ■  (e  -  gf]  • 

-Ka-h).--(a-t)]-..[ig-h)---{g-m, 

T  =  -  W;._i  (m;._i  -|-  1),     Ö  =  .^  n;.-i  (w;._i  —  l). 

Berücksichtigt    man    das   Vorzeichen   des   Zählers   in  (15*),   dann   ent- 
stehen,  wenn   man   den  noch  unbekannten  constanten   Factor    mit   — 
.  .  .  ™; 

bezeichnet,  die  vereinfachten  Darstellungen 

/\(z)  ='^   S  \{a  -  l^  . .  ■  {g  -  m  {z-i).-.{z-  0, 
(16) 

^,_i(^ i  ^  l   S  [(«  -  bf  . .  •  (c  -  gf]  (^  -  a)  . . .  (r  -  A). 

Es  wurde  schon  vorher  erwähnt,  dass  f\  sich  auf  den  Grad  («  —  n^) 
reducirt,  so  dass  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  in  (16) 
die  ersten  («^  —  «;.  — i)  —  1  Coefficienten  bei  der  Entwickelung  nach 
fallenden  Potenzen  von  z  verschwinden. 

Zu  der  Berechnung  von  o;.  benutzen  wir  den  Satz  aus  §  66, 
demzufolge  der  höchste  Coefficient  in  allen  /;.  •  fii  gleich  1  zu  setzen 
ist.  Wenn  in  der  Reihe  (14)  die  Wurzel  /  an  der  j/;*""  Stelle  steht, 
dann  ist  der  Coefficient  von  z"~"^-   für 
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^a-hf---{g-hy{z-i)...{z-t) 
gleich 

(a  —  &)2 . . .  (^  _  h^S'ii  -j-'-lc- 1)  ■  (—  \)n~n-i-\ 

wobei  S'  sich  auf  alle  Permutationen  der  Wurzeln  ^,  j,  ■•■  q,  t 
bezieht;  und  daher  ist  in  fi  ^^^  höchste  Coefficient,  nämlich  auch 
der  Coefficient  von  5"""^   gleich 

J-  (-  i)n-n,^.-^s[{a  -hy.-.{fj-  hy .  {i  .j-.-jc  i)], 

(^  Jj  ■  ■  ■  ^''j  ^  s^°^^  ("/i  —  »;.  — 1  —  1)  Wurzeln). 
Bezeichnen  wir  also 

px-i  =  S[{a  —  hf---{e—  gf] ;     (a,  •••  g  sind  n^-i  Wurzeln), 
q,=^{-lY^--''^-^-'S[ia-by...ig-hy-(i-j-k.I)]', 
{a,  •••  h  sind  («a— i  +1)  Wurzeln;  a,  •••  l  sind  nx  Wurzeln), 

dann  werden  die  Entwickelungen  von  /;.,  t/v.— i  und  «/>;.  beginnen: 

und  der  höchste  Coefficient  von  /";.  (^)  j^';.  (^)  ergiebt  nach  §  66  die 
Gleichungen 

^  ^  cTeo 5    coxcox+i  =  ih qx • 

Der  Ausdruck  (16)  liefert  für  fj^(z)  =  f'{z)  den  Werth  «1  =  1.  Dem- 
nach wird  schliesslich  die  Reihe  der  Factoren  w;. 

^  ==  (Pt^tliiha,)      ^  ^  {Pi  gl)  (Ps  gs)  (i^5  gö) 

^  iPiQi)  (Psis)  '         ^  {Pi^i)  iVili)        ' 

Man  erkennt  leicht,  dass  p^  =^  n,  q^  =  n,  und  also 

co.^  =  n^ 
wird. 

§   220.     In   dem   sogenannten   regulären  Falle,   in   welchem  jede 
Differenz 

rix—  nx-i  =  1,. 

d.  h.  jedes  gx  vom  ersten  Grade  wird,  verschwinden  in  (17)  bei  qx  die 
Factoren 

(— l)''A-»^-i-i     und     {i-j---k-l) 

und  man  erhält  j);.  =  qx.     Dadurch  ergeben  sich  die  Formeln 
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(19) 
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r^S{z-h){z-c).--{z-t), 
f.  =  l^S{a-hY{z-c).-.{z-t), 

f.  -  1  S(a  -  hy  (a  -  cf  {b  -  ,f  {z  -  d) 


(^-0, 


(20) 


a 


/;  =  l  {a - by (a - cf  -..(a- t.y (b-cf  ...{q- ty, 

n 


(21)       ,.,  =  »,  p,  =  S{a-hf,  p,==  S{a-h)'-{a~cY{b-cY,  ■■■; 

sie  stammen  von  Sylvester,  der  sie  im  Jahre  1839  im  „Philosophical 
Magazine"  veröffentlichte;  Sturm  gab  den  ersten  Beweis  im  Jahre  1842 
im  7'*""  Bande  des  „Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquees"  *). 

§  221.  Die  Functionen  p  sind  symmetrische,  ganze  Functionen 
der  Wurzeln  von  f{z)  =  0  und  folglich  durch  die  Coefficienten  von 
/'  als  rationale,  ganze  Functionen  darstellbar.  Wir  wollen  die  Ausdrücke 
der  p  durch  die  Potenzsummen  Sq  =  n,  s^^  =  '^(''i),  s.,  =  S{zi-),  •  ■  ■ 
ableiten. 

Zunächst  seht  nach  bekannten  Formeln  sofort 


in  die  Function  der  Wurzeln 


by.-.{g-hy] 


p,  =  S  I  a 


1 

1 

...  1 

a 

b 

■■-  h 

a' 

b-' 

■■■  h' 

a'—^  U-' 


y-' 


(die  Zahl  der  Wurzeln  a,b,  •■■  h  ist  A) 


über.     Derselbe  Ausdruck   entsteht  bei  der  Composition   der  Determi- 
nanten des  defectiven  Systems 

1         1        • .  •  1         l  \     l   a  d^  ■ 

a         b        '  ••   q         t  ^      \    b  Ir  ■ 


x  —  i 


«2        b'       ■■■   q'        f' 


^i-i  i>.-. 


-.X  —  l     //.  — 1 


1    q  q' 
1     t    f' 


^x-i 


und  somit  ist  j);.  in  der  Form  einer  Determinante 


*)    Vgl.    auch:    h^ylvester,    On    a   theory    of    the    syzygetic    relations    etc. 
Philosophical  Transactions  ol"  the  Royal  Society  of  London.    (1853),  V,  S.  143. 
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(22) 


i'A 


s?.. 
sx 


I  sx-1  Sx  ■■•  S2X-2 
darstellbar.  Es  bleibt  uocli  übrig,  diese  Determinanten  (22)  mit  den 
Elementen  s  in  solcbe  mit  den  Elementen  c,  welche  die  Coeffieienten 
der  Gleichung 

z""  —  Ci^"-^  +  c^j"-- 4-  c„  =  0 

bilden,  umzuwandeln.  Die  Methode  hierzu  haben  wir  bereits  in 
§  121  so  ausführlich  dargelegt,  dass  es  genügt,  das  Resultat  anzu- 
geben.    Es  entsteht  dabei  (vgl.  §  141  und  §  161) 

l)      2         1         c,  c, 

Ol  c. 


Pii 


(- 


(22^) 


(A— 1  Zeilen) 


(A  Zeilen). 


§  222.  Sind  die  Coeffieienten  der  Gleichung  /'=  0  reell,  dann 
werden  die  p  rationale  Grössen,  und  gemäss  (20)  die  a  stets  positiv. 
Bei  der  Anwendung  des  Sturm'schen  Satzes  auf  die  Reihe  (19)  kann 
man  daher  alle  Coeffieienten  co  unterdrücken. 

Handelt  es  sich  um  die  Frage,  wieviel  reelle  Wurzeln  eine  Gleichung 
besitzt,  dann  sind  die  Grenzen  z^  und  z.,  gleich  —  00  und  -[-  00  zu 
nehmen,  so  dass  für  die  Feststellung  der  Vorzeichen  nur  die  höchsten 
Coeffieienten  der  Functionen  /'  in  Frage  kommen.  Diese  bilden,  wie 
aus  (19)  nach  Unterdrückung  der  o  sich  ergiebt,  die  Reihe 

1>  Ih,  Ih,  Ih,  '  ■  ■  Pn, 
und   somit  hängt   die  Entscheidung   von   den  Vorzeichen   der   Reihen 

(I)       (-  \y,  p,i-  i)«-s  p,{-  ly-^,  p,{- 1)— ^  . . .  p,r, 

(11)  1,  Pi,  P,,  i>3;  •■■Pn 

ab.  Jedem  Wechsel  in  (11)  entspricht  eine  Folge  in  (I),  jeder  Folge 
in  (11)  ein  Wechsel  in  (I).  Bezeichnen  wir  mit  ^_  W  und  "^  F 
die  Anzahlen  der  Wechsel  und  der  Folgen  in  (II j,  so  dass 


2 


ist,  dann  giebt    ^  F  die  Anzahl  der  Wechsel  in  (I)  au,  und 


2'^-^>v= 
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deu  Verlust  der  Wechsel  beim  Uebergange  von  z=  —  oo  zu  r  =  +  oo, 
d.  h.  die  Gesainratzahl  der  reellen  Wurzeln.  Durch  Subtraction  der 
letzten  von  der  vorletzten  Gleichung  ergiebt  sich 


"i^W^n-Q 


als  Anzahl  der  complexen  Wurzeln,  d.  h.:  Die  Anzahl  der  Paare 
conjugirt  complexer  Wurzeln  von  ({£)  =  0  ist  im  regulären 
Falle  ufleich  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in 

1>  1\,  Ih,  •  ■  •  P'.y  •  •  •  P>'> 
w  o  b  e  i 

p,  =  S[{0,  -  zj-  :■  (^,_x  -  r,)^]  =  :  .•„  +  .  (^i,  V  =  0,  1,  -  A  -  1) 

bedeutet*).  f{~)  =  ^^  liat  dann  und  nur  dann  lauter  reelle 
Wurzeln,    wenn    die    Reihe   der  p    lediglich    positive    Glieder 

besitzt.      Mehr   als     ,  «  Zeichenvvechsel   können   in  der  Reihe 

der  p  nicht  auftreten.  Die  Formel  C22^)  giebt  die  Dar- 
stellung der  p^  als  explicite  Functionen  der  ('oefficienten 
der  Gleichung  f(s)  =  0. 

§  22S.  Wir  wollen  den  Sturm'schen  Satz  noch  durch  andere 
Betrachtungen  herleiten,  welche  geeignet  sind,  über  seine  Natur  tiefer- 
gehende Aufklärungen  zu  geben**). 

Wenn  der  Bruch  f^  {z)  :  f{z)  bei  stetig  wachsendem  z  mit  Zeichen- 
änderung durch  oo  geht,  so  kann  dieser  Wechsel  vom  Negativen  zum 
Positiven  oder  im  umgekehrten  Sinne  stattfinden.  Wir  geben  durch 
die  ganze,  positive  Zahl  l  an,  wie  oft  das  Erste  auf  der  Strecke 
(^r,,  •••  z.^  stattfindet,  und  durch  die  ganze,  positive  Zahl  V,  wie  oft 
auf  der  gleichen  Strecke  das  Zweite  eintritt;  die  Differenz 

E=l  —  l' 

nennen  wir  den  zu  /",  :  f  gehörigen  Excess  für  {z^,  ■■•  z.?).  Der 
Einfachheit  halber  wollen  wir  dabei  voraussetzen,  dass  /'  \nul  f^  nicht 
an  denselben  Punkten  des  Intervalls  verschwinden. 

Es  ist  klar,  dass  der  Excess  von  c/i  {z) :  f{z)  sich  von  dem  Excesse 
des  Bruches  fi{z):f{z)  nur  durch  den  Factor  sgn  c  unterscheidet,  so 
dass  insbesondere  der  Excess  von  ( — di/))  '-fiß)  gleich  dem  negativen 
Werthe  desjenigen  von  fi(ß):fiz)  wird. 


*)  Vgl.  Sylvester,  1.  c;  Borchardt,  Werke  S.  17— viO;  Cayley,  .T.  d.  M. 
p.  e.  a.  184Ü;  Bd.   11;  S.  297. 

**)  Moigno,  Note  bur  la  determinatiou  etc.     Jouni.  d.  M.  p.  o.  a.  5.  S.  75 ff. 
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Wir  wollen  die  Beziehungen  zwischen  den  Excessen 

E  von  ^'],  und  E'  von  ^         (^,,  •  •  •  z.) 
f{z)  '  /,  (2)  ^  "  -^ 

untersuchen.  Wechselt  /"j  : /"  innerhalb  (,?,  •••^2)  ^^i^  Zeichen,  so  ver- 
schwindet dabei  entweder  f^  oder  f,  d.  h.  entweder  E  oder  iJ'  markirt 
eine  positive  oder  negative  Einheit.  E  +  E'  giebt  daher  an,  wie- 
viel Male  häufiger  /",  :  f  auf  der  Strecke  (^'j  ■  •  •  ^.,)  bei  einer  Zeichen- 
änderung vom  Negativen  ins  Positive,  als  vom  Positiven  ins  Negative 
übertritt. 

Haben  die  beiden  Grenzwerthe  des  betrachteten  Bruches,  nämlich 

-77-^,   ^r~r  dasselbe  Zeichen,  so  ist  dieser  eben  erwähnte  Ueberschuss 

gleich  Null;  ist  der  erste  der  Brüche  negativ  und  der  zweite  positiv, 
so  wird  der  Ueberschuss  =  -[-  1 ;  ist  dagegen  der  erste  positiv  und 
der  zweite  negativ,  so  wird  der  Ueberschuss  =  —  1.  Mau  hat  daher 
die  Formel 

(23)  E-{-E'=E 

Is  =  0,      wenn      sgn  §/^^  •  ^"^  =  1 ; 

£  =  +  1,   wenn  sgn  ^^  =  -  1,    «gn  ^  =  +  1; 

£  =  -  1,   wenn  sgn  ^^1"^  ==  -f  1,    sgn  ^  =  -  l)  • 

§  224.  Nun  nehmen  wir  an,  dass  f\  von  geringerem  Grade  sei, 
als  f  und  bilden  wie  gewöhnlich,  nach  dem  Algorithmus  des  grÖssten 
gemeinsamen  Theilers, 

(24)  f=f,g,-Ü,      h=f.9,-f„     ■••     fr-X-^frg,', 

ferner  bezeichnen  wir  die  Excesse  der  einzelnen  Brüche 

fM        fM       IM  /'r(^)  ....        ,  .. 

m' fA^v  UA^y  '"  f,_A^)      i^^^M'^i  •••^2;j 

der  Reihe  nach  mit 

-^J     ^\^     -^2;      •  •  •     ^r-l, 

die  zur  Reihe  der  reciproken  Brüche  gehörigen  Excesse  mit 

E',  Ei,  e;,  ...  Er^„ 

und  die  gemäss  (23)  definirten,  zu  dem  Zähler  und  Neuner  der  Brüche 
gehörigen  e  mit 

Aus  der  Gleichung 

flL  /a  +  2 


fi.+  l 


=  fM+i  — 


n+i 
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f. 
ersieht   man,   dass  jE";',  d.  b.  der  Exeess  von       '^    ,  gleich   dem   nega- 


tiven   Excesse   von  also  = — E;.j[.\  ist. 

Daraus  ergiebt  sich  dann 


//.+ 


-E";.  =  —  -E'i  4-  f;.  =  £;.  +  J?;i+i, 
und  wenn  man  diese  Gleichungen  für  A  ^^  0,  1,  •  •  •  >  —  2  summirt, 

-E  =  6   +   £,    +fj   +   ---   +   «r-2  +  -^;— 1. 

Weiter  folgt  aus  T^r—i  +  i'-r—x  =  fr— i,  da  £'r_i  sieh  auf  die  ganze 
Function    '^~    bezieht  und  deshalb  den  Werth  0  hat.  dass  7v— i  =  fr— i 

'  r 

wird;  und  so  erlangt  man  die  Formel 

j;  =  £   +   fl   +   £.^  -I +   f,._2  +  £,■-!• 

Wenn  nun  bei  den  beiden  Ausdrücken 

sgn/i_i(5;,),    sgnf;.{z^) 
und 

sgn/;._i(£2),    sgn/H^a) 

gleichzeitig  eine  Folge  oder  gleichzeitig  ein  Wechsel  eintritt,  so  ist 
nach  der  Formel  (23)  £;._i  =  0;  wird  in  der  zweiten  Zeile  gegen  die 
erste  ein  Wechsel  gewonnen  oder  verloren,  so  ist  sx  —  i  =  —  1  oder 
=  -j-  1-  Daher  ist  E  gleich  dem  Ueberschusse  der  Zeichen- 
wechsel in  der  Reihe 

gegen  die  in  der  Reihe 

Sgn  f(22),      SgU  /",  (^2)?      •  •  •      Sg»  fr{^',), 

d.  h.  es  ist  der  Exeess 

Benutzt  man  jetzt  den  früher  bewiesenen  Satz,  dass  f :  /"  beim 
Passiren  einer  Wurzel  der  Gleichung  /"  =  0  von  beliebiger  Multiplicität 
stets  vom  Negativen  ins  Positive  übertritt  und  setzt  man  voraus,  dass 
f  und  /"  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  so  fallt  bei  der  An- 
nahme fi  =  f  die  Zahl  /'  in  E  =  {l  —  V)  ganz  fort,  und  /  wird  die 
Anzahl  der  zwischen  z^  und  z.,  liegenden  Wurzeln  von  f  =  0,  d.  h. 
wir  gelangen  wieder  zu  der,  den  Sturm' sehen  Satz  darstellenden 
Formel 

(26'')  z{z, , ..,)  =^  I r(.,)  -^  wiz,y 
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§  225.  Der  liier  benutzte  Begriff  des  Excesses  wurde  bereits 
im  §  31  eingeführt  und  verwerthet.  Wir  fanden  (§  32)  den  Cauchy'- 
schen  Satz:  Durchläuft  s  eine  einfache  geschlossene  Curve  C, 
auf  welcher  kein  Wurzelpuukt  von  f  (z)  =  n  {x ,  y) -{- iv  {x ,  ij) 
liegt,   derart,   dass   das  Innere   stets   zur   Linken    bleibt,   und 

geht  dabei  der  Quotient   —  bei  einem  vollständigen  Umlaufe 

m'  mal  vom  Positiven  durch  oo  zum  Negativen  und  m  mal 
vom  Negativen  durch  oo  zum  Positiven  über,  dann  giebt  die 
Differenz  (w'  —  m)  die  doppelte  Anzahl  der  innerhalb  C  ge- 
legenen Wurzeln,  jede  in  ihrer  gehörigen  Multiplicität  ge- 
zählt. (Die  Richtigkeit  der  leichten  Umformung  dieses  Satzes  gegen 
den  in  §  32  ausgesprochenen  ist  sofort  einzusehen.) 

Man  wird  nun  infolge  der  übereinstimmenden  Benutzung  des 
Excesses  in  beiden  Fällen  zu  der  Vermuthung  getrieben,  der  Sturm'- 
sche  Satz  lasse  sich  durch  Vermittelung  von  (2G^)  als  Corollar  des 
C au chy 'sehen  Theorems  auffassen.  Dies  ist,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen, 
auch  wirklich  der  Fall.  Die  Gleichung  f{z)  =  0  soll  hierbei  keine 
vielfachen  Wurzeln  besitzen. 


r 


( .v„-l^  >        Ip*"  (^-^i 


Wir  wählen  die  Curve  C  als  Rechteck  mit  den  Ecken  {x^ ,  —  ö), 
{x.^,  — d),  {x^,  -{-8),  (:ri,  +  ö),  wobei  8  positiv  und  beliebig  klein, 
jedenfalls  so  klein  angenommen  wird,  dass  innerhalb  des  Rechtecks 
nur  reelle  Wurzeln  von  f=  0  liegen.  Ferner  soll  weder  x^  noch  x.^ 
ein  Wurzelpunkt  von  f  ^  0  sein.  Wollen  wir  auf  dieses  C  den 
Cau  chy 'sehen  Satz  anwenden,  so  ist 

f{x+iy)  =  u-^iv={f(x)-ly'f''{x)+--)  +  ty{f'{x)-lfrix)-i--) 

zu  setzen.  Tragen  wir  hier  y  =  d  ein  und  ziehen  nur  Werthe  von 
d  in  Betracht,  die  hinlänglich  klein  sind,  dann  kann  man  bei  der 
Feststellung  der  Differenz  (tn'  —  m)  statt  des  Bruches 

(27)  ^4^)     den  Bruch     %^ 

einsetzen.  Denn  zuerst  stimmen  überall  da,  wo  weder  f  noch  f  ver- 
schwindet, die  Zeichen  beider  Brüche  übereiu.  Verschwindet  ferner 
f'{x)  in  ic^,  dann  können  wir  eine  hinlänglich  kleine  Strecke 
{Xa  •  ■■  x^  •  ■  •  Xy)  festlegen,  innerhalb  deren  f(x)   nicht  Null  wird,   und 
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iii  deren  Eudpuukten  beide  Brüche  (27)  jedesmal  iu  den  Zeichen 
übereinstimmen.  Ein  Beitrag  zu  (m'  —  m)  wird  weder  vom  einen 
noch  vom  andern  Bruche  gehefert,  und  deshalb  ist  eine  solche  Strecke 
eintlusslos.  Wenn  endlich  f{x)  in  a;^  verschwindet,  dann  können  wir 
eine  hinlänglich  kleine  Strecke  {xa  •  •  •  x^^  •-•  x^)  festlegen,  innerhalb 
deren  f"{x)  nicht  Null  wird,  und  in  deren  Endpunkten  beide  Brüche 
(27)  jedesmal  in  den  Zeichen  übereinstimmen.  Der  zweite  Bruch 
ändert  dabei,  den  Werth  oo  passirend,  sein  Vorzeichen  einmal  und 
liefert  deshalb  eine  positive  oder  eine  negative  Einheit  als  Beitrag  zu 
dem  Werthe  (ni'  —  m).  Der  erste  Bruch  könnte  auf  der  gleichen 
Strecke,  den  Werth  oo  passirend,  zwar  mehrfach  sein  Vorzeichen 
ändern  und  somit  mehrere  Einheiten  als  Beitrag  zu  (jn'  —  m)  liefern; 
da  aber  die  Zeichen  der  Brüche  (27)  an  den  Intervallgrenzeu  jedesmal 
übereinstimmen,  so  stimmt  die  Summe  dieser  Einheiten  mit  der  vom 
zweiten  der  Brüche  gelieferten  überein,  und  beide  geben  deshalb  auch 
hier  denselben  Beitrag  zu  dem  Gesammtwerthe  von  (in'  —  tn). 

Nach   dem   C auch y' sehen   Theoreme   sind  jetzt  also   die  Werthe 
von     j.  \     auf  den  vier  geradlinigen  Strecken 

[(x„  -  d)  . . .  {x,,  -  d)l     [{x,,  -  d) . .  •  {x,,  +d)\, 
[{x„  +  d) .  •  •  {x„  H-  d)],    [ix, ,  +  ^)  •  ■  ■  (-^'o  -  ö)] 


zu  verfolgen.  Für  beide  rechts  stehenden  Strecken  erhalten  wir  bei 
constantem  x  und  veränderlichem  Ö  den  Beitrag  Null  zu  (m' — m),  da 
f{x)  in  einer  beliebig  kleinen  aber  endlichen  Umgebung  von  (Xj,  0) 
und  {x2,  0)  nicht  verschwindet.  Wir  wollen  nun  einen  Punkt  x^  be- 
trachten, für  den  f  {x^i)  ==  0  wird,  etwa  derart,  dass  f{x)  bei  wach- 
senden X  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht.  Dann  wird,  da  d 
positiv  ist, 


,;  .       bei  wachsendem  x 
-  ,.>-,—   bei  abnehmendem  x 


vom  Positiven    durch  -yo  zum    Neü'ativen 


gehen.  Folglich  liefern  bei  der  vorgeschriebenen  Umlaufsriclitung  um 
6'  die  Punkte  |^  und  ^^  (vgl.  die  Figur)  denselben  Beitrag  zum  Werthe 
von  (m'  —  ni).  Also  jedesmal,  wenn  bei  wachsendem  x  zwischen  x^ 
und  X., 

f'(x)  Negativen  Positiven       ,,    ,    ,  ,  m' —  m    .      positive 

77-r  vom  , .     . , .         zum  .,       . .        geht,  bekommt  —  „        eine 
/W  l'ositiven  ISegativeu  2  negative 
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Einheit    als  Zuwachs.     Deshalb    ist  ;,  (w'  —  m)    gleich    dem    Ex- 

cesse   von  Vr  ;   für  die  Strecke  (x,  •■■x.,),  und  es  wird 
f{x)  \   1  jy> 

l  (m'  -m)  =  E=  W{x,)  -  W^x^). 

Dies  giebt  den  Sturm'schen  Satz  als  CoroUar  des  Cauchy'schen. 

§  220.  Wir  wollen  andererseits  den  Begriff  des  Excesses  dazu 
benutzen,  den  Ausspruch  des  Cauchy'schen  Satzes  umzuformen. 

Gesetzt,  es  sei  möglich  u{x,y)  und  v{x,y)  als  rationale,  ge- 
brochene Functionen  einer  einzigen  neuen  Veränderlichen  t  etwa  in 
der  Form 

darzustellen,  derart,  dass  bei  einem  vollen  Umlaufe  von  0  um  C  von 
irgend  einem  bestimmten  Ausgangspunkte  ab  die  Variable  f  von  f^ 
bis  t^  läuft.  Dann  wird  jedesmal,  wenn  v  :  u  vom  Positiven  (Nega- 
tiven) durch  Unendlich  zum  Negativen  (Positiven)  übertritt,  für  q)^ :  qp 
dasselbe  geschehen.  Demnach  ist  (m'  —  m)  gleich  dem  nega- 
tiven Excesse  von  (Pi{i) '■  (p{i)  auf  der  Strecke  (^j  •  ■  •  i>)-  Das 
Entsprechende  gilt,  wenn  C  in  eine  endliche  Anzahl  von  Theilen  so 
zerlegt  werden  kann,  dass  für  einen  jeden  die  gemachten  Voraus- 
setzungen über  die  Darstellung  von  u  und  v  gelten. 

Ist   nun   in  dem  Bruche      v^,    der  Grrad   von   qp,    nicht   o-rösser  als 

cp{t)  ^  ^  ° 

der  von  qp,  dann  können  wir,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  Reihe  des 
Euklid 'scheu  Schemas 

9^(0;      9^1(0;      9^2(0,      93(0;   '•• 

zur  Herstellung  des  Excesses  direct  benutzen. 

Ist  dagegen  [qpj  >  [qp],  dann  wenden  wir  die  Formel  (23)  an, 
dividiren  qp,   durch  qp  u.  s.  w.  und  haben  wegen 

E  -{-E'  =  e,     E=  —  E'  +  a 

zum  positiven  Excesse  von   —  noch  den  Werth  von  e  zu  addiren. 

Wir  wollen  diese  Regel  auf  zwei  Beispiele  anwenden. 
Ist  ('  ein  Kreis  vom  Radius  B,   mit   dem   Centrum  (*(,,  y^^,   dann 
können  wir 

x  =  x,,-\-  B  :^.,,      y  --  y^-t  B  ^-j-^. 

setzen  und,  um  die  ganze  Peripherie  in  positivem  Sinne  zu  durch- 
laufen, t  von   -  -  CO  bis  -}-  00  gehen  lassen.   — 

17* 
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Ist  C  ein  Rechteck  mit  den  Ecken 


D 


^  =  (^1.2/1),  J>  =  {^,,yi\ 

dann  kann  man  für  die  Seite 
Aß  setzen  x  ^^  x^  -{-  {x^  —  x^t, 


X 


«/-=!/,; 

BC 

V 

OC ^    U/q  j 

2/  =  2/1  +  (2/2 

-2/1)^; 

CD 

?.' 

x  =  x.^  -f-  (Xi 

2/  =  2/2 ; 

-x,)t, 

DA 

7> 

a;  =  a:,, 

!/  =  y^  +  (!/i 

-y-^t 

B 


und  jedesmal  t  von  ()  bis  1   gehen  lassen.  — 

,§  227.  Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch"  das  folgende  Darboux'- 
sche  Theorem*)  beweisen,  welches  bei  den  Realitätsuntersuchungen  der 
AVurzelii  nach  dem  Sturm' sehen  Satze  mitunter  Erleichterungen 
gewährt. 

Wenn  eine  der  Functionen 

(1)  /;/".,/:.,  •••/;,•••/; 

der  Sturm'schen  Reihe  von  /",  etwa  fy,  eine  Gleichung 

mit    p    complexeu    Wurzeln    liefert,    dann    hat   /\z)  =  0    min- 
destens 2>  complexe  Wurzeln. 

Wir  wollen  die  zu  (1)  gehörige  Differenz  der  Zeicheuwechsel 

setzen;  ^  ist  dann  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  /'(^)  •-=  0. 
Die  Reihe 

(i'-')  f.,  /x-i,  ••■  /; 

ist  eine  verallgemeinerte  Sturm' sehe  Reihe,   da  sie  den  Bedingungen 
1),  11),  111)  aus  §  210  genügt.     Setzt  man  daher  für  sie 


2 


^(.-oc)-2^i-i-^) 


dann  ist  z/'  höchstens  gleich  der  Anzahl  ^  der  reellen  Wurzeln  von 
/;(2:)  =  0.  Offenbar  ist,  weil  in  den  ersten  {x  -\-  l)  Functionen 
nicht  mehr  als  x  Wechsel  verloren  gehen  können, 

und  also  erhält  man 

*)  Nouv.,  Ann.  (2)  Bd.  7.    S.  137. 
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n  ■ —  /J  >w  —  %  ~  \ji. 

Nun  ist  (ji  —  A)  gleich  der  Anzahl  2J  der  complexen  Wurzeln  von 
fiz)  =  0;  andererseits  ist  (w  —  %)  höchstens  gleich  dem  Grade  von  /^, 
und  also  (w  —  x)  —  \i  höchstens  gleich  der  Anzahl  p  der  complexen 
Wurzeln  von  f'y.iß)  =^  0;  somit  folgt  die  behauptete  Beziehung  durch 
die  Ungleichung 

2J>p. 


Zwanzigste  Vorlesung. 

Das    Hermite'sche    Theorem. 

§  228.  Von  Herrn  Ch.  Hermite  stammt  eine  andere  Behand- 
lung derselben  Frage,  welche  sich  auf  die  Eigenschaften  der  quadra- 
tischen Formen  gründet*). 

Wir    nehmen    als    Unbestimmte    einer    quadratischen    Form    die 
11  Grössen  Uq,  u^,  ■■■  «„_i  an  und  setzen 
)i 

(1)  (p(u,  t)  =^x{^h  0  [^o(^^)«0  +  «l(^^)Wi  H h    an-l{^x)Un-lf- 

Ist  es  nicht  nöthig,  die  u  hervorzuheben,  so  schreiben  wir  (p(t)  statt 
g)  (ii,  t).  Hier  soll  cö«  eine  mit  reellen  Coefficienten  versehene  ganze 
Function 

bedeuten,  und  Wf,,  W^,  •  •  •  co«—!  sollen  von  einander  linear  unabhängig 
sein,  so  dass  also  \ci^i  \  von  Null  verschieden  ist;  %  soll  eine  mit 
reellen  Coefficienten  versehene  rationale  Function  von  z  und  t  sein; 
t  bedeutet  einen  willkürlichen  Parameter;  2^,  z.^,  ■•■  Sn  sind  die 
w  Wurzeln  der  Gleichung 

(2)  f{z)  =  0, 

die  wir  von  einander  verschieden  voraussetzen.  Wir  schreiben  (1) 
auch  in  der  Form,  bei  der  die  Bedeutung  der  Zi  klar  ist, 

n  n —  1  n 

1  a,/S=0         ;i=i 

*)  C.  R.  1853,  14.  Febr.;  Bd.  36;  S.  294. 
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Um   den   Rang    dieser    quadratischen    Form    festzustellen   (§  166) 
untersuchen  wir  die  Reihe  der  Determinanten 


^it  = 


^Xi^h  t)  «a(^;.)  ^M)   \  («,   /3  =  0,    1,   .  .  .   /l-  -  1) 


-1=1 


für  J:  =  n,  n  —  1,  •  •  •,  um  zu  erfahren,  welches  die  erste  nicht  ver- 
schwindende Determinante  dieser  Reihe  sein  wird,  da  ja  dies  für  den 
Rang  entscheidend  ist.     Aus  der  Composition  der  Systeme 

X{z^,t)Wk-i{z,),   ■■■   l(Zn,t)75k-i{2,)     I 

I      ^o(^«)>    ••  •    «A-l(^n) 

folgt  nach  bekannten,  schon  früher  von  uns  ])enutzten  Sätzen 

I  xi^i,  t)Wk-i{2,),  ■  ■  ■  i{Zk,  t)Wk-i{2k)  :i  ^oiSk),  ■  ■  ■  c5-a._i(^a) 
(4) 

=  S{l{^i,t)  ■■■  l{.2k,t))  I  «0(^1);  •••  ^k-i{h)  'S 


-(Sq{Zi),     ■■■    ÖJi_i(^i)    i 

wobei  das  Zeichen  S  wie  gewöhnlich  so  zu  deuten  ist,  dass  diejenige 
symmetrische  Function  gebildet  werden  soll,  von  welcher  ein  Summand 
durch  die  auf  S  folgende  Function  gegeben  ist.  Hier  zeigt  also  S 
eine  Summe  an,  erstreckt  über  alle  Combinationen  von  h  Wurzeln, 
die  aus  Z-^,  z^,  ■  •  •  Zn  gebildet  Averden  können,  während  die  ludices 
der  ^  fest  bleiben.  Für  h  =  n  ist  (vgl.  Baltzer,  Determ.  §  10;  3,  II) 
eine  Umformung  von  (4)  möglich: 

^«(0  =  iii^n  0  •  •  •  xißn,  0)  YI^^^  -  'f^y  i  '^"  I' 

a>  ß 
X,^i  =  0,  1,  •••n — 1 

Der  zweite  Factor  auf  der  rechten  Seite  ist  bis  auf  sein  Vorzeichen 
gleich  der  Discriminante  von  (2).  Da  wir  die  Wurzeln  z\,  z^j  "'  Zn 
als  von  einander  verschieden  angenommen  haben;  da  x{'-}  0  "icht 
identisch  verschwindet,  und  da  auch  j  Cx^  von  Null  verschieden  ist, 
so  verschwindet  ^„{t)  nicht  identisch.  Es  ist  demnach  (1)  vom 
Range    n,    und   (p    kann    deshalb    nicht   als   Summe   von   weniger  als 
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11  Quadraten  dargestellt  werden.  Die  in  §  172  abgeleiteten  Resultate 
ergeben  für  den  sogenannten  regulären  Fall  die  Formel 

(5)  ^  =  J-x,»+   J^x»+...  +  ^L^x;. 

1  13  ri  —  1       n 

§  229.  An  zweiter  Stelle  untersuchen  wir  die  Signatur  von  gj. 
Jeder  der  Summanden  in  (1),  der  zu  einer  reellen  Wurzel  Za  von  (2) 
gehört,  ist  selbst  reell,  und  sein  Zeichen  ist  sgn  %{Za,  t).  Wenn  da- 
gegen etwa  2^  complex,  und  ^^  die  conjugirt  complexe  Wurzel  ist, 
dann  können  wir 

l{z,,t)  =  A-\-Bi,    Z,  =  P+  Qi, 
x{0„t)  =  Ä-Bi,     Z,  =  F-Qi 
setzen,    und    dadurch   geht  das  Aggregat   der   beiden  ersten  Quadrate 
x(^i,0V+;t(^2,0^2'  in  die  Form 

{A  +  Bi)  (P  +  Qif  +  (Ä  -  Bi)  (P  -  Qif 
=  2Ä(P^-  Q")  -   4.BPQ 
über.     Ist  A  ==  0,  dann  wird  dies  zu 

=  25(P-0^-2P(P+  QY-, 

ist  A  =^  (},  dann  erhalten  Avir 

=  2^(P-|^)'-2^g^(l  +  §;); 

also  erscheint  in  jedem  Falle  ein  Aggregat  von  zwei  Quadraten  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen.  Die  durchgeführte  Aeuderung  entspringt 
einer  reellen  Transformation  der  Variablen;  denn  wenn  man 

«a(^l)  =  lla  +    i'ka,       'äai^^)  =  ^'a  —  *'^a 

setzt,  erhält  man  für  die  statt  s^  und  2^  eintretenden  Variablen  P  und  Q 

P  +   iQ  =^haUa  +  i  y^kgtia,       P  "   iQ  =  y/hgllg  —  i^k^Ua, 
P  =  ^^^« ^^a ,       Q  =   ^^«  ^'«  • 

Da  die  Signatur  einer  quadratischen  Form  gegenüber  allen  reellen 
Transformationen  invariant  ist,  und  da,  wie  wir  eben  sahen,  Paare 
complexer  Wurzeln  nichts  zur  Signatur,  die  wir  mit  S(J)  bezeichnen 
wollen,   beitragen,   so   folgt:   Die  Signatur  S(t)  von  (1)  ist  gleich 


2"^ 


wobei  die  Summe  nur  über  alle  reellen  Wurzeln  von  (2)  zu 
erstrecken  ist.  Es  folgt  sofort  weiter:  Verwandelt  man  (1) 
durch  irgend  Avelche  reelle  Transformation  in.  ein  Aggregat 


264  Zwanzigste  Vorlesung  §  •i-'D— 23-2. 

von  Quadraten,  so  ist  die  Anzahl  der  vorkommenden  posi- 
tiven Glieder  gleich  der  Summe  aus  der  Anzahl  der  Paare 
complexer  Wurzeln  und  der  Anzahl  derjenii^en  reellen  Wur- 
zeln von  (2),  für  welche 

sgnxC^a,  0=  +  1 
ist.      Diese    Zahl    wollen    wir    durch    P{t)    bezeichnen.      Setzt 
man   nun   für  t  zwei  Werthe  /,  und   f^  (>  ti)  ein,   so  giebt  die 
Differenz 

F{t,)  -  l\t,) 

den  üebersehuss  der  Anzahl  der  Wurzeln,  für  die  sgu;t(^a,  ^,)  =^- 1 
ist,  über  die  Anzahl  derjenigen,  für  die  s^ni{z2,t'^  =  1  ist. 

In    dem    regulUren    Falle    ist    die    Anzahl    der    positiven    Glieder 
gleich  derjenigen  von 

d.  h.  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenfolgen  von 

(6)  1,   J,{t),     J,(t),    J,{t),   ■■■   Mt). 

Bezeichnen  wir  die  zu  dieser  Reihe  gehörigen  Anzahlen  an  Folgen 
und  Wechseln  wie  früher  mit 


2 


Fit)     und    yW(t), 


dann  wird 

(7)     T{t,)  -  V{t.^  -^F{t,)  -^F{t,)  ^^W^^Cg  -^Wit,). 

Für  die  folgenden  Untersuchungen  wollen  wir,  um  den  Ausdruck 
der  Sätze  zu  vereinfachen,  die  eben  bereits  gebrauchten  Bezeichnungen 
durchgehends  beibehalten. 

Ist  q)(t)  in  ein  Aggregat  von  Quadraten  verwandelt,  so  bezeichnet 
also  P(t)  die  Anzahl  der  darin  vorkommenden  positiven,  und  N(t) 
die  Anzahl  der  darin  vorkommenden  negativen  Glieder,  S{t)  die  Sig- 
natur der  Form;  es  wird  daher 

S{t)  =  F(t)  -  N(t),     n  =  F{t)  -f  N(t). 

Wir  wollen  ferner  die  Bezeichnungen  P(^),  ^(t),  S{t)  auch  auf  Reihen 
von  positiven  und  negativen  Gliedern  anwenden,  welche  von  t  ab- 
hängig sind. 

§  230.  In  der  Gestalt  (1)  ist  die  Her  mite' sehe  quadratische 
Form  durch  die  Wurzeln  von  (2)  bestimmt.  Bei  der  Anwendung 
handelt  es  sich  somit  zunächst  darum,  sie  durch  die  Coefhcienten  aus- 
zudrücken. Dazu  kann  uns  der  Cauchy'sche  Satz  dienen,  welchen 
wir  am  Schlüsse  der  neunten  Vorlesung,  §  10(5,  abgeleitet  haben.    Nach 


(s)MO-s[(x{0„  0  ••  •  %(/>:,  0)  /7(~^"  -  'ßy]     C 
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ihm  ist  q)(t)  gleich  dem  Coefficienten  von  |~'  in  der  Entwickelung 
des  Bruches 

nach  fallenden  Potenzen  von  ^.  Zur  Herstellung  der  nöthigen  Form 
reicht  eine  einzige  Division  aus;  hat  man  die  Form  erlangt,  dann  ist 
noch  ihre  Verwandlung  in  ein  Aggregat  von  Quadraten  vorzunehmen. 

§  231.  Unter  besonderen  Annahmen  über  die  Functionen  lö 
kann  die  Bestimmung  der  Grössen  zi^  noch  weiter  gefördert  werden. 

Benutzt  man  für  die  ÖJ  die  specielle  Form 

dann  wird  die  Determinante  |  cxu  '  (A,  jtt  =  0,  1,  ■  •  •  Z; —  1)  gleich  1, 
uud  es  geht  (vgl.  Baltzer  1.  c.)  die  Formel  (4)  in 

'a,ß  =  l,2,-..Jc> 
a>ß 

über.      Dass    hier    die    oben    geforderte    lineare    Unabhängigkeit    der 
Functionen  a  gewahrt  ist,  leuchtet  von  selbst  ein.  — 
Nimmt  man  ferner 

57;.  (^)  =  m^{2), 

wo  a(z)  eine  ganze  Function  (n  —  1)**^"  Grades   ist,   dann  geht  ztk  in 

(9)  Mt)  =  S  [(x{z„  0  •  •  •  x(^^,  t))YJ(m{0.)  -  «  W)^] 

^«,/3  =  1,2,...ä;\ 
a>ß  J 

über.  Damit  auch  hier  der  Rang  von  qp  gleich  n  sei,  muss  man 
voraussetzen,  dass  alle  Werthe 

m(2i),     ©(^2),    •  •  •    ä{s„) 

untereinander  verschieden  bleiben.   — 

Unter  den  beiden  betrachteten  Specialfallen  steht  die  Annahme 

mx{2)  =  z\ 

Hier  erhält  man  für  z/^.  wieder  den  Werth  (8). 

§  232.  Wir  wollen  nun  auch  für  x(g,  t)  besondere  Annahmen 
machen.  Zuerst  sei  %  "^on  t  unabhängig  =  xi^)-  Dann  ist,  wenn  man 
in  den  Bezeichnungen  aus  §  229  das  jetzt  unnöthige  Argument  t 
weglässt, 

gleich  der  Anzahl  der  complexen  Wurzelpaare  von  f{ß)  =  0  vermehrt 
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um  die  Auzabl  derjenigen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung,  welche  x 
positiv  machen;  andrerseits  wird 

gleich  der  Anzahl  der  complexen  Wurzelpaare  von  f{£)  ==  0  vermehrt 
um  die  Anzahl  derjenigen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung,  welche  y^ 
negativ  machen. 

Ist  %=1,  so  kommt  keine  Wurzel  der  letzten  Art  vor, 
und  iV  giebt  in  diesem  Falle  die  Anzahl  der  complexen 
Wurzelpaare,  P  dieselbe  Anzahl  vermehrt  um  die  Anzahl 
der  reellen  Wurzeln,  und  also  S  ==  F — N  die  Anzahl  der 
reellen  Wurzeln.    Wir  wollen  hiervon  eine  Anwendung  auf  die  Form 

n 

(10)  Cp,   =^  K  +  -^l^h   +  ^I«2   +   •  •  •   +  ^r'^n-if 

machen.     Dabei  erhält  man  das  einfache  Resultat 

z/;.  =  I  s^.+,,  I         (ja,  V  =  0,  1,  •  •  •  A  -  -  1), 
und  somit  geht  die  Reihe  (6)  in  dieselbe  über,  die  wir  in  der  vorigen 
Vorlesung  §  222  gefunden  haben,  .  Hier  stellt  sich  aber  sogleich  noch 
eine  Erweiterung  ein,  sobald  wir,  wie  bei  (9),  für  w;  die  Potenz  a^{z) 
einsetzen  und  ferner  entsprechend  der  Bezeichnung  S), 

setzen.     Denn  dann  können  wir  in  die  Reihe  (6)  eintragen 

Ist  x=^z,  dann  ist  P  gleich  der  Anzahl  der  complexen 
Wurzelpaare  vermehrt  um  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln, 
iV  gleich  der  Anzahl  der  complexen  Wurzelpaare  vermehrt 
um  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln,  und  also  S  gleich 
der  Differenz  aus  der  Anzahl  der  reellen  positiven  und  der 
reellen  negativen  Wurzeln  der  Gleichung  f{ß)  =  ^.  Das  hierzu 
gehörige 

n 

(11)  9)2  ^^zi{u^  +  Ziu^  +  z\u^  -{ h  z'{-^na-^' 

-1=1 

=^  üa+ß+xUaU^         {(^,ß=  1,  2,  •  •  •  n) 

liefert  für  die  Reihe  (6)  die  Werthe 

^x  =  I  s^+v  j         {(i,  V  =--  \, -2,  •  ■  ■  A). 


Das  Hermite'sche  Theorem.  267 

Setzt  mau  allgemein  für  ^  eine  Potenz  ^",  so  erkennt  man  leicht  als 
Erweiterung  der  beiden  vorhergehenden  Theoreme  das  nachstehende: 
Die  Signatur  S  der  Reihe 

wobei 

^x  =  I  5,,4-r  j  {jji,  V  ^  a,  a  -\-  \,  •  •  •  a  -\- 1  —  1) 

ist,  giebt  die  Summe  oder  die  Differenz  aus  der  Anzahl  der 
reellen  positiven  und  der  reellen  negativen  Wurzeln  von 
f{i)  =  0  an,  je  nachdem  a  eine  gerade  oder  eine  ungerade 
positive  Zahl  bedeutet. 

§  233.     Wir  bleiben  noch  bei   der  Voraussetzung,  dass   %  von  t 
unabhängig  sei  und  setzen  jetzt 

iiß)-riß)-i\iß)\ 

dann  liefern  alle  diejenigen  reellen  Wurzeln  Za  einen  positiven  Beitrag 
zur  Signatur,  für  welche  f'{ßa)fi{2a)  positiv  ist,  und  alle  diejenigen 
einen  negativen  Beitrag  zu  S,  für  welche  dasselbe  Product  negativ  ist. 
Im  ersten  Falle  wächst,  wenn  jener  Wurzelwerth  bei  zunehmendem  z 
passirt  wird,  die  Function  f{ß)  aus  dem  Negativen  ins  Positive,  falls 
f\  (^a)  positiv  ist,  und  also  geht  /',  {£)  f{i)  dabei  auch  vom  Negativen  ins 
Positive;  und  dasselbe  findet  offenbar  statt,  Avemi  fi{Za)  negativ  ist. 
Im  zweiten  Falle  geht  fi{z)f{s)  aus  dem  Positiven  ins  Negative  bei  zu- 
nehmenden s  über.  Die  Signatur  der  Form  zeigt  daher  jetzt  an,  wie 
viel  häufiger  bei  wachsendem  z  das  Product  f^  {z)  f{z)  aus  dem  Negativen 
ins  Positive  übergeht,  als  umgekehrt  aus  dem  Positiven  ins  Negative. 
Diesem  Resultate  können  wir  eine  hübsche  geometrische  Deutung 
geben.  Wir  betrachten  eine  Bildebene  mit  den  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  x  und  y  und  zeichnen  auf  ihr  die  beiden  parabolischen  Curven 

y-f(z)^0,     y-f^(z)=^0. 
Jede  Senkrechte  x  =  a„  auf  der  a;-Axe  schneidet  jede  der  Curven  ein- 
mal und  nur  einmal,  und  das  Zeichen 

«gn  (?/  ~  f{Xo))     bezw.     sgn  {y  —  f^  {Xq)) 
wird  oberhalb  des  Schnittpunktes  positiv,  unterhalb  desselben  negativ. 
Daher  wird  für  alle  endlichen  x  bei  hinreichend  grossen  |  y 

m  sgn(y-/-(^))Oj-/;(x)) 

positiv,  indem  beide  Factoren  positiv  oder  beide  negativ  werden; 
und  dasselbe  Symbol  (12)  wird  nur  für  diejenigen  Punkte  einer  Senk- 
rechten auf  der  a-Axe  negativ  werden,  welche  zwischen  den  beiden 
Curven  liegen.  Dies  findet  also  für  alle  Punkte  derjenigen  endlichen 
Ebenentheile  statt,  die  gänzlich  von  den  beiden  Curven  eingeschlossen 
sind,    und    also    „innere    Theile"    bilden;    und    wir    können    zu    dem 
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Ijiiieren  auch  etwaige  sich  ins  Unendliche  erstreckende  Ebenentheile 
rechnen,  für  welche  (12)  negativ  ist.  Die  übrigen  Punkte  der  Ebene 
rechnen  wir  zum  Aeusseren.  Für  y  =  0  erhalten  wir  aus  (12)  die 
Einsicht,  dass  diejenigen  Punkte  der  x-Axe  im  Inneren  liegen,  für 
welche  sgn  f{x)  ■  fi(x)  negativ  ist,  und  diejenigen  im  Aeusseren,  für 
welche  das  Zeichen  positiv  ist.  Hiernach  können  wir  auf  der  ar-Axe 
Austrittspunkte  aus  dem  Gebiete  und  Eiutrittspunkte  in  dasselbe 
definiren.  Der  im  Anfange  des  Paragraphen  abgeleitete  Satz  heisst 
dann  folgendermassen: 

Die  Signatur  der  Form 

n 

ist  gleich  dem  üeberschuss  der  Austrittspunkte  der  x-Axe 
über  die  Eintrittspunkte  derselben  hinsichtlich  des  von  den 
Curven 

umschlossenen  Gebietes. 

Nehmen  wir  insbesondere  f\{0)  =  f  {z),  so  giebt  es  überhaupt  nur 
Austrittspunkte  (§  187),  und  die  Signatur  der  Form  giebt  wieder  die 
Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  f{s)  =  0  *). 

§  23-4.  Wir  wollen  ferner  li^jt)  =  t  —  %{£)  setzen.  Dann  giebt 
F(t)  die  Summe  aus  der  Anzahl  der  complexen  Wurzelpaare  und  der- 
jenigen reellen  Wurzeln  Za,  für  welche  xißa)  <  t  ist;  und  S{t)  den 
üeberschuss  der  Anzahl  reeller  Wurzeln,  für  die  x{Za)  <.t  ist,  über 
diejenige  der  reellen  Wurzeln,  für  die  x{Za)  >  t  ist. 

Nimmt  man  insbesondere  %{z,t)  =  t  —  z,  so  liefert,  wenn  t^  und 
^2  (>  ^)  2;wei  feste  Werthe  von  t  sind, 

A^(^0  -  N{t,) 
die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  f{z)  =  0,  welclie  zwischen 
/j  und  t^  liegen.     Führt  mau  also  aiaiz)  =  z"  ein,  dann  wird 

Mi)  =  s[(t-z,).--it^  z,)  Yl^z.  -  z^y^      ("'  ^  T  >  ^  " "  '1 ' 

und  wenn  man  nuu  bedenkt,  dass  jedem  negativen  Zeichen  des  Aggregats 
der  Quadrate,  in  welches  rp  umgewandelt  werden  kann,  ein  Zeichen- 
wechsel der  Reihe 

(())  1,    z/,(0,    Mi).    ■•■    Mi) 


*)  Vgl.  Kronecker:   Ueber    die    verschiedenen    Stururschen  Reihen   und 
ihre  gegenseitigen  Beziehungen.     Berl    Ber.    Febr.  1873.    §  1.   S.  117. 
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entspricht,   so   folgt,   dass   die  Differenz   der  Zeicbenwechsel   in 
(li)  für  ^1   und  t.^,  also 

die  Anzahl  der  reellen,  zwischen  t^  und  t^  liegenden  Wurzeln 
von  f{z)  =  0  angiebt. 


Dieser  Satz,  oder  vielmehr  der  für  i 


sich  ergebende,  wird 


t  —  z 
gewöhnlich  als  der  Hermite'sche  Satz  bezeichnet. 

Das  zu  unserer  Annahme   gehörige   (p  wird,  wenn  man  (10)  und 

(11)  berücksichtigt,  durch  die  Summen  der  Wurzelpotenzen  dargestellt 

und  die  /i  nehmen  die  Gestalt 

zJ).  =  j  ts^iJt-v —  iV+t+1 1         (^>  ^  =  0,  1, 
an.     Man  sieht  sofort,  dass  dieses  z/;.  in  die  Form 


n), 


^) 


^,  =- 


sx 


Sx      Sx  +  i     ■  •  ■     S2X-1      t^ 

umgewandelt  werden  kann. 

§  235.  Wir  wollen  noch  eine  quadratische  Form  betrachten,  die 
in  gleicher  Weise  zur  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  dienen  kann, 
wie  die  bisher  besprochenen  Hermite' sehen. 

Wir  bilden  nach  der  in  Vorlesung  12,  §  142  angegebenen  von 
Bezout  stammenden  Methode  aus  f{z)  und  f  {^)  ^^^  dortigen  Formeln 
(13)  entsprechend  die  n  Polynome 

d^,3''-^  -f  di2^»-2  +  ihz^--''  -\ \-dtn, 

(13)  C?2iÄ«-l  +  (k^Z^-'   -{-  d,^2'^-''  H h  d2n, 


dnlZ"-'-  -f  f42^"-'  4-  <^«  3^"-=^  +    ■  •  •  +  dun, 

deren  Determinante  als  Bezoutiante  bezeichnet  wurde,  und  die  sich 
von  der  Discriminaute  von  f{s)  nur  durch  einen  constanten  Factor 
unterscheiden  kann;  und  dann  weiter  den  dortigen  Formeln  (13^j  ent- 
sprechend die  linearen  Combinationen  der  Ausdrücke  (13) 

+  dviZ'^--^  +  d'nz^-^  H h  d'in, 


dnZ^-'' 


(m 


dss^"-'-^  H \-  dsn, 


so  sind,   wie  wir  dort  gesehen  haben,   die  Functionen  (13*)  identisch 
mit    den    Resten    der    fortgesetzten  Division    von   /"  durch  f   u.  s.  w. 
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Es  liefern  also  die  Functionen  (13")  eine  Sturni'sche  Reihe  für  /'. 
Setzt  mau  ;?i  =  —  oo,  g.^=  -^  oo^  will  man  also  die  Anzahl  der 
überhaupt  vorhandenen  reellen  Wurzeln  von  /'=  0  Itestiramen,  so 
geht  diese  Öturm'sche  Reihe  (vgh  §  143)  in 

<hl     <^U     ^13   I 


dii  =  f/ii,  ^22  = 


"21     '*22 


(tk  = 


"21     "22     "23 
":}1     "32     ^33 


über,  d.  h.  in  die  Reihe  der  Hauptsubdeterminanten  der  Be- 
zoutiante  l  dx^  !•  Verbindet  mau  damit  das  Resultat  aus  §  177,  so 
folgt:  Die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  f{z)  =  0  ist  gleich 
der  Signatur  der  quadratischen  Form 

2^ (h.fcUxUH  i^,  ft  =  1,  2,  •  ■  •  «); 

;., ,« 

dieselbe  Anzahl   ist  gleich  der  Differenz    aus   der  Anzahl  der 
positiven  und  der  negativen  Wurzeln  der  Gleichung 
t£x,u  —  dx„    =  0         (A,  I»  =  1,  2,  •  •  •  )i) 
(f;^^  =  0,  wenn  A  =f=  i«'  ist;  £;.„  =  1 ,  wenn  A  =  |u  ist). 

§  236.  Wir  haben  uns  im  Verlaufe  dieser  Untersuchungen  mit- 
unter auf  den  Fall  beschränkt,  die  Zahl  sämmtlicher  reellen  Wurzeln 
festzustellen,  statt  allgemeiner  die  Zahl  derjenigen  aufzusuchen,  welche 
zwischen  gegebeneu  Grenzen  liegen.  In  Wirklichkeit  ist  dies  aber 
keine  Beschräukung,  wie  zuerst  Jacobi  (Observatiunculae  etc.  Werke 
Bd.  III,  S.  279)  gezeigt  hat. 

Handelt  es  sich  nämlich  darum,  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln 
von  f{z)  =  0  zu  bestimmen,  die  zwischen  den  Grenzen  ^j  und  s.^  liegen, 
so  führen  wir,  wenn  0^  >  ^i  ^^%  ^^^^  ^^^^^  Variable  7j  durch 

!/  =  '-^^,   also   ,  =  '-^±^ 

ein,  dann  entspricht  der  Strecke  (^,  ••  •  z^)  für  z  die  Strecke  (0  •••  -f  oo) 
für  d/,  und  die  ganze  Function 

(1  +  yrt  (t+^^)  =  ^"2/"  +  «ir-^  +  •  •  •  =  gi^) 

liefert  trleich  Null  gesetzt  eine  Gleichung  mit  eV)en  so  vieleu  positiven 
Wurzeln,  als  f{z)  =  0  reelle  Wurzeln  zwischen  Zi  und  ^.,  besitzt. 
Es  hat  daher  die  Gleichung  vom  Grade  2w 

eben  so  viele  Paare  reeller  Wurzeln  ?-=-  +  «,  d.  h.  doppelt  so  viele 
reelle  Wurzeln,  als  f{z)  =  0  zwischen  Zy  und  z.^  besitzt. 
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Einundzwanzigste  Vorlesung. 
Treniiniig  der  Wurzeln.     Rationale  Wurzeln. 

§  237.  Das  Sturm'sche  sowohl  wie  das  Hermite'sclie  Theorem 
liefern  Mittel,  um  eine  Trennung  der  reellen  Gleichungswurzeln  von 
einander  zu  bewirken,  d.  h.  um  Intervalle  anzugeben,  innerhalb  deren 
nur  je  eine  reelle  Wurzel  der  vorgelegten  Gleichung  f{/)  =  0  sich 
befindet,  die  wir  von  vorn  herein  als  von  gleichen  Wurzeln  befreit 
ansehen  dürfen. 

W^ir  wollen  dabei 
(1)  f(z)  =  ^»  +  c,»—'  +  c,z—^  +  •  •  •  +  c. 

voraussetzen  und  die  c  als  ganze  Zahlen  annehmen.    Wären  die  Coeffi- 
cienten   rational    aber    gebrochen,    so    könnte    die   gemachte  Annahme 

t 
durch  die  Substitution  0  =  —   bei  geeigneter  Wahl  der   Constanten  a 

verwirklicht   werden.     Vom  Auftreten  irrationaler  Coefficienten  sehen 
wir  hier  ab. 

Zu  unserem  Zwecke  reicht  es  aus,  zunächst  eine  obere  Grenze  q 
für  den  absoluten  Betrag  der  reellen  Gleichungswurzelu  zu  bestimmen; 
jeder  der  beiden  erwähnten  Sätze  giebt  an,  wie  viele  Wurzeln  inner- 
halb des  Intervalles  ( —  q,  ■  ■  ■  -\-  q)  liegen.  Daim  untersucht  man 
ebenso  die  beiden  Intervalle  ( —  q,  ■  ■  •  0)  und  (0,  •  •  ■  +  q),  weiter  die 
vier  Intervalle 


;),  (-1,-0),  (o,...+|),  (I-,...,) 


und  so  fort,  immer  darauf  hin,  wie  viele  reelle  Wurzeln  sie  enthalten. 
Hat  sich  einmal  für  ein  Intervall  herausgestellt,  dass  keine  Wurzel 
oder  nur  eine  einzige  darin  vorkommt,  so  ist  natürlich  jede  weitere 
Theilung  desselben  überflüssig.  Auf  diese  Weise  kommt  man  sicher 
zur  Lösung  des  gestellten  Problems,  da  man  ja  dann  zum  Ziele  ge- 
langt sein  muss,  sobald  die  Grösse  der  Intervalle  kleiner  geworden 
ist,  als  die  kleinste  Differenz  zweier  reeller  Gleichungswurzeln,  und  da 
diese  nach  unserer  Voraussetzung  von  Null  verschieden  ist. 

§  238.  Cauchy  hat  gezeigt,  wie  man  auf  einfache  Art  eine 
untere  Grenze  für  diese  Differenz  bestimmen  kann. 

Am  nächsten  liegt  die  Idee,  die  Gleichung  aufzustellen,  deren 
Wiirzeln  die  Quadrate  der  Differenzen  der  Wurzeln  von  fiß)  =  0  sind, 
und  eine  untere  Grenze  k  für  die  positiven  Wurzeln  jener  Gleichung 
zu   bestimmen,   indem   dann  ]/A   eine   brauchbare   Bestimmung  für   die 


272  Einundzwanzigste  Vorlesung  §  238—239. 

Grösse  des  Intervalles  liefert  (§  120).  Diese  Methode  bat  Wariiig 
angegebeu,  und  Lagraiige  hat  sie  übernommen*).  Man  erkennt  aber 
ohne  Weiteres,  dass  ihre  Ausfübruug  mit  ausserordentlicbou  Müh- 
seligkeiten verbunden  sein  würde,   da  die  Gleichung  der  Quadrate  der 

Wurzelditferenzeu  bis  zum  Grade  -~- —  aufsteigt.  Diesen  üebelstaud 
hat  Cauehy  zu  vermeiden  gelehrt.  Wir  wollen  hier  zunächst  seine 
Methode  auseinandersetzen. 

Das  letzte  Glied  der  Gleichmig  für  die  Quadrate  der  Wurzel- 
ditferenzen  ist 

±D  =  ±{^i-  ^^y-  (^1 — ^3)'  •  •  •  (^«-1  -  ^nf. 

Bedeutet  nun  q  eine  obere  Grenze  für  die  Moduln  aller  Gleichungs- 
wurzeln z^,  z^j  •••  Zn,  und  sind  z^,  z^  zwei  reelle  Wurzeln,  dann  wird 
die  Differenz  je  zweier  Wurzeln  nicht  grösser  als  2q,  und  deshalb  ist, 
wenn  wir  unter  ])  den  absoluten  Werth  des  Productes  der  Quadrate 
der  Wurzeldifferenzen  der  Gleichung  (1)  verstehen, 

1 

(2)  1^1-  ^2l>— ^TÖT^)-^- 

(2  9)  ' 
So  hat  man  also  in  dem  Werthe  der  rechten  Seite  eine  Grenze  A  für 
die  Grösse  der  Intervalle,  in  denen  höchstens  eine  AVurzel  von  f\z)  =  0 
vorkommt.  Die  Rechnung  benutzt  ausser  q  nur  noch  D,  d.  h.  den 
Werth  der  Discriminante,  und  auch  dieser  kann  noch,  freilich  unter 
weiterer  Verminderung  des  Werthes  von  A,  beseitigt  werden.  D  ist 
nämlich  als  symmetrische,  ganze  Function  der  z  eine  ganze  Function 
der  Coefficienten  von 

(1)  f{z)  =  0»  +  C.Z''-'  +  C,Z"-~  H \-Cn 

und  daher  eine  ganze  Zahl;  ferner  ist  er,  da  die  Wurzeln  zi  von 
einander  verschieden  sind,  von  Null  verschieden  und  also  mindestens 
der  Einheit  gleich. 

Nimmt  man  daher  in  (2)  für  IJ  den  kleiustmöglichen  Werth  1, 
so  ist  sicher  der  absolute  Betrag  der  Differenz  je  zweier  reellen 
Wurzeln 

i^")  I  ^i  -  ^2    >  ' 


(2  9)      ' 

*)  Vgl.  Lagiaiige  Werke,  Bd.  8,  Ivüsolution  des  equations,  Note  4;  S.  14G, 
wo  die  umständlichen  Versuche  auseinandergcsetz-t  werden,  die  der  Verf.  unter- 
nommen hat,  um  die  Rechnung  durchführbar  zu  machen. 
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§  239.  lu  einer  bei  weitem  fundamentaleren  Art  und  vor  Allem 
ohne  Voraussetzung  der  Wurzelexistenz  und  ohne  Stetigkeits- 
betrachtungen hat  Krön  eck  er*)  die  Frage  nach  der  Trennung  der 
Wurzeln  behandelt.  Natürlich  muss,  weil  ja  von  dem  Begriffe  der 
Wurzeln  kein  Gebraijch  gemacht  wird,  das  Problem  überhaupt  ganz 
anders  formnlirt  werden.  Wir  wollen  die  Kronecker'schen  Unter- 
suchungen in  etwas  veränderter  Form  folgen  lassen. 

J)ie  Voraussetzung,  dass  f\z)  nur  rationale  Coefficienten  besitze, 
kann  fallen.  Reell  sollen  die  Coefficienten  auch  weiterhin  sein.  Die 
Grösse  q  sei  eine  nach  §  17  bestimmte  positive  Zahl  derart,  dass 
für  alle  reellen  x'>  q  die  Function  f{x)  ihr  Zeichen  nicht  ändert  und 
dafür  ebenfalls  von  Null  verschieden  bleibt;  und  dass  ferner  für  alle 
reellen  x  <i  —  p  das  Gleiche  stattfindet.  Im  Folgenden  nehmen  wir 
stets  die  Variable  x  als  reell  und  zwischen  den  beiden  Grenzen  —  q 
und  -\-  Q  gelegen  an. 

Nun  bilden  wir,  wenn  unter  g  ein  positiver,  echter  Bruch  ver- 
standen wird, 

fix  ±  0)  -  m  -= + « I  (;■)  x'-^ + [±  (:)  << + c  7 ')  cj^-^ 


+  [(;')«=±("7').^+C'7>J--^  + 


und  ersetzen  in  der  geschweiften  Klammer  rechts  alle  c  durch  ihre 
absoluten  Werthe,  (5  durch  1  und  x  durch  q]  dann  wird  der  Werth 
der  Klammer  vermehrt.  Die  positive,  ganze  Zahl,  die  bei  diesen 
Operationen  aus  der  Klammer  hervorgeht,  heisse  H.     Daraus  folgt  somit 

(3)  fix  +  (?)  -  fix)    <  öH. 

Hat  f{X(^)  ein  bestimmtes  Vorzeichen,  d.  h.  ist  f{x^^)  von  Null 
verschieden,  und  wählen  wir  GqH  <  f(x^)  ,  also  (Jq  <  fix^)  :  H, 
dann  wird 

!  fix^  ±  (?o)   —  /X^o)    !   <  I  fM     , 

und  f{Xf^  +  ö(,)  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  fix^).  Weil  das  gleiche 
Resultat  für  jedes  (?  <  (jq  folgt,  so  hat  man  den  Satz:  I)  Um  jeden 
Punkt    X(^,    in    welchem    f{x)    nicht    verschwindet,    kann    man 

eine  Strecke  yx^^  —  '  ^"  '  ,  •  •  a:^  -| — ^  )  festlegen,  inner- 
halb deren  die  Function  fix)  ihr  Vorzeichen  nicht  ändert. 

Ferner  ist,  wenn  fixj)  und  /(.ri  -\-  6^)  verschiedene  Vor- 
zeichen besitzen,  nach  (3) 

(4)  Ji^J    <o,H,     \f(x,-^ö,)    <6,H. 


*)  J.  für  M.    Bd.  101,  S.  347-353. 
Netto,  Algebra.    I.  18 
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Ist  x  ein  beliebiger  im  lutervalle  (-c, ,  •  •  •  x^  -\-  g^  augenommeuer  Werth, 
für  den  /(x')  von  Null  verschieden  ist,  so  hat  f{x'^  entweder  gegen 
/'(:r,)  oder  gegen  f{x^  -\-  (J,)  verschiedenes  V'orzeichen.  Da  ferner  jede 
der  beiden  Theilstreckeu  x'  —  x^  und  x^  ■\-  6^  —  x  kleiner  als  6^  ist, 
so  gilt  auch  hier,  was  eben  für  (4)  bewiesen  wurde, 

(4»)  \f{x')\<G,H, 

d.  h.  II)  wenn  /  (xj  und  f{x^  +  '^i)  verschiedene  Vorzeichen 
besitzen,  so  gilt  für  jeden  Werth  x  zwischen  a:,  und  {x^  -}-  (jJ 
die  Beziehung  (4*).  In  dem  Falle  f{x')  =  0,  der  soeben  aus- 
genommen war,  findet  ja  selbstverständlich  der  gleiche  Umstand  statt. 
Wenn  also  in  einem  Intervalle  von  beliebiger  Grösse  t  am  An- 
fangs- und  am  Endpunkte  die  Vorzeichen  der  Function  verschiedene 
sind,  und  man  theilt  das  Intervall  in  r  gleiche  Theile,  so  wird  es  unter 
diesen  mindestens  einen  geben,  in  dem  gleichfalls  die  Vorzeichen  an 
den  Endpunkten  verschiedene  sind.  (Da  höchstens  n  Werthe  bestehen, 
für  die  fix)  =  0  wird,  so  lässt  sich  durch  Aenderung  von  r  ^tets  der 
Fall  vermeiden,  dass  an  einem  Trennuugspunkte  zweier  lutervalle 
f[x)  =  0  wird.)     Nimmt  man  bei  (4'')  x    in  diesem  Intervalle  an,  und 

setzt    also    öj  =  -  ,   dann  folgt:   III)  In  jedem  Intervalle  von  der 

Grösse  ^,  an  dessen  Endpunkten  f{x)  verschiedene  Vorzeichen 

annimmt,  giebt  es  mindestens  ein  Intervall  von  der  Grösse  -, 

innerhalb  dessen  für  jeden  Werth  von  x,  die  Grenzen  ein- 
geschlossen, 

wird,   wie   gross   die   ganze   Zahl  r  auch   gewählt   sei,   d.  h.  es 
giebt  ein  Intervall  von   endlicher   Grösse,    innerhalb    dessen 
I  fix)  I  beliebig  klein  bleibt. 
Weiter  haben  wir 

Machen  wir  in  der  geschweiften  Klammer  dieselben  Operationen  wie 
oben  an  der  entsprechenden  Stelle,  dann  finden  wir  einen  oberen 
Werth  K  für  ihren  absoluten  Betrag  und  können  demnach 

(5)  f}^±l)_-J\'^)  _  ^' (^)  j_  ^  .  ,Ä'        (_!<,<!) 

schreiben.  Dieselbe  Gleichung  bleibt  bestehen,  wenn  wir  K  ver- 
grösseru;    wir  dürfen   es   daher   als  mindestens  gleich    1    voraussetzen. 
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Hierdurch  ist  eine  obere  Grenze  für  den  Unterseliied  der  beiden 
Functionen 

festgestellt. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  f{x)  und  f"{x)  keinen  gemeinsamen 
Theiler  besitzen.  Dann  kann  man  zwei  ganzzahlige  Functionen  von  x 
etwa  (p{x)  uud  ip{x)  finden,  für  die 

f{x)<p{x)  +  rix)tl;{x)  =  \D 

d.  li.  eine  positive  Zahl  wird  (vgl.  §  68).  Das  ergiebt  hier  mit  Hülfe 
von  (5)  die  Gleichungen 

f.cp^  (fi-±AzzfM  -aeK)t  =  \D\, 

(6)  [/•[■|y|  +  |^(^  +  ';j-^^^)|.[^    +aK.\^p\^\D\. 

In  ;  qp  und  in  |  ^  setzen  wir  nun  wieder  statt  der  Coeffieienteu  ihre 
absoluten  Beträge  und  statt  x  die  Grenze  q  ein.  Dann  erhalten  wir 
Zahlen  L  uud  il/,  die  von  den  absoluten  Werthen  von  q)  bezw.  i'  nie 
übertroffen  werden  können.     Jetzt  wählen  wir   eine  Grösse  s  so,  dass 

(s-l)\D\>L,    KM 
wird  und  also  dann  auch,  weil  ja  K  mindestens  gleich  1  ist, 

(s  -  1)  i  D  I  >  1/. 
Führen  wir  (s  —  1)  |  -D  i  statt  \cp\,  j  ^  |,  K\xl}\  in  (6)  ein,  dann  entsteht 

1^1  +  I ä |>s^l-^' 

und  für  jedes  (?,  welches  <  —  angenommen  wird,  ergiebt  sich 

Mit  Hülfe  der  bisher  in  diesem  Paragraphen  abgeleiteten  Re- 
sultate können  wir  nachweisen,  dass  in  jedem  Intervalle  von  der 
Grösse  -  ,  welches  ganz  dem  Bereiche  ( —  Q,  '■  -\-  q)  angehört, 
höchstens  ein  Zeichen  Wechsel  bei  f{x)  stattfinden  kann. 

Gesetzt,  wir  haben  ein  Intervall  (xq  •  •  •  x^)  mit  x^  >  x^  und 
{x^  —  Xq)  <  -,   für  welches 

ist,  und  es  gebe  einen  Zwischenwerth  x.2,  für  den  f^Xo)  =i=  0,  und 

sgii  /  W  fM  =  sgn  fM  fi^i)  =  —  1         (Xq<x.,<  X,) 

wird,   so  wollen  wir  aus  der  Annahme  eines  solchen  Xc^   einen  Wider- 

18* 
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Spruch    herleiten.     Wir   könueu    gemäss   1)    um    x^    eine   Strecke  von 

I  fix  )  I 
der  Grösse  2  ~ — ^^-  abgrenzen 

(7)  yx^  =  X.2  j^     ,   ■  •  •  x.^  =  Xo  -\-      -jj^     j , 

so  dass  f{x^  und  f{x.^  das  Vorzeichen  von  f{x.^  besitzen,  und 
also  auch 

wird.  Da  dieselben  Zeichencombinationeu  für  jedes  x'  innerhalb 
(afj  •  •  •  x^)  gelten,  und  da  /"(a;^,)  und  f{x^)  das  entgegengesetzte  Zeichen 
von  f{x2)  besitzen,  so  folgt  von  selbst,  dass  {x^y-'-x^)  ganz  inner- 
halb (xq,  •■•  rcj  liegt,  oder  dass 

^0  "^  X^^  <^  X^  "C^  x.^  <^  x^ 
wird.     Jetzt  setzen  wir  der  Kürze  wegen 

und  können  dann  nach  lU)  in  (x^  •  •  •  a;,)  noch  ein  Intervall  von  der 
Grösse  - —  und  in  (^3  •  •  •  a:^)  ein  solches  von  der  Grösse  ~-  ab- 
grenzen, so  dass  für  jedes  Ij  innerhalb  des  ersten  und  jedes  1^  inner- 
halb des  zweiten 

(8)  \m.)\<*^,  \f(.t^\<'^ 

bei  jedem  noch  so  grossen  r  wird.  Setzen  wir  diese  Werthe  ^^  und  ^_, 
für  X  und  {x  -f-  <>)  in  (6*)  ein,  so  giebt  dies  zunächst,  der  Formel 
(6*)  entsprechend, 

/■(l.)  -  f{id 


f{l.)    + 


I, -^,       |>s(s-l)' 


und  weil  (I2  —  ^1)  >  (^3  —  x^)  und  {x^  —  ^q)  <■  ist,  so  folgt  daraus 
weiter  unter  Berücksichtigung  von  (7)  und  (8) 

r       '    ajg  —  a?!    \  r       '       vis  (s  —  1) ' 

'■<(^-i)^(i+ 17(1)7)  ■ 

Bei  constanter  rechter  Seite  kann  man  r  beliebig  gross  werden  lassen; 
das  führt  auf  einen  Widerspruch,  der  dann  also  zeigt,  dass  inner- 
halb  einer  Strecke,   deren   Ausdehnung  ^       ist,   und   für  die 

/"(x)  am  Anfang  und  am  Ende  dasselbe  Zeichen  bewahrt,  eine 
Zeichenänderung  überhaupt  nicht  vorkommen  kann.  Falls 
f{x)  am  Anfang  und  ;nn  Ende  einer  Strecke   {x^,  ■•■  x.^),   deren  Aus- 
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dehnimg  <  ist,  verschiedene  Vorzeichen  besitzt,  dann  giebt  es  keine 
Zwischenwerthe  i\  >  Xq  und  a^g  >  ^^j,  so  dass 

sgii  fM  =  -  sgn  f{Xj)  =  +  sgn  fix^)  =  —  sgn  f{x.;) 

wäre;  denn  wegen  sgn  f  ( x^)  =  sgn  f  (x^)  würde  die  Existenz  eines  Xi 
nach  dem  eben  angeführten  Satze  unmöglich  sein.    Damit  ist  gezeigt, 

dass    innerhalb    einer    Strecke,    deren    Ausdehnung    <  —    ist, 

höchstens   eine   Zeichenänderung   von   f(x)   stattfinden   kann. 
Hiernach   braucht   man,    wenn  wir  nach   diesen   principiellen  Er- 
örterungen  wieder  von  Wurzeln  reden,   das  Intervall  ( —  q,  ■  ■  ■  -\-  q) 

nur  in    Intervalle    von    der  Grösse    —    zu    zerlegen,     um     durch     die 

Betrachtung  der  Vorzeichen  von  f(x)  in  den  Endpunkten  die  Ent- 
scheidung über  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  f(x)  =  0  und 
über  ihre  Lage  herbeizuführen.  Ja,  der  Satz  III)  zeigt  ferner, 
dass  man  um  jede  Wurzel  herum  ein  Intervall  abgrenzen  kann,  in  dem 
nur  ein  Vorzeichenwechsel  stattfindet,  und  in  dem  der  absolute  Werth 
von  f(x)  beständig  unter  einer  beliebig  klein  gewählten  Grenze  bleibt. 
§  240.  Es  kann  vorkommen,  dass  bei  den  besprochenen  Opera- 
tionen eine  Wurzel  in  den  Grenzpunkt  zweier  Intervalle  fällt.  Dies 
tritt  aber,  wenn  für  die  obere  Grenze  der  Wurzeln,  wie  dies  ja 
übrigens  gar  nicht  anders  möglich  ist,  eine  rationale  Grösse  genommen 
und  das  dadurch  erlangte  Gebiet  in  gleiche  Theile  zerlegt  wird,  nur 
dann  ein,  wenn  die  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coefficienten 

(9)  f{2)  =  c,0"  +  c,z—'  -f  c,^''-'^  4-  . . .  +  c,  =  0 

rationale  Wurzeln  besitzt.  Es  ist  deshalb  von  Interesse,  diese,  wenn 
es  durch  eine  expedite  Methode  thunlich  ist,  von  vorn  herein  auszu- 
sondern; auch  schon  deshalb,  weil  dadurch  der  Grad  der  Gleichung 
erniedrigt  wird,  ohne  dass  die  Coefficienten  complicirtere  Gestalt  an- 
nehmen. Theoretisch  haben  wir  diese  Aufgabe  früher  dadurch  gelöst, 
dass  wir  f{z)  in  seine  irreductiblen  Factoren  zerlegten.  Denn  stets 
dann  und  nur  dann,  wenn  ein  irreductibler  Factor  vom  ersten  Grade 
auftritt,  kommt  eine  rationale  Wurzel  vor.  Im  vorliegenden  einfacheren 
Falle  kann  mau  jedoch  eine  Reihe  von  Vereinfachungen  der  Rechnung 
anbringen,  die  wir  besprechen  wollen.  Vor  Allem  lässt  es  sich  so 
einrichten,  dass  man  bei  der  Zerlegung  sein  Augenmerk  überhaupt 
nur  auf  die  Herstellung  etwa  vorhandener  linearer  Factoren  richtet. 
Newton  zeigt  in  der  „Arithmetica  universalis",  wie  dies  am  ein- 
fachsten geschehen  kann.  Im  §  50  verfuhren  wir  zum  Zwecke  der 
Zerlegung  in  irreductible  Factoren  so,  dass  wir  eine  Reihe  ganzzahliger 
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Argumente  z^j  z.^,  z^,  •  •  •  in  f(ß)  eintrugen,  jedes  f{z?)  in  alle  seine 
positiv  und  negativ  genommenen  Factoren  zerlegten  di,  d'i ,  f/i",  •  •  • 
und  aus  diesen  d  eine  Tabelle  bildeten.  Hier  nehmen  wir  für  die 
Argumente  z  eine  arithmetische  Reihe  erster  Ordnung,  am  einfachsten 
die  Folge  der  ganzen  Zahlen,  •  •  •  —  2,  —  1,  0,  -(-1,  -\-2,  ■■-.  Hat  f(z) 
einen  Factor  tif^z  -{■  «j  mit  ganzzahligen  Coefficienten,  so  liefert  dieser 
für  die  gewählte  Argumentreihe  eine  Werthfolge,  welche  als  arith- 
metische Reihe  erster  Ordnung  auftritt.  Wir  combiniren  daher  alle 
d["\  f?l'*^  und  sehen  zu,  ob  Werthe  d'^''\  d]^\  •  •  •  bestehen,  die  mit  den 
beiden  erstgewählteu  eine  arithmetische  Reihe  erster  Ordnung  bilden. 
Ist  dies  der  Fall,  dann  nehmen  wir  für  a,  das  zum  Argumente  0 
gehörige  (/  und  für  a^  eine  beliebige  der  Differenzen  {dl^'^\j^ — '^\^^)- 
Die  so  hervortretenden  a^)S  -\-  a^  sind  die  einzigen,  welche  überhaupt 
als  lineare  Divisoren  von  {(/)  in  Frage  kommen  können. 

Mau  sieht  leicht,  dass  die  gegebene  Methode  sich  auf  die  Theiler 
höherer  Grade  ausdehnen  lässt;  das  findet  sich  auch  bereits  bei 
Newton  durchgeführt. 

§  241.  Gesetzt  (9)  hätte  die  Wurzel  ^i  =— ,  wobei  p  und  q 
ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  dann  muss 

CoP""  +  CiP^-^q  +  c^jf-'^(^  +  •••  +  c„_i_p5«-i  +  c,3"  =  0 

werden,  und  da  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  ersten  den  Factor  q 
enthalten,  p  aber  zu  q  relativ  prim  ist,  so  muss  c^  durch  q  theilbar 
sein.  Ebenso  zeigt  sich,  dass  c„  ein  Vielfaches  von  jt)  ist.  Durch 
Zerlegung  von  c^,  und  c„  in  ihre  sämmtlichen  Factoren,  wobei  auch  die 
Vorzeichen  +  zu  berücksichtigen  sind,  erhält  man  dann  alle  über- 
haupt in  Frage  kommenden  rationalen  Werthe,  mit  denen  somit  die 
Probe  zu  machen  wäre. 

Aus  dem  Abgeleiteten  folgt  sofort,  dass  eine  Gleichung  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten,  unter  denen  Cf^  =  \  ist,  ausser  ganzzahligen, 
keine  rationalen  Wurzeln  haben  kann.  Auf  diesen  besonderen  Fall 
Cy  =  1  kann  man  den  allgemeinen  Fall  (9)  leicht  zurückführen,  indem 

man  z  =  —  setzt  und  darauf  mit  c'/,    '  multiplicirt.     Wir  wollen  also 

von  vorn  herein  c^  =  1  voraussetzen.  Dann  kommen  nur  ganzzahlige 
Wurzeln  in  Frage.  Um  z=p  zu  prüfen,  müsste  man  in  (1)  diese 
Substitution  machen.  Bei  einigermassen  grossem  n  ist  diese  Rechnung 
recht  unbequem.  Newton  hat  gezeigt,  wie  man  sie  durch  eine  be- 
quemere ersetzen  kann,  die  zugleich  deji  Vortheil  in  sich  trägt,  falls 
^==2)  wirklich  eine  Wurzel  ist,  sofort  den  Quotienten  f{ß)\{z — p) 
zu  liefern. 
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Ist  fiß)  durch  {z — p)  theilbar,  und  setzt  mau 

Z"  +  Ci^"-^  +  0,2"*-^  +  •  •  •  +  f« 

=  {z  -p)  (z'^-'  +  d,z—''  -\-  d,z—'  +  •••  +  f7«-i), 
so  liefert  die  Vergleichung  der  Coefficienten 

Ci  =  ^^1  —P,     c.;^  =  d^  —  d^p,     c^  =  d^  —  d^p,    ■  ■■ 

Cn-l  =  dn-l   —  dn-2P,       C„  =   —  dn-lP 


dn 


und  also 

(10)       f4-,  = 

-      ^      ,     dn-2   = 

^„_i  -  C„_i 

p 

d,   =^'- 

— ;     c,  =  d^ 

Die  in  den  ersten  («  —  1)  Gleichungen  vorkommenden  Divisionen 
müssen  also  ganzzahlige  Quotienten  ergeben.  Erfüllt  dann  der  Werth 
von  f/j  die  letzte  Gleichung,  so  ist  p  eine  Wurzel,  und  die  d  sind 
die  Coefficienten  von  f{z)  :  (z  —  p).  Die  Prüfungsmethode  ist  hiernach 
einfach  zu  übersehen. 

Von  der  im  Allgemeinen  ziemlich  grossen  Zahl  von  Divisoren 
der  Coefficienten  c„  lassen  sich  manche  ohne  besonders  umständliche 
Prüfung  beseitigen.  Ist  nämlich  f{z)  durch  (z  —  p),  so  ist  /"(^h  1) 
durch  (p  ^  1)  theilbar;  und  da  /"(+  1)  durch  einfache  Addition  der 
positiv  oder  negativ  genommenen  Coefficienten  erhalten  wird,  so  hat 
man  nur  eine  bequeme  Rechnung  auszuführen.  Unter  den  Theilern 
von  /'(O)  können  hiernach  sofort  diejenigen  getilgt  werden,  welche  um  1 
vermehrt  oder  vermindert  nicht  Theiler  von  f[ —  1)  oder  /'(+  1)  sind. 

Eine  weitere  Vereinfachung  ergiebt  sich  dadurch,  dass  man  alle 
Werthe  beseitigt,  welche  die  nach  Vorlesung  16  gefundenen  Grenzen 
für  die  reellen  Wurzeln  überschreiten. 

Wir  wollen  das  von  Serret  gewählte  Beispiel 

/•=  ^5  _  34^3  _|_  29^2  ^  212^  -  300  =  0 

behandeln.     Schreibt  man  das  Polynom  in  der  Form 

f{z)  =  z'if—  34)  +  29^2  _|_  (212^  -  300), 

so  erkennt  man,  dass  keine  positive  Wurzel  gleich  6  oder  grösser 
als  6  sein  kann;  und  schreibt  man 

f{—  £)^  -  z'  {f  —  Uz  —  29)  -  (212^  +  300), 

so  erkennt  man,  dass  keine  negative  Wurzel  gleich  —  7  oder  kleiner 
als  —  7  sein  kann.    Von  den  Theilern  von  300  bleiben  also  nur  zurück 

4-5,  +4,  +3,  +2,  +1,  -1,  -2,  -3,  -4,  -5,  -6. 
Da  f{-\-  1)  =  —  92,  f{^—  1)  =  450  ist,  so  sind   +  1   keine   Wurzeln. 
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Da  /  (+  1)  durch  (4  -  1),  (_  2  ^  1),  (-  4  -  1),  (^-  5  ^-  1),  (-  6  -  1) 
und  /'( —  1)  durch  (3  -\-  1)  nicht  theilbar  ist,  so  fallen  auch  4,  3,  —  2, 
—  4,  —  5,  —  6,  weg  und  es  bleiben  nur 

+  5,  +2,  -3 

zur  Prüfung  übrig.     Die  erste  Zahl  liefert  nach  (  U>)  behandelt 

,               —300         ,.^         ,           GO  — 212 
(h  = 5—  =  ^0 ;     r/3  = ^— ; 

f/g  ist  keine  ganze  Zahl,  und  daher  kann  5  keine  Wurzel  der  Gleichung 
sein.     Die  Zahl  2  liefert 

,/^  „  _  "l«»  =  150,  ,/,  =  l^'^^  =-31,,/,==  ^^^"  =  -  30, 

''■  =  ^^V^*  =  2i        <,=0  =  2-2; 

folglich  ist  (s  —  2)  ein  Factor  von  f{2)  und  der  Quotient  lautet 
/^(^)  =  ^'  -\-  2^^  —  30^2  -  31;?  +  150. 

Hier  kann  f\  ==  0  auch  nur  wieder  an  rationalen  Wurzeln  2  oder  -  3 
besitzen.     Die  Annahme  2  liefert 

j,  150  „.       T        —75  +  31  „„       ,,        —22-1-30  . 

Ci  =  2  =  4  —  2; 

folglich  ist  (0  —  2)   ein  Doppelfactor  von  [(2),  und  der  Quotient  lautet 
f^(z)  =  ^3  -I-  4^2  —  22^  —  75. 

Aus  dem  letzten  Coefficienten  sieht  man,  dass  höchstens  noch  —  3 
eine  Wurzel  sein  kann.     Die  Prüfung  ergiebt 

j"             —75  c>r        V'        -25-f-22  ,    ,         „         .         1     I    Q 

d2= -3  =  —  25;     d,  =  — --f—  =  +  1;     Ci  =  4  =  1  +  3, 

also  ist  schliesslich 

fiz)  =  (z-  2f  {z  -f  3)  {z^  +  z  -  25), 
und  der  letzte  Factor  hat  dann  offenbar  keine  rationale  Wurzel  mehr. 
§  242.  Wir  wollen  noch  folgenden,  hierher  gehörigen  Satz  ab- 
leiten: Wenn  c^,  c„  und  eine  der  beiden  Grössen  /(l),  f{~  1) 
bei  einer  Gleichung  von  der  allgemeinen  Form  (9)  ungerade 
sind,  dann  hat  fiz)  ==  0  keine  rationalen  Wurzeln. 

Wenn    nämlich    \z  ■        \    ein    Factor    von    f{z)    ist,    dann    wird 
(l"t  {2)  :  {qz  —  p)  eine  ganzzahlige  Function;  Avir  setzen 

qz  —  p        ^  V  /' 
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und  dann  wird  jeder  Quotient 

qa  —  p 

für  jedes  ganzzahlige  a  eine  ganze  Zahl  werden.  Ist  nun  irgend  eine 
Primzahl  gegeben,  die  q  theilt,  so  kann  sie  nicht  (qa — j))  theilen; 
folglich  haben  q  und  (qa  —  2')  keinen  gemeinsamen  Theiler,  und  daher 
muss  f{a)  bereits  durch  (qa  —  p)  theilbar  sein.  Setzen  wir  jetzt 
a  =  0,  1,  —  1  so  zeigt  es  sich,  dass  die  drei  gebrochenen  Formen 

Cn      _ßi)_      fi-i) 

p  '   i—p'    a+p 
ganze  Zahlen  liefern.    Wendet  man  dieselben  Schlüsse  auf  die  Function 

(p(z)  =  CnZ""  +  C„_i^"-1  + h  Co 

an,  die  den  Theiler  (pz  —  q)  hat,  und  für  die  /"(!)  =  9?  (1),  /"( —  1) 
=  +  95  ( —  1)  ist,  so  zeigt  es  sich,  dass  auch 

q  '     q—p'      q-\-p 

ganz  sind.  Der  Voraussetzung  nach  sind  Cy  und  c„  ungerade;  also 
sind  p  und  q  ungerade,  während  (p  -\-  q)  und  (p  —  q)  gerade  sind. 
Wenn  folglich  eine  der  Grössen  /"(!),  f( — 1)  ungerade  ist,  tritt  ein 
Widerspruch  zu  Tage. 

Aehnliche  Schlüsse  kann  man  in  Menge  machen.     Sind  z.  B.  Cq,  c„ 
nicht  durch  3  theilbar,  dann  haben  p  und  q  die  Formen 

p  =  3m  +  1 ,     g  =  3w  +  1 
und    eine    der    beiden    Grössen    (p  +  <?)    oder    (p  —  q)    wird   durch   3 
theilbar.     Ist  folglich  keiner  der  Werthe  /"(l),  /(—  1)  durch  3  theil- 
bar, so  hat  f(z)  =  0  keine  rationale  Wurzel*). 


Zweiundzwanzigste  Vorlesung. 
Die  Newton'sche  und  die  Bernonlli'sclie  Nälierungsmethode. 

§  243.  Durch  jede  Methode,  durch  welche  die  reellen  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung  getrennt  werden,  -ist  zugleich  die  Mög- 
lichkeit der  Berechnung  einer  isolirten  reellen  Wurzel  mit  beliebiger 
Genauigkeit  gegeben.  Denn  wenn  zwischen  den  Grenzen  x■^^  und 
Xj  (>  oji)  nur  eine  einzige  Wurzel  t,  liegt,  und  man  theilt  (a:^,  •••  X,) 

*)  Vgl.  E.  Mathieu:  Theoremes  sur  les  racines  commensurables;  Nouv. 
Aqd.  XVI;  1857. 
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auf  willkürliche  Weise  in  Theile  ein,  so  kann  man  durch  die  Berechnung 
des  Vorzeichens  der  Function  in  den  einzelnen  Theilpunkten  ein 
kleineres  Theilintervall  (xo,  •  ■  ■  X.^)  bestimmen,  in  welchem  |  gelegen 
ist.  Von  diesem  aus  kann  man  in  gleicher  Weise  zu  einem  (iTj,  •••  Xg) 
übergehen  und  die  Werthe 

Aj  X^,     Ao  X.^,     Ag         X^,     •  •  • 

dabei  l)eliebig  verkleinern.     Nimmt  man  dann  statt  |  der  Reihe  nach 

■T,-j-l{X,-x,)  =  ^ix,-\-X,),    '^(x,-j-X.;),    Ux,-\-x,\    ■.., 

so  beträgt  der  Fehler  jedesmal  sicher  nicht  mehr  als  die  Hälfte  der 
Ausdehnung  des  lutervalles,  welches  zu  Grunde  gelegt  wird.  Man 
könnte  ja  von  vorn  herein  die  Grösse  der  Intervalle  so  klein  machen, 
dass  man  direct  die  geforderte  Genauigkeit  erhielte,  dies  würde  aber 
viele  unnütze  Zeichenberechnungen  fordern,  so  dass  eine  fortgesetzte 
Theilung,  z.  B.  eine  beständige  Halbirung  vorzuziehen  ist. 

Trotzdem  bleibt  diese  einfache  Methode  recht  umständlich,  da 
eine  Fülle  überflüssiger  Rechnungen  nicht  zu  umgehen  ist,  und  es  ge- 
staltet sich  daher  bequemer,  zu  anderen  Näherungsmethoden  zu  greifen. 
Unter  diesen  steht  die  sogenannte  New  ton 'sehe*)  an  erster  Stelle. 
Sie  ist  in  ihrer  ursprünglichen  Form  trotz  aller  später  angebrachten 
Feinheiten  die  förderndste.     Wir  wollen  sie  auseinandersetzen. 

§  244.  Nachdem  für  die  reelle,  einfache  Wurzel  |  eine  obere 
Grenze  X,  und  eine  untere  x^  gefunden  ist  (j',  <  |  <  Xj),  derart  dass 
I  die  einzige  Wurzel  von  f{z)  =  0  zwischen  Xy  und  Xj  ist,  setzen  wir 

^  =  ^,  4-  /,^  =  X,  +  iy^;  (sgn  h,  =  +  1;  sgn  H,  =  -  1), 

wo  dann  Ji^  und  H^  die  bei  den  Annahmen  x^  und  X'j  für  die  Wurzel 

begangenen  Fehler  bedeuten.     Dann  liefert  §  193 

/■(l)  =  0  =  fix,  +  /O  =  f  M  +  h  f  {X,  +  &]>,)         (0  <  #  <  1), 

/-(!)  =  0  =  f{X,  +  H,)  =  /(XO  +  HJ'{X,  +  ®H,)       (0^0^  1), 

und  demnach  wird 

(1)  h^    =  _     ,.,,      ■      ,      o..     ,,         ti,    —    - 


Versteht  man  nun  unter  M^  den  grössten  Werth,  welchen  \f'{x)  \  in 
(ajj  •••  Xj)  annehmen  kann,  so  ist  3Ii  von  Null  verschieden;  denn 
sonst  wäre  im  ganzen  Intervalle  bestä,ndig  f'{x)  =  0,  und  also  f{x) 
eine  Constante.     Nun  setzen  wir 

*)  Brief  an  Oldenburg  v.  1.3.  Juni  167(5;  ferner  dargelegt  in  der  Analysis 
per  aequationes  numero  terminorum  infinitas  und  im  Methodus  fluxionum. 
Uebrigens  halte  schon  Victa  eine  ganz  ähnliche  Methode  angegeben. 
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h[  = 


Hi^ 


dann  ist  //]  positiv,  und  \  hi]  <\  //,    ;  und  ebenso  ist  i/i  negativ,  und 
Hi    <i  H^.     Folglich  werden  lii  und  H'i   Näherungswerthe   für  h^ 
und  i/j,  und  es  gilt  für  sie 

Xi  <  x^  +  h[  <  I  <  X,  +  Fl'  <  Xi, 
d.  h.  wir  haben  ein  engeres  Intervall  {i\  -j-  lii,  •  ■  •  Xj  -(-  H'i)  erhalten, 
in  welchem  wiederum  |  als  einzige  Wurzel  liegt.  Wenden  wir  die- 
selbe Methode  auf  dieses  neue  Intervall  an,  u.  s.  f.,  dann  wird  die 
Wurzel  t,  in  immer  engere  Grenzen  eingeschlossen.  So  sollen  die 
Reihen  entstehen 


(3) 


x^ 

=  X^ 

+  Äi'; 

iii  = 

31, 

^2 

=  ^1 

+  i?i; 

Hi  =  - 

X, 

■            iXg 

+  ^2; 

lh  = 

1  fi^,)  1 

^3 

=  x, 

+  ^2; 

H,=^- 

Xy.+1 

=  Xy 

-\-Ka 

K.= 

\fK)\ 

^x 

Xx+i 

=  x. 

+^;; 

Hy=- 

Xi  —  a^i  >  X2  —  :r2  >  X3  —  Xs>  '■•  Xy,  —  Xy>  X^+i  —  r^^^-i  >  •  •  •. 
Es  erscheint  von  vorn  herein  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Grenze 


der  Werthe  x, ,  Xo 


x.,_ 


a"x  +  l; 


nicht  mit  der  Wurzel  %,  zusammen- 


fällt, sondern  dass  sie  ein  vor  ^  gelegener  Werth  '^^  wird.  Dann 
hätte  man 

lim  Xy.J^^.  =  |o7     ^i°i  ^^y-  =  ^^"^      jv/     =  ^' 

■/.  =  aa  y.^tß  y.  =  (n  y. 

Da  aber  ]\Iy_  nicht  über  die  endliche  Grösse  M^  hinaus  wachsen  kann, 
so  müsste  hierbei  lim  j  f(xy)  \  =  0  werden,  und  deshalb  würde  l^ 
gegen  die  Annahme  eine  Wurzel  sein.  Gleiches  gilt  für  die  Reihe 
Xj,  Xg,  •  •  •  X-^,  X^+i,  •  •  ■;  damit  ist  bewiesen,  dass  unser  Intervall 
{Xy_  •  ■  '  i,  •  ■  ■  X-J)  bei  wachsendem  k  beliebig  klein  wird. 

§  245.  Nehmen  wir  an,  dass  gleich  das  erste  Intervall  so  eng 
sei,  dass  f  (x)  in  ihm  an  keiner  Stelle  verschwindet,  dann  können  wir 
auch  über  die  Werthefolge  f(Xj),  f{x.^,  ■  ■  ■  eine  Anschauung  gewinnen. 
Im  allgemeinen  Falle  ist  es  möglich,  dass  x^  genauer  als  x^  aber 
I  fi^-i)  I  >    f{X\)     wird;  hier  dagegen  nicht.     Denn  es  wird 


8gn  t\x,) 


(4)      f{x.;)  =  fix,  +  hl)  =  f(x,)  { 1  +  1^-^  r  {X,  +  ^'h[)  I , 

und  wenn  also  im  allgemeinen  Falle 

(4^)  sgn|/(^,)/'(^.  +^70]  =  +l 


284  Zweiundzwanzigäte  Vorlesung  §  245—246. 

wäre,  erhielte  man  fix.?)  i  >  \  f{x^  .  Das  ist  jetzt  ausgeschlossen, 
weil  bei  positivem  fix^)  auf  der  ganzen  Strecke  (iCj  •  •  •  ^)  die  Function 
abnehmen,  also  f'{x)  negativ  werden  muss,  und  deshalb  (4*)  nicht 
erfüllt  sein  kann;  bei  negativem  f{x)  wird  dagegen  auf  der  ganzen 
Strecke  die  Function  wachsen,  f'{x)  positiv  werden,  und  infolge  dessen 
kann  auch  in  diesem  Falle  (4*)  nicht  gelten. 

Die  Klammer  rechts  in  (4)  ist  jetzt  ein  echter  Bruch,  für  den  wir 
eine  obere  Grenze  angeben  können.  Es  sei  m^  das  Minimum  von 
f"(x)  \  innerhalb  des  Intervalles;  dies  ist  nach  der  Annahme  von 
Null  verschieden;  di^  bleibt,  sobald  f{z)  von  höherem  als  dem  ersten 
Grade  ist,  kleiner  als  Jf^.  Dann  giebt  die  Gleichung  (4),  wenn  wir 
etwa  /(iCj)  als  positiv  voraussetzen, 

und  ebenso  weiter 

f(a;,)<fix.;){l-^)- 

Es  ist  aber  m^  >  nl^,  Mg  ^  M^,  so  dass  wir  um  so  mehr  setzen  können 

fix,)  <:  fix,)  {i-^)<  fix,)  (i  -  ^y 
fix.+o<fix,){i-'^y. 

Ebenso  hat  man,  da  /'(X^)  negativ  sein   muss,  weil  fix,)  positiv  war, 

/■(x.+o  ^  fix,)  (i  -  3.)^    ^(x,+o  <  fix,)  I  (i  -  ^)^ 

Da  mit  wachsendem  x  die  Potenz  sich  unbegrenzt  der  Null  nähert,  so 
liefern  die  letzten  Ungleichungen  wieder  den  Beweis  der  Couvergenz 
der  Näherungsreihen  an  |,  und  sie  geben  zugleich  eine  Bestimmung 
a  priori  für  die  Genauigkeit  der  Näherung. 

Fassen  wir  die  Resultate  dieses  und  des  vorhergehenden  Para- 
graphen zusammen,  so  können  wir  sagen:  Die  Reihen  der 
Näherungswerthe 

■^1 ;     ^2 )      "^3 )      '  '  '    "^y- )      Xy.  -|-  1  >      ■  ■  ■  \Xa  -\-  i.     ^  X(x) 

Xj,       Xg,       Xg,       •••        Xy^       Xy,J^\^       ■■■  (Xa-l-1     <    Xß.) 

convergiren  zur  Wurzel  %.     Die  Differenzen 
(5)  X,  —  J,,    Xa— a;^,    •••    Xy—Xy,,    Xyj^i— Xy.^^,    ■■■, 

deren  Grösse  ein  Mass  für  die  Genauigkeit  der  Näherungs- 
werthe giebt,  convergiren  zur  Null.     Die  Werthe 

X,  +  .T,         Xj  +  X,  ^x  +  ^x  .      ^x+i  +  *x-fl 
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sind  von  t,  um  weniger  als  die  Hälfte  der  entsprechenden 
Grösse  aus  (5)  entfernt.  Verschwindet  f'{x)  nicht  im  Inter- 
valle {Xi  ■■•  Xj),  dann  ist,  wenn  wir  /(.Tj)  als  positiv  und  f(Xj) 
als  negativ  voraussetzen, 

/•(:r.+o  <  fix,)  (i  -  ^)\  ^(x.+o  I  ^  I  ax,) ,  (i  -  ^^)^ 

Wir  müssen  jetzt  noch  ein  Mittel  zur  bequemen  Bestimmung  einer 
oberen  Grenze  für  jedes  M  in  (3)  angeben.  Wir  wollen  zunächst 
annehmen,  a\  und  X^  seien  beide  positiv.  Dann  fassen  wir  in  dem 
Ausdrucke  von  f  (x)  alle  Glieder  mit  positiven  Coefficienten  zu  einem 
Polynome  g(x),  alle  mit  negativen  Coefficienten  zu  einem  Polynome 
h(x)  zusammen,  so  dass 

r(«)  =g(x)  —  h(x) 
wird;  g  und  h  haben  positive  Coefficienten.     Dann  giebt 

g{X,)-h{x,) 
einen  oberen  Werth  für  M^,  und  so  können  wir  statt  (3)  schreiben 

I  /"(^i)  I       :   V  _  V        I  n^i)  i 


T    —  r    4-— iiMl_ 


X,  =  X,  - 


giX,)-hix,)' 


X  =  X,   -      '  ^^^^) 


g{X,)^h{x,)' 


Weil  die  Nenner  der  zweiten  Zeile  nicht  grösser  sind,  als  die  der 
ersten  u.  s.  w.,  so  gelten  unsere  früheren  Schlüsse  über  die  Convergenz 
ungeändert  auch  hier. 

Die  Aenderungen,  welche  vorgenommen  werden  müssen,  wenn 
beide  Werthe  x^  und  X^  oder  nur  der  erste  negativ  werden,  sind 
jetzt  leicht  ersichtlich. 

§  246.  Wir  haben  im  §  245  die  Voraussetzung  gemacht,  dass 
innerhalb  (x^,  •■•  XJ  die  Function  f (x)  nicht  verschwinde.  Durch 
eine  weitere  Voraussetzung  können  wir  die  Formeln  (7)  noch  mehr 
vereinfachen.  Haben  f\x)  und  f'\x)  einen  gemeinsamen  Theiler,  so 
kann  dieser  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  entfernt  werden.  Dann  darf 
/■"(l)  nicht  verschwinden,  und  wir  wollen  die  Annäherung  schon  so 
weit  getrieben  denken,  dass  zwischen  Xi  und  X^  keine  Wurzel  von 
f"(x)  =  0  liegt,  dass  also  f"{x)  innerhalb  (x^,  ■■  ■  XJ  sein  Zeichen 
nicht  ändert.  Infolge  dessen  wird  f  (x)  in  dem  gleichen  Intervalle 
entweder  stets  wachsen  oder  stets  abnehmen,  und  das  Maximum  seines 
absoluten  Betrages  wird  daher  mit  einem  der  ^^^erthe  f  (x^)  !  oder 
/'(Xj)  I  und  zwar  mit  dem  grösseren  von  beiden  zusammenfallen. 
Die    Wahl    dieses    Werthes    hat    vor    der    am    Schlüsse    des    vorigen 
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Paragraphen  angegebeueu  einer  oberen  Grenze  natürlich  den  Vorzug. 
Tritt  das  Maximum  etwa  an  der  unteren  Grenze  a:,  auf,  so  können 
wir  setzen 


(8) 


X  =x   -  '^^^         X  =  X  — 


^3  —  •'a        /'(a;.,)      !     ^a  —  ^2        rCa-ä)' 


Denn  da  f'{x)  bei  unverändertem  Zeichen  ununterbrochen  wächst  oder 
abnimmt,  so  ist  auch  |  f  {oc^)  das  Maximum  für  {i\,  •  •  •  X2);  und 
da  bei  positivem  (negativem)  /(x,)  die  Ableitung  f  {x)  beständig 
negativ  (positiv)  ist,  und  /"(XJ  negativ  (positiv)  wird,  so  sind  auch 
die  Zeichen  auf  den   rechten  Seiten   von  (8)   richtig  bestimmt,   indem 

—  ^77— r  positiv  und  —  -r, — r  negativ  sein  wird, 

§  247.  Wie  man  sieht,  stellt  sich  in  (8)  die  Reihe  der  Correc- 
turen  für  die  wachsende  Reihe  der  Näherungen  Xi,  x^,  x.^,  •••,  nämlich 

fix,)       ßx^       AfjO 

fix,)'   f'{x,y  f'{x,)' 

besonders  einfach  dar.  Wir  macheu  darauf  aufmerksam,  dass  dies 
immer  nur  an  demjenigen  Endpunkte  der  Strecke  (Xy  ■  ■  •  Xj  eintritt, 
für  welchen 

sgn(/(x)r(^-))  =  +l 

gilt.  In  der  That,  da  f"  sein  Zeichen  im  Intervalle  nicht  ändert,  so 
wird  /"  entweder  stets  zunehmen  oder  stets  abnehmen,  dabei  aber 
nicht  durch  Null  gehen,  denn  das  würde  der  Voraussetzung  aus 
§  245  widersprechen.  /"  ist  also  in  x^  absolut  am  grössten,  wenn 
entweder  f"{x^)  >  0,  f{x)  >  0  ist,  weil  dabei  /'  negativ  bleibt  und 
zunimmt,  oder  wenn  f"{x^)<0,  f\x^)  <0  ist,  weil  dabei  /'  positiv 
bleibt  und  abnimmt.  Die  beiden  anderen  Fälle  liefern  das  Maximum 
von  /'  in  X^.  Gleichzeitig  erkennt  man  durch  diese  Ueberlegung, 
dass  die  aufgestellte  Zeichengleichung  auch  nur  an  einem  der  beiden 
Endpunkte  a;,  oder  X^  erfüllt  sein  kann. 

In  der  Form  (8)  hat  Newton  die  nach  ihm  benannte 
Näherungsmethode  aufgestellt. 

§  248.  Häufig  kann  man  sich  auf  die  linke  Spalte  von  (8)  bei 
der  Ausführung  der  Rechnung  beschränken,  wobei  man  aber  freilich 
den  Vortheil  aufgiebt,  durch  die  Grösse  der  Intervalle  {X^  —  x^\ 
(Xg  —  X2),  •  •  •  den  Grad  der  Genauigkeit  der  erhaltenen  Näherungs- 
werthe    zu    taxiren.      Wir    wollen    zeigen,    wie    die    hierbei    nöthigen 
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Rechnungen  am  praktischsten  durchgeführt,  und  Wiederholungen  be- 
reits gemachter  Operationen  vermieden  werden. 

Es  reicht  aus,  dass  wir  das  Vorgehen  an  einer  Gleichung  vierten 
Grades  erklären.  In  der  Entwickelung  von  f{x  -{-  //)  nach  Potenzen 
von  h 

f{x  +  h)  ^f{x)  +  hf'ix)  +  /r  q^  +  /,3  g^  +  A*  ^^ 
setzen  wir  der  Abkürzung  wegen 

nx)-=f,{x),  y"{x)=f,{x),  lr{x)^f,{x), 

und  nehmen  an,  dass  f{x)  mit  dem  Gliede  1  •  x^  beginnt.     Dann  ist 
t{x  +  h)  =  f{x)  +  hf,{x)  +  h'f,{x)  +  h'f,{x)  +  7.^4  (^) 
ia^)  =  !)• 
Differentiirt  man  einmal,  so  entsteht 

A(^  +  /O  =  a^)  +  ^hUx)  +  'd¥f,{x)  +  4AY,(x); 
differentiirt  man  wiederum  und  dividirt  durch  2,  dann  folgt 

f,(x  +  /O  =  fA^)  +  ?>liU{x)  +  6AY,(a;); 
differentiirt  mau  nochmals  und  dividirt  durch  3,  so  erhält  man 
f,{x  +  h)  ^  t,{x) -^  4.hf\{x). 

Diesen  Formeln  gemäss  bildet  man  aus  den  bereits  bekannten  f^x), 
f^{x),  fi{x),  fix)  der  Reihe  nach  fs(x -{- h),  ^{x -^  h),  f^{x  +  K), 
f{x  -{-  Ji)  auf  folgende  Art:  In  eine  erste  Spalte  schreibt  man  /y, 
darunter  h  und  addirt;  darunter  zum  zweiten  Male  h  und  addirt  zur 
eben  erhaltenen  Summe;  darunter  zum  dritten  Male  h  und  addirt,  uud 
ebenso  zum  vierten  Male.     Die  Schluss-Summe  ist  f^x  -\-  li). 

Eine  zweite  Spalte  beginnt  mit  dem  Werthe  von  f^.  Darunter 
schreibt  man  das  Product  aus  h  und  dem  ersten  Zwischenresultate 
(/s  ~h  ^0  ^^^  ersten  Spalte  und  addirt;  die  Summe  ist  f.^  -\-  h  (/g  -\-  h). 
Darunter  schreibt  man  das  Product  aus  h  und  dem  zweiten  Zwischen- 
resultate {fs  -\-  2h)  der  ersten  Spalte  und  addirt;  die  Summe  ist 
f. 2  +  2/i/"3  -f-  o/i"^.  Darunter  schreibt  man  das  Product  aus  Ji  und  dem 
dritten  Zwischenresultate  (/g  -f-  3/0  der  ersten  Spalte  uud  addirt;  die 
Summe  ist  f^  -f-  'dhf^  -\-  6]i^  =  f.^ix  -\-  h). 

Eine  dritte  Spalte  beginnt  mit  dem  Werthe  von  f^.  Darunter 
schreibt  man  das  Product  aus  //  und  dem  ersten  Zwischenresultate 
f. 2  +  A/g  -|-  h^  der  zweiten  Spalte  und  addirt;  die  Summe  ist  f^  -f~  ^^d 
+  /t'/s  ~f~  ^^^-     Darunter  u.  s.  w.,  u.  s.  w. 
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Es  entsteht  also  folgende  Tabelle: 


/;  j 

f. 

/; 

/• 

+  Ä 

+  KU  +  Ä) 

-\rh{f,+hf,-^h') 

+  Ä(/'i+Ä/;  +  /r/;  +  Ä») 

/a  +  ^/^ 

+  K/3  +  3/O 

/;  +  2A/;  +  p>/r7;  +  4/. 

^'=/;(^-  +  /o 

f,  +  U 

A  +  3/^/3 +  6/^^  = 

=  /o(^  +  /0 

/, +  4A=/3(a;  +  /0. 

Die  Schlussresultate  der  einzelnen  Spalten  geben  uns  die  erste 
Zeile  für  eine  neue  Tabelle,  durch  welche  nach  der  Division 
f{x  -\-  ^)  '•  fiipc  -\-  1i)  und  dadurch  erlangtem  neuen  Werthe  der  Cor- 
rectur  eine  zweite  Verbesserung  augebracht  wird. 

§  249.     Wir  wollen  auch  an  dem  Zahlenbeispiele 
f(x)  =  a-^  -f  a:=^  —  3a;-  —  a;  —  4  =  0 
die  Durchführung  der  Rechnung  zeigen.     Es  ist 
t\{x)  =  4x'  +  Sx'  -  6ä;  —  1, 
f2(x)  =  6x^  -\-  3x  —  3, 
f,{x)  =  4x   +1. 
Da  /■(!)  ==  —  6,  f(2)  =  +  6   ist,    so  liegt   eine  Wurzel   zwischen    1 
und   2.     Weder   f'{x)  =  0,    noch    f"(x)  =  0    haben    zwischen    diesen 
beiden   Grenzen  eine  Wurzel.     Wir   wählen   zum   Ausgangspunkte   der 
Methode  3:^  =  2,  weil  f(2)  •  f"{2)  positiv  ist.     Dann  wird 
/;(2)  =  31,    /-X2)  =  27,    f,{2)  =  9- 

6 
"  31 

31 


9 


27 


=  -  0,2  • 
6 


X.  =  2 


0,2  =  1,8. 


-0,2 

—  1,76 

—  5,048 

—  5,1904 

8,8 
-  0,2 

25,24 
-1,72 

25,952 
-  4,704 

+  0,8096 

8,6 
-0,2 

23,52 

-  1,68 

21,248 

^,4 
-  0,2 

21,84 

8,2 

0,8096   __on4 
21.248      —  -^'^-^ 


2-3  =  1,8-0,04=  1,76 
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8,2 

21,84 

21,248 

0,8096 

-0,04 

-  0,3264 

0,860544 

—  0,81549824 

8,10 
—  0,04 

21,5136 

-  0,3248 

20,387456 
—  0,847552 

—  0,00589824 

8,12 
-0,04 

21,1888 
—  0,3232 

19,539904 

0,00589824 
"i     197539904^  ~" 

8,08 
-0,04 

20,8656 

X,  =  \,li 

8,04 

0,000302 


§  250.  Die  Benutzung  eiuer  unteren  und  einer  oberen  Grenze  x^ 
und  Xj  für  die  Wurzel  |  bietet  ausser  dem  Vortheile,  eine  Orientirung 
über  das  Mass  der  Annäherung  zu  geben,  noch  den,  übermässig  weit 
getriebene  Berechnungen  von  x^  und  X^  zu  vermeiden,  da  man  nur 
je  eine  Decimalstelle  über  die  übereinstimmenden  Stellen  hinaus  zu 
gehen  braucht.  Arbeitet  man  hingegen,  wie  dies  in  den  letzten  Para- 
graphen geschah,  nur  mit  einer  Serie  von  Näherungswerthen,  x^,  x.^, 
iPg,  •  •  •,  dann  bleibt  man  im  Zweifel,  wie  weit  die  Berechnungen  der 
Correcturen  li  fortgesetzt  werden  sollen,  um  weder  erreichbare  Ge- 
nauigkeit bei  Seite  zu  lassen,  noch  überflüssige  Rechnungen  durch- 
zuführen.    Es  ist  also  womöglich  hierüber  ein  Kennzeichen  abzuleiten. 

Man  kann  nach  §  194 


(9) 
schreiben 

bestimmt. 


/"(^i)  +  \f\x,)  +  ^  f"{x,  -f  ^\)  =  0 

Der  Werth  von  li'i  ist   durch  die  Newton'sche  Gleichung 

f{x,)^h[f\x,)=Q 
Wir  wollen  annehmen,  es  sei  der  wirkliche  Fehler 


d.  h.    die    Darstellung    von    //j    in    einem   Decimalbruche    beginne    mit 
0,00   ...,  wo  auf  das  Komma  noch  a  Nullen  folgen. 
Aus  (9)  und  (9^)  ergiebt  sich 


(9^) 


7  '_  ;.    _  7.  •.'/"(■''•i+&/'i). 


das  ist  die  Grösse  des  Fehlers,  den  wir  begehen,  wenn  wir  statt  der 
wirklichen  Correctur  h^  den  durch  (9^)  bestimmten  Näherungs werth 
nehmen.  Wäre  der  Werth  des  Bruches  auf  der  rechten  Seite  von  (9'') 
gleich  1,  dann  würde  dieser  Fehler  =  ]i^-  sein,  und  seine  Darstellung 
als   Decimalbruch   würde   erst  in   der  2a'^"   Stelle    nach   dem   Komma 

N  ü  1 1  o ,  Algebra.   I.  1  y 
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eine  von  Null  verschiedene  Zififer  aufweisen.  Es  wäre  also  uiclit 
praktisch,  bei  der  Berechnung  von  lii  über  diese  2«*"  Stelle  hinaus- 
zugehen. In  (9'')  tritt  nun  freilich  rechts  noch  als  Factor 
f" (Xi  -\-  d'Jij)  :  2f"{x^)  hinzu,  für  den  wir  in  genügender  Annäherung 
/  "(^i)  •  ^f'i^i)  setzen  können.  Dieser  verschiebt  die  Verhältnisse  nicht 
wesentlich.  Ist  sein  Werth  lO'^x,  wo  x  zwischen  1  und  10  liegt, 
so  macht  sich  der  Fehler  in  der  (2a  —  ß)*^"  Stelle  geltend,  und  bei 
ihr  kann  die  Division,  welche  auf  hi  führt,  füglich  abgebrochen  werden. 
Ist  ß  positiv,  so  muss  man  früher  aufhören,  ist  ß  negativ,  dann  kann 
man  über  die  (2a)*®  Stelle  hinausgehen.  Bei  unseren  Darlegungen  ist 
/<j  als  bekannt  benutzt;  um  diese  Annahme  auszuschalten,  reicht  es 
aus,  hl  selbst  an  die  Stelle  von  hj^  zu  setzen.  Daraus  entnimmt  man 
dann  die  Regel:  Beginnt  die  Division  f{x^'.f'{x^)  mit  a  Nullen, 
so  setzt  man  die  Rechnung  bis  zur  2a*^°  Decimalste  Ue  fort, 
um  lt[  den  vortheilhaftesten  Werth  zu  ertheilen. 

§  251.  Wir  beschäftigen  uns  weiter  mit  einer  in  ihren  Grund- 
zügen von  Daniel  Bernoulli  angegebenen,  von  Lagrange  und 
Euler  weiter  ausgebildeten,  und  besonders  von  Fourier  erweiterten 
Methode*).  Diese  beruht  darauf,  dass  die  Potenzen  grösserer  Zahlen 
die  gleichhohen  Potenzen  niederer  Zahlen  um  so  mehr  übertreffen,  je 
höher  die  Ordnung  der  Potenz  ist.  Wenn  nun  wie  gewöhnlich  f(z) 
als  von  vielfachen  Wurzeln  befreit  vorausgesetzt  wird,  dann  ordnen 
wir  die  Wurzeln  nach  der  absteigenden  Grösse  ihrer  absoluten  Be- 
träge, Zi,  5'2,  ^"3,  •  •  •  ^n,  und  es  sei  zunächst  \  z^  |  >  |  -2^2  5  jetzt  ist 
sicher  z^  eine  reelle  Wurzel,  da  conjugirt  complexe  Werthe  gleiche 
absolute  Beträge  besitzen.     In  der  Gleichung 

(10)  ,  =  .;(i  +  (|)^+|)'+...  +  e)*) 

haben  alle  auf  die  1  in  der  Klammer  folgenden  Summanden  absolute 
Beträge,  die  kleiner  als  1  sind  und  sich  mit  wachsendem  k  der  Null 
beliebig  nähern.  Es  ist  folglich  auch  der  Quotient  .s>  :  z\  eine  Grösse, 
die  sich  mit  wachsendem  /.'  der  Einheit  beliebig  nähert. 

Hieraus  kann  man  auf  verschiedene  Arten  eine  Näherungsmethode 
gründen,  welche  zu  derjenigen  Wurzel  von  f{z)  =0  führt,  die  den 
höchsten  absoluten  Betrag  unter  den   zx  aufweist.     Am  nächsten  liegt 


*)  D.  Bernoulli,  Comment.  Petrop.  III.  Lagrange,  CEuvres  t.  8.  S.  168. 
Euler^  Introduct.  in  anal.  inf.  I,  Cajj.  17  und  Anleitung  z.  Algebra.  T.  11  §  231. 
Petersburg  1771.  Fourier,  Analyse  des  equations  determinees.  S.  68  ff.  Vgl. 
Fr.  Cohn,  Ueber  die  in  recurrirender  Weise  gebildeten  Grössen  u.  s.  w.  Math. 
Ann.    44.    S.  473. 
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es,  die  Reihe  der  ys^  bei  wachsendem  Ic  als  Reihe  der  Näherungs- 
werthe  zu  nehmen.  Ebenso  können  wir  aber  auch  die  Reihe  der 
Quotienten  s^._|_i :  Sic  benutzen.  Beide  Methoden  sollen  in  den  folgenden 
Paragraphen  durchgeführt  werden.  Zunächst  jedoch  wollen  wir  einige 
Ueberleguno-eu  hinsichtlich  der  Art  der  Annäherung  anstellen. 
Wegen  der  Anordnung  der  «Jj,  2.,,  z.^,  •  •  ■  hat  man 

Sx  =  2i  •  rx  [J  «aJ  (0  <  n  <  1;  n  >  n  +  i), 

Als  symmetrische  Function  der  Wurzeln  ist  Sk  reell,  und  da  z\  es 
auch  ist,  so  folgt 

(11)  s,  =  z\  (1  +  r,  (m  -  \)r\)  (-  1<  r,  <  1). 
Ist  h  schon  einigermassen  gross,  dann  können  wir  setzen 

(IP)  f  s,  =  ^1  (1  +  ^,.  ^  r^,)  (-1<<?.<1) 

und 

(IP)  "yii  =  ,^  (1  +  p,  (n  -  1)  r^^        {-\<Qk<  1). 

Man  erkennt  daraus,  dass  wirklich  in  beiden  Fällen  die  linken  Seiten 
zur  Annäherung  an  %  benutzt  werden  können,  und  dass  die  Genauigkeit 
eine  um  so  grössere  ist,  je  kleiner  »"2  =  |  ^2  I  •  I  ^1  i  wird. 

§    252.     Wir    gehen   jetzt    auf   (11*)    näher  ein   und   wollen  zu- 
nächst dabei  den  einfachsten  Fall  behandeln,  nämlich  den,  dass 

I  ^1  I  >  1  ^2  I  >  1  %  1  >  •  •  •  >  1  ^«  1 
ist;  dabei  sind  dann  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 

(12)  f{z)  =  ^"  —  Ci^«-^  -\-  c^z''-'"—  c^z"-^  +  •  •  •  +  c«  =  0 

reell.  Sind  wir  im  Besitze  der  Werthe  von  s^,  Sg,  •••  ^i—i,  St,  so  hat 
es  natürlich  keinen  Zweck,  ausser  8^  auch  die  s  mit  niedrigerem 
Index  zur  Berechnung  von  z^  zu  verwenden;  man  wird  also  sogleich 
y Sk  nehmen.  Es  kommt  folglich  darauf  an,  möglichst  schnell  zu 
einem  %  mit  hinlänglich  hohen  Index  zu  gelangen.  Dazu  benutzen 
wir  am  besten  die  in  §  111  abgeleitete  Methode,  welche  uns  gestattet, 
aus  (12)  eine  Gleichung  mit  den  Wurzeln  z\j  z\j  •■•  zl  herzustellen. 
Wir  bilden  nämlich  das  Product  f{z)  •  f{ — 2');  dies  enthält  nur  gerade 
Potenzen  von  Z]  wir  führen  in  diesen  Ausdruck  statt  z"  eine  neue 
Unbestimmte  ein,  welche  wir  wieder  mit  z  bezeichnen,  und  erhalten 
so  das  Polynom  der  gewünschten  Gleichung  mit  den  Wurzeln  z],  z\., 
■  •  ■  z\.     Wir  schreiben  diese  Gleichung 

19* 
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Z^  —  Cf^-''  +  Cf^"-^  —  42)^n-3  _| _|_  c(2)   =  0. 

Hieraus  bilden  wir  auf  dem  gleichen  Wege  die  Gleichung 

^n  _  cW^n-l  -1-  cfz''-'^  —  tfz^-^  H +  6^  =  0 

mit  den  Wurzeln  z[,  z\,  •  •  •  -e*  und  allgemein 

(13)  z^  —  4")2''-i  +  4")^"--  —  6(">^''-=*  H ±  c|,">  =  0 

mit  den  Wurzeln  z",  z",  •••-">  wobei  wir  unter  a  eine  Potenz  von  2 
zu  verstehen  haben.     In  (13)  bedeutet 

cW  =  ^«  +  ^«  +  ^«  +  ...  =  .^„ 


so  dass  man  s«  auf  verhältnissmässig  bequeme  Weise  bekommt.  Das 
abgeleitete  System  liefert  aber  noch  mehr.  Bei  hinlänglich  grossem  a 
wird  jedesmal  das  erste  Glied  auf  jeder  der  rechten  Seiten  den  un- 
gefähren Werth  der  Gesammtsumme  augeben,  genau  wie  dies  für  6„ 
schon  in  §  251  bewiesen  ist.  Mau  hat  deshalb  auf  Grund  der  gleichen 
Ueberlegungen  für  wachsende  a 

lim  c(")  =  z1,     lim  c^/)  =  (^1^2)";     lioi  4"^  =  i^i^-i^i)" ,  •  ■  ■ 
oder  eigentlich  nur 

\zi\  =  lim  Vcf\     I  0,z.2  I  =  lim  >/^),      |  z.z^z.,  \  =  lim  }/c^\  ■  •  • 
und  folglich 

(14)  I  .,  ;  =  lim  v/cp,     |.,;=lim|/||,      |  .3  |  =  lim  ]/||,  •  • -, 

so  dass  also  durch  die  Reihe  der  Coefficienten  von  (13)  so- 
fort Näherungswerthe  für  sämmtliche  Wurzeln  von  f(z)  =  0 
geliefert  werden. 

Wir  wollen  die  Rechnung  an  einem  Beispiele  durchführen. 

z^  —  4z'^  —  ^f-f-3  =  0  hat  die  Wurzeln  ^, ,    Z2,    z^\ 


■2  J  '^■i  '1 


^3  _  18^^  -f  2bz  -  y  =  0  „      „  „         z,\  zi,  z, 


-274^2  +  3010  —  81  =  0  „      „  „         ^i'yZ.i^h"' 


^■5  _  74474^2  _j_  46213^ -6561  =  0    „ 

Nun  ist  8 

1/74474  =  4,06443!) 


»8      «8      «8 


f 
)/ 


74474 

6561 
46213 


=  0,942095 
=  0,783478 
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Die  wahren  Werthe  der  Wurzeln  sind  ihrer  absoluten  Grösse  nach 
geordnet 

5,  =  4,0644364  •  •  •;  ^2  =  —  0,89196520  •  •  •;  s^  =  0,82752156  ••  •. 
Der  erste  der  drei  Näherungswerthe  ist  also  schon  hinreichend  genau. 
Die   beiden    anderen    sind    deswegen   minder    gut,    weil    die    absoluten 
Werthe  der  Wurzeln  sich  nur  wenig  von  einander  unterscheiden. 

§  253.  Falls  alle  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  reell  sind, 
bleibt,  wie  man  leicht  sieht,  die  angegebene  Methode  auch  dann  noch 
wirksam,  wenn  mehrere  der  Wurzeln  einander  gleich,  oder  wenn  sie 
nur  durch  ihr  Vorzeichen  von  einander  verschieden  sind.     Ist  z.  B. 

dann  wird  für  hinlänglich  hohe  a  =  2*^  mit  beliebiger  Annäherung 

gesetzt  werden  können,  und  also  bleiben  die  Formeln  (14)  bestehen. 
Welches  Vorzeichen  dann  schliesslich  jedem  einzelnen  Zi  der  z^,  z.2,  ■•■ 
zu  geben  ist,  das  kann  durch  Substitution  von  z;.  in  f{z)  ermittelt 
werden;  häufig,  wie  z.  B.  beim  vorigen  Beispiele,  reicht  bereits  die 
Betrachtung  von  c^  =  z^  -]-  Z2  -\-  •••-{-  Zn  aus. 

§  254.  Anders  stellt  es  sich,  wenn  f  {/)  =  Q  auch  complexe 
Wurzeln  besitzt.  Wir  wollen  uns  der  U  eher  sichtlichkeit  halber  auf 
den  einfachsten  Fall  beschränken,  dass  nur  zwei  complexe  Wurzeln 
von  gleichem,  höchsten  absoluten  Werthe  existiren 

und  dass     z^  ,  <i  q  wird.     Man  hat  hierbei 

C(«)  =  29«  cos  «9  +  «?  +  <+•  •  •; 

(.(a)  ^  p2a  -|-  2p«  cos  atp-z^"  -\ , 


und  es  wird  also  zwar  die  Betrachtung  von  c^"'  keine  Näherungswerthe 
liefern,  wohl  aber  kann  man  die  Reihe  der  yc^^^  bei  wachsenden  et, 
als  Näherungswerthe  für  den  Modul  q  wählen. 

Als  Beispiel  möge  dienen 
z''  —  2»z^  +  5^  —  2  =  0  mit  den  Wurzeln  z^,    z.,,    z^] 

z'  +  ^'-^  +  13^;  —  4  =  0  „      ,. 

r  +  25^^+ 177^  — 16  =  0  .,,     „ 

z^  —  211z^  +  321292!  _  256  =  0  „      „ 

0^  — 9183^2  _f_  1032133889^  — 65536  =  0  „      „ 


j; 

h\ 

h\ 

h'\ 

>} 

h\ 

../, 

V; 

}f 

^^ 

^2', 

^3^ 

>J 

^.'', 

^■2     j 

^3^^ 

20-1  Zweiund'/wanzigste  Vorlesung  §  254 — 255. 

Die  letzte  Gleichung  giebt  als  Näberungswerth  für  q 

f/1032133889  =  1,912845  •  •  •; 

der  wahre  Werth  ist  q  =  1,01318893  •  •  •. 

Hat  man  so  einen  Werth  für  q  gefundon,  dann  giebt  die  erste 
Gleichung  von  (15),  auf  das  Anfangsglied  rechts  beschränkt,  den 
ungefähren  Werth  von  (p  durch 

cos  «qp  =  — ^  =       ]^=L 

Ireilich    nur    bis    auf  Vielfache   von  So  findet  man  beim  obigen 

Beispiele 

I6(p  ==  8P48'-f-  2xn, 

während  in  Wirklichkeit 

g,  =  50*^7' 12"     und     16(p  =  8P55' 12"  +  47r 

ist  Hinsichtlich  der  Bestimmung  des  noch  unbekannten  gauzSiahligen 
Factors  x  sowie  der  weiteren  bei  dieser  Methode  auftretenden  Ver- 
hältnisse verweisen  wir  auf  die  ausführliche  Enke'sche  Abhandlung: 
„Allgemeine  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen"*).  Hier  wollen 
wir  noch  erwähnen,  dass  wie  die  Wurzel  von  grösstem  so  auch  die 
vom  kleinsten  absoluten  Betrage  berechnet  werden  kann.  Um  dies 
durchzuführen,  ist  es  nur  nöthig,  aus  der  vorgelegten  Gleichung  durch 

die  Substitution  z  ==       eine    andere    herzuleiten,    deren    Wurzeln    die 

reciproken  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind.  Nach  §  112  erhält 
man  bei  dieser  Methode 

cfg"-4'Lir^-'  +  ---  =  o, 

cWtn—  c(4)   ^t«-'  +   •••  =0, 
7j    '  n  —  1  "  '  ' 


so  dass  in  dem  Falle,  in  welchem  nur  eine  Wurzel  -^n  =  7-  kleinsten 
Moduls  besteht, 

gesetzt  werden  kann. 

Im  Beispiele  dieses  Paragraphen  ergiebt  sich  daher 

*)  J.  für  M.    Bd.  22,  S.   193. 
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16, 


V-. 


65536        _  0,546602 


(IP)  "^^  =  ^,  (1  +  Q.{n  -  l)r\)         (_  1<  ^,  <  1) 


1032133889 

und  der  wahre  Wertli  ist  0,54660235  •  ••. 

§  255.     Wir  gehen  jetzt  zur  Behandlung  der  Formel 

über.  Die  Berechnung  der  s^^,  s^,  •••  s„_i  muss  nach  den  Formeln 
aus  §  91  oder  93  geschehen;  die  weiteren  s  findet  man  am  ein- 
fachsten durch  die  Recursionsformel 

Sa  ^=  CjSof  —  1  ^2^"  —  2     1     CgSß — 3  •■•  — p  CjiSa — «  • 

So  ergiebt  sich  bei  dem  Beispiele  aus  §  252 

^3  _  4^2  _  ^  _j_  3  _  0 
der  Reihe  nach 

s^  =  3,    s,  =4,    «2  =  18,    sg  =  67,    S4  =  274,    «5  =  1109, 

§6  =  4509,  5,  =  18323,  s^  =  74474; 

^  =  4,0645. 

Existiren  hingegen  mehrere  reelle  Wurzeln  von  gleichem  höchsten 
Modul,  etwa  z  positive  und  A  negative, 

I  ^1  i  >  I  5'x+;i+i  I, 
dann  erkennt  man  sofort,  dass 

S2A-=  (Jc  +  X)\z,  f^  +  ...,    S2,+i  =  (x  -  A)  !  2,  p^+1  +  ..., 
hm  — ^  =  hm  —^-  =  z^-  ==  0^-  =  . . .  =  ^^^^         (^^  =^  A) 

*'27.-  *2/t  — 1 

werden  wird.  Es  besteht  also  zwar  kein  lim  (Si  +  i  :  Sk),  aber  die  ab- 
geleiteten Formeln  geben  dennoch  die  Möglichkeit,  die  Werthe  von  0  , 
X  und  A  zu  berechnen.  Auch  bei  x  =  A  bleibt  lim  («2^+2 :  «2*)  =  ^1'^ 
bestehen,  dagegen  fällt  die  Grenze  für  (52*+!  :  S2k~i)  weg. 

Wir  nehmen  jetzt  als  Wurzeln  höchsten  Moduls  ein  einziges  Paar 
conjugirt  complexer  Werthe  an 

^1  =  c  [J  gp] ;     ^2  =  9  11  -  <p] , 

setzen  für  die  übrigen  z 

h  =  r-i  Ls  ß'sj  ?     •  •  •     ^«  =  ^n  ^^^  o,/^         (rx  ^  rx+x) 
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uiul  erhalten  für  die  Potenzsummeu 

(17)  '"  ^  ^^'  ''''^^'^  +  *^^'  +  ^*.  +  •  •  •  +  ^*) 

=  2()*  cos Ä:<p  +  &k (n  —  2) r*         (—1  <  ^<.  <  1 ;  »g  <  p). 

Hieraus  erkennt  man,  dass  5*^.1  :  Sk  keinen  festen  (irenzwerth  haben 
kann,  weil  dies  bei  cos  (Ä;  +  1)  T  :  cos/.g)  nicht  eintritt;  trotzdem  ist 
man  aber  im  Stande,  aus  den  Werthen  der  s^  sowohl  q  als  (jp  zu 
berechnen. 

Sind  nämlich  die  Glieder  der  Zeichenreihe 

(18)  sgncosg),     sgncos2g),     sgncosSqp,    •••    Hgn  coshcp,    ••• 
bekannt,  dann  kann  man  daraus  mit  beliebiger  Genauigkeit  den  Werth 
des  Winkels  q)  ableiten.    Wir  haben  (p  zwischen  0  und  27t.    Es  mögen 
in    (18)    Serien    von    aufeinander    folgenden    positiven    und    negativen 
Gliedern  vorkommen  und  zwar  der  Keihe  nach 

v^  Glieder  >  0,  v.,  Glieder  <  0,  Vg  Glieder  >  0,  •  •  •, 
wobei  Vj  auch  gleich  Null  werden  kann,  während  alle  anderen  v  po- 
sitive ganze  Zahlen  sind.  Da  für  jedes  Je  die  Gleichung  cos/i(27r  —  cp) 
=  coslcq)  gilt,  so  bestimmt  die  Zeichenangabe  für  (18)  den  Winkel  (p 
innerhalb  des  einfachen  Kreises  nicht  unzweideutig,  und  wir  können  qp 
zwischen  0  und  n  gelegen  denken.     Nun  ist 

{v,+v,-j-v,)<p<^^^<(v,-^v,-^v,+  l)<p,  ^(^^^,'%THr)<^ <2KT^q:;^) ' 

und  man  erhält 

(19)  w  =  lim  - — ,   ^~T         , — ,  =  lim  — j ^ ,  ^• 

Dem  letzten  Resultate  können  wir  einen  noch  einfacheren  Ausdruck 
geben,  wenn  wir  bedenken,  dass  x  die  Anzahl  der  Zeicheuwechsel  an- 
zeigt, die  in  den  ersten  (vy  -\-  v.^  -\-  ■  ■  ■  -\-  Vy)  Gliedern  von  (18)  vor- 
kommen, und  ferner,  dass  sich  die  Grenze  nicht  ändert,  wenn  wir  den 
Neuner  rechts  durch  irgend  einen  Werth  ersetzen,  der  zwischen 
(r/j  -f-  ^2  +  ■  •  •  +  i'y)  und  \Vi  -\-  i'o  -{-•■■  -\-  t'x  +  i)  liegt.  Falls  wir 
daher  durch  tv,„  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  angeben,  welche  in 
den  ersten  m  Gliedern  von  (18)  vorkommen,  so  können  wnr 

(ID'*)  (p  oder  {'2n  —  9?)  ^  liui 


schreiben. 


m 
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Wenn  deshalb   in  (17)  die  Zeichen  der  Sjc   stets   mit  den  Zeichen 
der  entsprechenden  Glieder  von  (19)   übereinstimmen   würden,  könnte 
man  (19^)  zur  Bestimmung  des  Winkels  q)  direct  auf  die  Reihe 
(18*)  sgn  Sj,     sgn  s^,     sgn  s.^,    ■  ■■    sgn  .^, 

verwenden.  Ist  aber  r^  :  q  =  \  ^.^  :  .?i  I  nicht  besonders  klein,  dann 
las  st  sich  über  die  Anfangsglieder  von  (18*)  gar  nichts  aussagen. 
Trotzdem  können  wir  nachweisen,  dass  (19*)  in  Gültigkeit  bleibt. 

Um  —  und  um  —  grenzen  wir  zwei  Winkel  räume  ab  (- 0-  •  •  • 

IC  \  /S  TC  3  TT  \ 

—  +  •^ )    wnd    [— '^  •  •  •  "2    "^~  "^7    ^°^^  solcher  Kleinheit,   dass   nicht 

zwei  aufeinander  folgende  Vielfache  ag)  und  (a-]-\)(p  in  einen  und 
denselben  dieser  Räume  fallen  können.  Ferner  wählen  wir  k  so 
gross,  dass 

wird,  dann  kann  das  Ergänzungsglied  in  (17)  das  Zeichen  von  S/,  nur 
dann  gegen  das  Zeichen  von  2p^cos/.qp  verändern,  wenn  (k —  l)  (p  und 
(Ä;  +  1)90  ausserhalb  und  Icp  innerhalb  eines  der  abgegrenzten  Winkel- 
räume liegen.  Dabei  haben  jedoch  s^—i  und  Sk+i  verschiedene  Vor- 
zeichen, und  also  kann  der  Zeichenwechsel  in  (18*)  gegen  den  in  (18) 
höchstens  um  eine  Stelle  verschoben  sein.  Dies  ist  aber  bei  der  Ver- 
wendung von  (19*)  ebenso  gleichgültig,  wie  der  Umstand,  dass  in  den 
Anfangsgliedern  der  Reihen  (18)  und  (18*)  eine  endliche  Zahl  von 
Unterschieden  vorkommen.  Man  kann  daher  aus  (19*)  mit  Hülfe 
von  (18*)  den  Winkel  q)  bestimmen,  wenn  tUn  die  Anzahl  der 
Zeichenwechsel  in  s^,  s.,,  •••  s,„  bedeutet. 

Existiren  mehrere  Paare  von  complexen  Wurzeln  höchsten  Moduls, 
oder  auch  nur  ein  Paar  nebst  anderen  reellen  Wurzeln  gleichen  Moduls, 
so  gestalten  sich  die  Verhältnisse  zu  complicirt,  als  dass  wir  hier 
darauf  eingehen  könnten.     Schon  in  dem  Falle 

^i='Q,     ^-2  =  9,     h  =  Q[l^\,     ^4  =  p[s— ^Jj     \^5\<9,    ■■■, 
wobei  die  Potenzsumme 

s,  =  2()Hl  +  cosA-9p)  +  (4  +  ■■•) 
wird,  ist  eine  Einsicht   in  die  Art   der  Näherung  schwer  zu  erlangen. 
Zwar  werden  wir  dabei  im  Allgemeinen  sgn  s^-  =  +  1  erhalten;   aber 

kann  zwischen  0  und  00  schwanken. 

§  256.  Bei  derartigen  verwickelten  Verhältnissen  ist  es  häufig 
vortheilhaft,  eine  Hülfsgieichung  aufzustellen,  deren  Wurzeln  angenähert 
die  V  Wurzeln  der  höchsten  Moduln  für   die  Gleichung  f(/)  =  0  vom 
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n*®°  Grade  sind.  Jacobi  hat,  einer  Andeutung  Fourier's  folgend, 
in  den  „Observatiunculae  ad  theoriam  aequationum  pertinentes",  Werke 
in,  280,  die  Bildung  dieser  Gleichung 


(20) 


^''  -  yi2'—''  +  r2^*-' +  y.'  =  0 


angegeben.     Wenn  die  Bedingung 

\  ^l  \  ^  '  ^2  '  ^  ■  •  '  \  ^r  \  >   ,  ^..  +  1  I  ^  I  ^.•  +  2  I  >  •  •  • 

erfüllt  ist,  dann  hat  man,  abgesehen  von  Factoren,  die  man  der  Einheit 
beliebig  nahe  bringen  kann,  die  Reihe  der  Gleichungen 

Sic      =z\       -^  A       H ^-  ^r  7 


und  daraus  ergiebt  sich  mit  gleicher  Annäherung 

(21)  Si-+v+l     nSt  +  r 


+  ytSl^^y-^ 


+  yvSk 


+  1 


0, 


Eliminirt  man  aus  (20)  und  (21)  die  noch  unbekannten  Coefficieuten  y^, 
7-2}  " '  7«  >  ^^  entsteht 

z'-  0'-^         •  •  •  1 

Sk+v  Sk  +  v—i      ■  •  ■    Sk 

Sk  +  f  +  l      Sk  +  v  ■  •  ■    Sk  +  1 


(22) 


=  0 


Sk-\-iv—l    Sk  +  2v  —  2    •  •   •    Sk  +  y 1 

als  eine  Art  von  Näherungsgleichung  für  die  v  höchsten  Wurzeln  von 
f{z)  =  0.      So  ist  für  V  =  2  die  Gleichung  (20)  zu  setzen: 

(S|+i  —  SkSk+2)  S^  —  {Sk  +  iSk+2  —  SkSk+i)  Z  +  (s|  +  2  —  5;;.+  i5a  +  3)  =  0. 

§  257.  Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  Methode  zur  Berechnung 
der  Sk  zu  besprechen.  Wir  haben  bereits  am  Anfange  von  §  255  er- 
wähnt, dass  es  vortheilhaft  sei,  s^,  s^,  •  •  •  Sn—\  nach  den  Formeln  des 
§  91  oder  §  93  und  die  weiteren  s  dann  nach  der  Recursionsformel 

Sn  +  k   —   C^Ün+k-l   +  C28n  +  k-2    —   •  •  •   +  CnSk  =  0 

ZU    bestimmen.      Hierzu    hat    Euler    eine    Bemerkung    gemacht,    die 
theoretisch  wie  praktisch  von  gleicher  Wichtigkeit  ist. 

Der  Einfachheit  halber  dürfen  wir  annehmen,  dass  f{z)  ohne  viel- 
fache Factoren  sei.  Dann  wollen  wir  den  Bruch,  dessen  Zähler  eine 
willkürliche,  Function  (;«  —  1)*^"  Grades  sein  mag. 
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1  =  1 

=  i  V  ^^  4-  i    V  "^^'^^'^  4-  i    V  '^^'^^^''^  4- 

und  dessen  Entwickelung  wir  kürzer 

1         I     1         I     1         I 

^  Ai  h/ 

setzen,  mit  f{£)  multipliciren  und  erhalten  dadurch  mittels  Vergleichung 
der  Coefficienten  gleichhoher  Potenzen  von  z  auf  beiden  Seiten  die 
Reihe  recurrirender  Gleichungen 

^0  =  ^07     ^v  —  ^1^0  =  «i;     <?2  —  ^1  ^1  +  ^2^0  =  <'2J    •  •  • 
(23)     (5„+i.  — Ci0„+f_i4-C2Ö„+A-_2 +  c„(Ja-  =  0       (Z- ==0,  1,  •••). 

Hieraus  erkennt  man  zuerst,  dass  zu  jeder  beliebigen  Wahl  von  reellen 
Werthen  für  g^^,   (3^,   •-•   0„_i    eine  Function   95(5')    gefunden    werden 
kann,  welche  die  Anfangsglieder  der  Entwickelung 
1         .1         ,  .1 


Z       ^      '      Z' 


z 


liefert,  und  weiter  dass  die  (>„-{-i  derselben  Recursionsformel  unter- 
liegen, nach  welcher  die  Bildung  der  s„+t  vor  sich  geht.     Weil  ferner 

^'~  n^.)  ^'^  nz.)  ''^     ^  f'K)  - 

ist,  so  kann  man  an  die  a  dieselben  Ueberlegungen  knüpfen  und  aus 
diesen  gleiche  Resultate  ziehen,  denen  wir  bereits  bei  den  s  begegnet 
sind.  Nothwendig  ist  es  dazu  nur,  dass  der  Coefficient  von  z\,  d.  h. 
dass  (p  (5;,)  nicht  verschwindet.  Das  könnte  aber  nur  dann  eintreten, 
wenn  f{z)  reductibel,  und  9?  {z)  zu  ihm  nicht  relativ  prim  wäre. 

Wir  haben  also,  wenn  wir   den   einfachsten  Fall   [  -s'i  |  >  !  ^2     ^^^ 
Auge  fassen,  auch  hier  der  Gleichung  (11^)  entsprechend, 

z-,  =  lim  — =!—  • 

Dabei  sind  ^o,  Gi,  ■  ■  ■  <?/,  — 1  völlig  willkürlich,  und  die  übrigen  6  werden 
nach  der  Recursionsformel  (23)  gebildet.  Hierbei  tritt  sogar  noch 
gegen  die  frühere  Methode  ein  Vortheil  zu  Tage,  wenn  man  einen,  ja 
leicht  zu  findenden  Näherungswerth  q  für  die  höchste  Wurzel  kennt 
und  dann  für  die  Anfangswerthe  die  Reihe 


300     Zweiundzwanzigste  Vorlesung  §  257.     Dreiundzwanzigste  Vorlesung  §  258. 

6^  =  0,     (>,  =  0,    •••    ()„_2  =  1,     ün-i  =  q 
nimmt,   indem  dabei  die  Näherung  schneller  vor  sich  geht,   als  wenn 
man  Sq,  s,,  •  ■  •  s„_i  benutzt;  denn  man  beginnt  dann  sofort  mit  einem 
genäherten  Resultate,   welches  auf  dem  zweiten  Wege  erst  nach  einer 
Anzahl  von  Schritten  erreicht  werden  würde. 

Wir  wollen  dies  endlich  auf  das  Beispiel  des  §  252 
^3  _  4^2  _  ^  _p  3  =  0 
anwenden,  indem  wir 

^0  =  ^,     (?i  =  l;     ö,  =  4 
setzen  und  dann  mittels 

die  weiteren  6  berechnen.     Dabei  finden  wir 

0^  =  11,    (?,i  =  69,    ^5  =  281,    ^6  =  1142,    ^7  =  4642,    ^8  =  18867, 


ff« 


=  4,06442  • 


und  dies  stimmt   mit  der  höchsten  Wurzel  der  Gleichung  in  den  vier 
ersten  Decimalstellen  überein. 


Dreiunclzwanzigste  Vorlesung. 

Algorithmen  zur  Berechnung  der  Wurzeln. 

§  258.  Die  Newton' sehe  Näherungsmethode  besteht  im  Wesent- 
lichen darin,  dass  man  von  dem,  einer  reellen  Wurzel  ^  von  f{s)  =  0 
hinreichend  angenäherten  Werthe  0^  aus  mittels  der  Formel 

(1)  ^,+1  =  0,-^^ 

der  Reihe  nach  z.,,  z.,  ■  •  •  berechnet.  Den  Coefficienten  der  höchsten 
Potenz  von  z  in  fiz)  setzen  wir  durchgehends  als  positiv  voraus. 
Dann  lässt  sich  beweisen,  dass  ^  =  lim  Zn  wird.    Wir  wollen  allgemein 

die  Frage  behandeln,  ob  es  noch  andere,  durch  eine  rationale  Gleichung 

(2)  Zx  +  r  =  F(„-;.) 

bestimmte  Algorithmen  giebt,  für  die  bei  Wiederholung  der  Operation 
von  bestimmten  Werthen  Zi  aus  ebenfalls  t,  ==  lim  Zn  wird*).     Gesetzt, 


*)  Vgl.  hierzu:   L.   Sancery:   De   la  methode  des   substitutions  successives 
pour  le  calcul  des  racines  des  (^quatione.  Nouv.  Ann.  (2)  I.  S.  ;^05.  —  E.  Schröder: 
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dies  wäre  der  Fall,  dann  müsste,  weil  ja  lim  z^  =  lim  Zn-\-i  ist,  aus  (2) 
sich  ergeben 

(3)  l  -  F{1), 
und  folglich  hätten  die  beiden  Gleichungen 

f{z)  =  0     und     F{z)  —  5  =  0 

eine  Wurzel,  nämlich  t,  gemeinsam.  Wenn  nun,  wie  wir  wieder 
voraussetzen  wollen,  f{z)  eine  irreductible,  ganze  Function  ist,  dann 
wird  die  zweite  Gleichung  alle  Wurzeln  der  ersten  besitzen,  und  daher 
muss  das  Polynom 

(4)  F{z)-z  =  f{z).g{z) 

werden,  wobei  g{z)  eine  beliebige  rationale,  ganze  oder  gebrochene 
Function  sein  kann.  Derartige  Ausdrücke  lassen  sich  leicht  und  in 
beliebiger  Menge  bilden.     So  ergeben  sich  z.  B.  bei  der  Gleichung 

f  =  z-  —  z  —  a  =  0 
unter  anderen  die  folgenden  Ausdrücke  für  F{z) 


z^-a, 
a  —  KZ 

Vz-\-a; 

Z-(x  +  l)' 

2-1-H           ' 

(a  +  1)  2  +  a 

a  +  l4-y(a  +  l)-  +  4az 

Z-'            ' 

2z 

z  —  a 
a  +  1  ' 

|/(a+l)^  +  a; 

Es  sind  dabei  in  die  zweite  Spalte  auch  irrationale  Functionen  auf- 
genommen. Im  Allgemeinen  ist  die  nachfolgende  Theorie  auch  auf 
sie  anwendbar.  Hier  treten  diese  irrationalen  Ausdrücke  in  besonders 
wichtiger  Weise  als  die  inversen  Functionen  der  in  gleicher  Zeile 
links  stehenden  heraus,  d.  h.  wenn  man  n  =  F{z)  aus  der  linken 
Spalte  entnimmt,  giebt  die  Umkehrung  dieser  Gleichung,  nämlich 
5'  =  ^  (h),  die  rechts  stehende  Function.  Ein  einfaches  Mittel,  solche 
Functionen  F  zu  erhalten,  besteht  darin,  dass  mau  in  /',  oder  all- 
gemeiner in  einem  Producte  f-  g  an  beliebig  vielen  Stellen  z  durch  u 
ersetzt;  entsteht  daraus  f{z,  ii),  dann  berechnet  man  aus  f(z,  ■»)  =  0 
einmal  z  als  Function  von  u  und  einmal  u  als  Function  von  z,  und 
es  wird  das  System 


Ueber  unendlich  viele  Algorithmen  zur  Auflösung  der  Gleichungen.  Math. 
Ann.  II.  S.  317.  —  C.  Isenkrahe:  üeber  die  Anwendung  iterirter  Functionen 
zur  Darstellung  der  Wurzeln  algebraischer  und  transcendenter  Gleichungen. 
Math.  Ann.  XXXI.    S.  309. 
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(5)  u  =  F{2),     s==0(u) 

ein  Functionenpaar  geben,  für  welches  die  Gleichungen 

gelten. 

Es  fragt  sich  nun,  ol)  umgekehrt  auch  jede  Wurzel  von  F{z)  =  z 
auch  eine  Wurzel  von  f{z)  =  0  ist.  Aus  (4)  folgt,  dass  dies  nicht 
noth wendig  ist;  und  ebenso  wenig  ist  jeder  durch  (2)  asymptotisch 
sesebene  Werth  eine  Wurzel  von  /"^  0:  es  kann  nach  unserer  Her- 
Stellungsmethode  auch  eine  Wurzel  von  (/  =  0  sein.  Wenn  wir  z.  B. 
die  Gleichung 

f=  ,/-'  +  1^  _  2  =  („^  -  1)  (..  +  2)  =  0 

betrachten  und  den  Algorithmus  der  Näherung 

setzen,  dann  wird  zwar  die  Gleichung 

f  =  ^-^-^ 

durch  die  beiden  Wurzeln  l=-\-\,  g  =  —  2  von/'=0  befriedigt, 
aber  der  Anfangs  werth  ^,  =  —  1,99  z.  B.  führt  auf  einen  fremden 
Werth  als  Grenze: 

z^  =  -\,n--;    ^3  =  -l,68..-,   .-,  =  -1,55..-,   .-5  =  -l,39-.-, 
^^6  =  —  1,24  •  •  •,    z^=—l,l2-;    ^'8  =  — l;Oö  •••,•••  lim  2„=  —  1, 

was  sich  dadurch  erklärt,  dass 

ist.  Die  Wurzel  t,  =  —  2  ist  hier  überhaupt  nicht  einer  asymptoti- 
schen Annäherung  fähig,  und  das  Gleiche  gilt  für  t,  =  \. 

§  259.  Die  bisher  aufgestellte  Bedingung  für  F{z)  ist  für  die 
Sicherheit  einer  Annäherung  noch  nicht  ausreichend,  wie  sich  soeben 
gezeigt  hat.  Bedeutet  l  eine  reelle  Wurzel,  s^  einen  hinreichend 
genäherten  Werth,  und  setzen  wir 

t  =  ^l    +    Ö\   =^2   +   «^2» 

so  ist  Z.2  11^^  dann  genauer  als  z^,  wenn  1  ^2  I  <  :  ^i  I  wird.  Nun  hat 
man  nach  dem  Mittelwerthsatze 

^  -  d,  ==  i^a  -  ö,)  =  FiX)  -d,.F'{t-  0d\),  (0  <  0  <  1) 
^^  d,  =  ö,F'{^-&d,) 

Ist  i  F'(S)  >  1;  SO  kann  man  um  ^  einen  endlichen,  reellen  Be- 
reich (S  —  T,  •  •  •  t  -\-  T)   abgrenzen,   innerhalb   dessen   der  Modul  von 
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F' {z)  grösser  als  1  ist.  Nimmt  mau  den  Näherungswerth  z^  inner- 
halb dieses  Bereiches  beliebig  nahe  an  t,  an,  so  zeigt  (6),  dass  die 
Fehler  dq.,  d^,  •  •  -,  statt  kleiner  zu  werden,  sich  vergrössern.  Eine 
asymptotische  Aunäheruug  ist  in  diesem  Falle  also  unmöglich,  ein 
sprungweises  Erreichen  aber  natürlich  nicht  ausgeschlossen. 

Ist  zweitens  i^'(^)  <  1,  dann  kann  man  wiederum  einen  end- 
lichen Bereich  (t,  —  t,  •  •  •  i,  -\-  r)  festlegen,  innerhalb  dessen  der  Modul 
von  F' (z)  überall  kleiner  als  1  bleibt.  Wählt  man  z^  in  diesem  Be- 
reiche, so  ist  2^.  ^ii^  genauerer  Näherungswerth,  weil  I  ^g  |  <  |  ^j  I  ist, 
z.^  noch  genauer  als  ^o,  u.  s.  w.  Es  findet  hierbei  auch  wirklich  eine 
Convergenz  nach  t,  statt.  Denn  der  Bereich  braucht  dazu  nur  so  ge- 
wählt zu  werden,  dass  das  Maximum  des  Moduls  von  F'{z)  in  ihm 
<  M  ist,  wo  M  einen  positiven,  der  Einheit  beliebig  nahe  liegenden, 
aber  doch  von  1  verschiedenen,  echten  Bruch  bezeichnet;  dann  folgt 
aus  (6)  der  Reihe  nach 

und  weil  lim  ilf"  =  0  ist,   so   folgt  hieraus   die  Convergenz  der  ^a  +  i 

nach  i;  hin.  Man  kann  natürlich  in  den  festgesetzten  Bereich  (^  —  x, 
•  •  •  ^  -f-  t)  auch  von  ausserhalb  belegenen  Punkten  sprungweise  ge- 
langen und  ist  dann  der  Annäherung  sicher,  wie  wir  eben  zeigten. 

Ist  bei  I  F'  {t^  I  <  1  das  Vorzeichen  von  F'  positiv,  dann  haben 
ög  und  d^  gleiche  Vorzeichen,  so  dass  die  Annäherung  von  einer  Seite 
her  geschieht,  und  alle  z^,  z.^j  z^,  •  •  •  gleichzeitig  grösser  oder  gleich- 
zeitig kleiner  sind  als  ^.  Ist  dagegen  sgu  F' (t,)  =  —  1,  dann  haben 
dg  und  dl  verschiedene  Vorzeichen  und  die  Werthe  z^,  z^,  z^,  •  •  ■  sind 
abwechselnd  kleiner  und  grösser  als  ^. 

Aus  (6)  kann  man  entnehmen,  dass  die  Convergenz  um  so 
schneller  vor  sich  geht,  je  kleiner  der  absolute  Betrag  von  -F'(^)  ist. 
Am  günstigsten  stellt  sich  der  Fall  F'{t,)  =  0.  Sollte  gleichzeitig 
auch  von  höheren  Ableitungen 

r{t)  =  o,  F"a)  =  o,  ...  i^a-i)(g)  =  o,   F(^)a)  +  o 

sein,  dann  wird  der  Fehler 

(7)  dg  =  ^  i^(^)(e  -  @d,)     (o<0^i), 

so  dass  also  bei  kleinem  d^  die  Annäherung  etwa  der  A*''"  Potenz  des 
Fehlers  proportional  erfolgt. 
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§  260.     Es    bleibt  noch    der    Fall    |  F'{t)  I  =  1     '^n    betrachten 
übrig.     Hierfür  setzen  wir,  ilhulich  wie  bei  (G), 

t-  d,  =  Fa-  d,)  =  Fit)  -  d,F\^  +  ^)^  F"ii-  Cifd,)     (p^e^l) 

und  erhalten  demnach 

(8)  d,  =  d\F'a)-  lö,U^'"{t-  (^ö,). 

Ist  nun  zuerst  -Z'"(^)  =  +  1?  und  also 

m     ö,  =  0,-1  d^F"ix  -  sd,)  =  ö,  (i  -  \  ö,F'\i  -  &öS) , 

so  kann  man,  wenn  F"(t)  positiv  ist,  von  t,  aus  einen  Bereich  abgrenzen, 
in  welchem  bei  hinreichend  kleinem  positiven  ()\  die  Klammergrösse 

l-^d,F"(t-&d,) 

positiv  und  kleiner  als  1  bleibt.  Für  jedes  z,,  welches  diesem  Be- 
reiche angehört,  convergirt  der  Algorithmus.  Bei  negativem  d,  findet 
das  nicht  statt.  Aehnlich  convergirt  er  bei  negativem  F"{t)  und 
negativem  d,.  Man  kann  sich  also  bei  F'(t)  =  1  und  i*"'(t)=|=Ö 
nur  von  einer  Seite  her  der  Wurzel  ^  nähern. 
Ist  dagegen  F'{t,)  =  —  1,  und  also 

(8")  d,  =  -ö,-^d;'F"a-&d,), 

dann  versagen  die   eben   benutzten  Schlüsse,   weil   zwar    |  ^2  I  <^  I  '^i 
wird,  aber  dann   weiter    l  Ös  |  >  |  ^2  |    werden    kann.      Um    auch    für 
diesen  Fall  eine  Uebersicht  der  Verhältnisse  zu  erlangen,  gehen  wir  in 
der  Entwickelung  einen  Schritt  weiter  und  setzen 

d,  =  +  d,F\0  -  I  ö,'F"{t)  +  l  Ö^F"'{t)  -  •••, 
woraus  bei  F'{^  =  —  1  durch  Elimination  von  Ö.,  die  Gleichung 

(9)  ö,  =  d,-  \ d;^\2F"\i)  +  ^^F"{xy\  +  ••• 

folgt.  Man  erkennt  also,  dass  bei  hinlänglich  kleinem  1  ö,  \, 
falls  F\^  =  —  1  ist,  Convergenz  stattfinden  wird,  oder 
nicht,  je  nachdem  die  Klammer  \2F"' iX)  -\- 2»F'\tY]  einen 
positiven  oder  einen  negativen  Werth  besitzt. 

§  261.  Wir  wollen  nun  auf  die  Ableitung  der  Functionen  F 
imd  0  in  §  258  zurückgehen  und  können  zeigen,  dass  wenn  F  und  Ö> 
zwei  inverse  Functionen  sind,  für  welche  die  beiden  Gleichungen 

(5^)  t  =  F{i),  s  =  c&a) 
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gelten,  dann  der  auf  O  gegründete  Algorithmus  an  allen  den  Stellen 
nach  ^  convergirt,  an  denen  der  auf  F  gegründete  seinen  Dienst 
versagt. 

Aus  den  Elementen  der  Diflerentialreehnung  ist  zu  entnehmen, 
dass   für  die   beiden   ersten  Ableitungen  von  F  und  0  die  Beziehung 

r{^) .  0\t)  =  1 

gilt.  Daraus  folgt,  dass  bei  \  F'{^)  \  >  l  sieh  |  $'(^)  |  <  1  heraus- 
stellt, so  dass  stets  einer  und  nur  einer  der  beiden  Algorithmen 
zum  Ziele  führt,  sobald  der  Modul  der  Ableitung  F' {^)  von  1 
verschieden  ist 

Ferner  hat  man  für  die  zweiten  Ableitungen  von  F  und  von   (P 

F"{t):F'{t?  =  ~^"iX)- 

Ist  also   i^'(^)  =  4"  1;   so   folgt,  dass  F" {^  und    O" (X)  verschiedene 
Vorzeichen  besitzen,  und  aus  (3*)  ergiebt  sich:  Auf  der  einen  Seite 
der    Wurzel    t,    convergirt   bei    F' (^  ==  -f-  1    der    Algorithmus 
von  F,  auf  der  anderen  derjenige  von  O. 
Endlich  ist  noch 

für  F'{t,)  =  —  1  erhält  man  deshalb 

0"(t)  =  F"{t),  ^'"(0  =  -  F"\t)  -  ^F"{ty, 
2O"'i0  +  3O"(0'  =  -  [2i^"'a)  +  ^F'\m- 
Ist  daher  die  in  (9)  auftretende  auf  den  Algorithmus  F  bezügliche 
Klammer  negativ,  so  ist  die  entsprechende,  zu  0  gehörige  Klammer 
positiv,  so  dass  dann  die  Couvergenz  nach  t,  von  beiden  Seiten  her 
bei  Anwendung  von  0  eintritt.  Bei  F'(^)  =  —  1  liefert  einer 
der  beiden  Algorithmen  Näherung  von  beiden  Seiten  her; 
der  andere  giebt  von  keiner  Seite  her  eine  Näherung. 

Auf  die  weiteren  Fälle,  die  bei  F"  (^)  =  0  u.  s.  w.  vorkommen 
können,  lohnt  es  sich  nicht,  hier  näher  einzugehen. 

§  262.  Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  |  i^'(g)  |  <  1  sei,  so  dass  von 
beiden  Seiten  her  mittels  F  eine  asymptotische  Annäherung  an  ^  er- 
zielt werden  kann.  Um  ^  herum  bestimmen  wir  ein  Intervall 
(Ij  •  •  •  ^j)  auf  folgende  Weise:  Geht  man  von  irgend  einem  Punkte 
der  Strecke  (|j  ••■  ^j)  mit  Ausnahme  der  Grenzpuukte  als  erstem 
Näherungswerthe  aus,  so  bleibt  man  im  Innern  der  Strecke  und  nähert 
sich  dem  Wurzelpunkte  ^.  Für  die  Grenzpunkte  ^^  und  t,[  soll  dies 
nicht  mehr  der  Fall  sein.  Damit  ist  natürlich  nicht  gesagt,  dass  man 
nicht  auch  von  einem  ausserhalb  (^^  •••  |j)  gelegenen  Punkte  ^,  durch 

Netto.   -Mgebra.   I.  Ü(J 
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Iteration  sprungweise  in  diese  Strecke  hiueingelangen  könnte;  jeden- 
falls aber  gilt  diese  letzte  Eigenschaft  nicht  für  alle  Punkte  zwischen 
^j  und  t- 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Feststellung  der  Grenzpuukte  Ij 
uud  1^.  Da  man  bei  den  Punkten  (|,  +  f)  und  (|j  —  e)^  wenn 
^j  <  I  <  Ij  ist,  bei  beliebig  kleiuem,  positiven  f  und  einmaliger  Itera- 
tion innerhalb  der  Strecke  bleibt,  und  da  die  Resultate  dieser  Iteration 
sich  von  denen  für  |,  und  |j  wegen  der  Stetigkeit  nur  beliebig  wenig 
unterscheiden,  so  können  ^^  und  ^'.,  auch  nur  wieder  die  Grenzpunkte 
geben,  d.  h.  man  hat 

^2  =  Ij  oder  i;     uud     ^,  =  l[   oder  ^,. 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall  Ig  =  ^i  •  Dann  wird  natürlich 
jede  weitere  Iteration  I3  =  I4  =  •••==  li  ergeben.  Demnach  ist  |, 
eine  Wurzel  von  F{0)  —  0  =  f{z)g{z)  =  0-  Liegt  folglich  keine 
Wurzel  von  g  =  0  zwischen  t,  und  der  nächst  kleineren  reellen 
Wurzel  ^'  von  f{z)  =  0,  so  ist  |,  selbst  gleich  t,'.  Dies  wird  also 
beispielsweise  bei  g{z)  =  1  eintreten.  Ist  F{z)  eine  ganze  oder  eine 
unecht  gebrochene  Function,  dann  ist  die  Möglichkeit  vorhanden,  dass 
li  den  Werth  — oo  (und  ebenso  |j  den  Werth  +00)  annimmt.  Denn 
dabei  wird  dem  |,  =  —  00  auch  ein  I2  =  —  "^  {^^^  ähnlich  bei 
I'  =  00  ein  i,\  =  00)  entsprechen.  Doch  kann  dies  offenbar  nur  bei 
der  kleinsten  (resp.  der  grössten)  reellen  Wurzel  vorkommen. 

Wir  betrachten  zweitens  den  Fall 

1-2   =   l[j        l\=ll        also        li   =   l,,        l3=^i- 

Dann  folgt  (von  |,  =  —  00  bezw.  |^  =  -{-  00  abgesehen),  dass  |, 
und  i,\  Wurzeln  von 

(12)  F[F{z)]  —  z  =  () 

sind,  und  zwar  solche,  die  nicht  schon  die  Gleichung 

befriedigen.  Nimmt  man  eine  derartige  Wurzel  1^  zum  Ausgangs- 
punkte der  Iteration,  dann  wechseln  beständig  die  beiden  Werthe  |j 
und  I'  mit  einander  ab,  und  eine  Convergenz  rindet  dabei  also 
nicht  statt. 

Nebenbei  bemerken  wir,  dass  ebenso  jede  Wurzel  n^  der  Gleichung 

(13)  F{F[F{z)\\-z  =  0, 

die  nicht  schon  die  Gleichung  (12j  befriedigt,  zu  einem  Tripel  von 
Werthen  Uy,  lu,  «'3  geh()rt,  die  bei  der  Iteration  unaufhörlich  cyklisch 
auseinander  hervorgehen;  und  in  derselben  Weise  kann  mau  jede 
weitere,  mehrfache  Iteration  benutzen. 


Algorithmen  zur  Berechnung  der  Wurzeln.  307 

Wir    wollen   eiu   numerisches   Beispiel   für   solche,    ja   hinlänglich 
interessanten  Fälle  augeben.     Es  sei  die  Gleichung  vorgelegt 

z-  +  4^  —  13  =  0; 
bilden  wir  daraus  den  Algorithmus 

13        1     ., 

dann  ergiebt  sich  beim  Anfangswerthe  Zq  ^=  0  Folgendes: 

^0  =  0;     Zi  =  \\     ^2  =  0,61;     03  =  3,16;     ^^  =  0,75;     ^fr.  =  3,11; 

^g  =  0,84;     s,  =  3,074;    s^  =  0,888;     z^  =  3,053;     z^^  =  0,920;    •  •  • 

lim  Z2m  =  1,     lim  s-zm+i  =  3. 

Nun  ist  in  der  That,  wie  die  Iteration  zeigt, 

39  +  26^?—  zl 

{z^  -  26z'  —  39)  +  6Az  =  \f  +  4^  -  13]  {z  -\){z  -  3), 

so  dass  diese  Resultate  mit  der  dargelegten  Theorie  völlig  überein- 
stimmen. 

Endlich  gehen  wir  zu  dem  Falle 

über.  Hier  ist  i,\  entweder  -f~  ^^  oder  eine  Wurzel  von  F{z)  —  ^  =  0, 
die  nicht  zugleich  Wurzel  von  f{z)  =  0  ist.  Tritt  das  Erste  ein, 
dann  muss  y{z)  eine  gebrochene  Function,  und  ^^  eine  Wurzel  der 
Gleichung  werden,  welche  entsteht,  wenn  man  ihren  Nenner  gleich  Null 
setzt.  Ist  dagegen  ^\  eine  Wurzel  von  F{z)  —  z  =  0,  dann  findet 
man  |,  als  eine  von  ^i  verschiedene  Wurzel  der  Gleichung 

r,  =  F{z). 

§  263.  Bei  dem  eben  besprochenen  Falle  |2  =  |', ,  l[=i,\  kann 
es  geschehen,  dass  die  beiden  ersten  Fehler  entgegengesetzte,  die  fol- 
genden dagegen  sämmtlich  dieselben  Vorzeichen  haben.  Dabei  sind 
diese  Fehler  von  endlicher  Grösse.  Es  kann  geschehen,  dass  auch  bei 
beliebig  kleinem  d\  die  Beziehung  sgn  d^d^  =  —  1,  sgn  8.^d^  =  -{-  \, 
sgn  ^3^4  =  -f- 1,  •  •  •  eintritt.  Dazu  ist  es  nur  nöthig,  dass  |  -F'(0  1  ""^  ^ 
ist,  während  F' {t,  —  ö)  und  F'{t,-\-8)  verschiedene  Vorzeichen  haben; 
und  weil  im  Allgemeinen  F'\^  von  Null  verschieden  ist,  so  reicht 
die  erste  Bedingung    |  F' (J^  \  =0  hierbei   auch  im  Allgemeinen  aus. 

Dieselben  Verhältnisse  treten  gleichfalls  ein,  wenn  mau 

F'{X)  =  0,     F"{^)  =  0,    •••    F^^'-'\t)  =  0,    i^(-^)(0  4=0 
hat,  da  dann 

20* 
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"■'      ">         {2xy. 

werden  wird. 

§  '264.     AVir  Latten  durch  (4)  gesehen,  dass  allgemein  bei  einem 
anwendbaren  Algorithmus  F 

sein  muss.     Will  man    \  F'  {z)  \  <i\   für  jede  Wurzel  t,  von  f{z)  =  0 
als  zweite  Bedingung  dazu  fügen,  so  wäre  (/  der  Bedingung 

0  >  f"{z)g{z)  >  —  2         (wenn  f{z)  =  0  ist) 
gemäss  zu  wählen.    Jeder  so  erhaltene  Algorithmus  liefert  Annäherung 
an  jede  reelle  Wurzel.     >^ehr  einfach  wird  diese  Bedingung  durch 

^^  ■'  v.f  {z) 

erfüllt  bei  positiven  Werthen  von  x,  die  grösser  als  ^   sind. 

Nach  §  259  stellt  sich  die  Näherung  besonders  günstig,  wenn  die 
erste  Ableitung  von  F{z) 

F\z)  =  \^-f\z)g{z)-\-f{z)g\z) 

für  alle  Wurzeln  von  /'  =  0  verschwindet.     Das  geschieht,  wenn  wir 
setzen,  wobei  gi{z)  eine  willkürliche  Function  ist.     Dann  erhält  man 

(13)  j^(,)_,_^/;|4-^^(^)^-:^(,J. 

Noch  vortheilhafter  gestaltet  sich  nach  §  259   die  Oonvergenz,   wenn 
ausserdem  auch  noch  die  zweite  Ableitung 

F"(^)  =  (p  +  2g,r)  +  /f^'""'^"^  +  g"J  +  4/y;/'  +  2g  J') 

für  alle  Wurzeln  von  /"  =  0  verschwindet.     Dies  geschieht  offenbar  in 
der  allgemeinsten  Art  für  die  Annahme 

_         f"     ,        ^ 

also  für  die  folgende  Gestalt  von  F{z) 

(14)  F(.)  =  ,-j%-  q%-?>  +  g.A^)f\^), 

wobei  wieder  unter  g.,{z')   eine   willkürliche  Function   zu  verstehen  ist. 
In  derselben  Art  kann  man  fortfahren  und  es  so  erreichen,   dass 

F\l)  =  0,     F"{0  =  ^,   ••■    F0-^HO  =  0 
für  alle  Wurzeln  t,  von  f(z)  =  0  wird.     In    diesem  Falle    können  wir 
sagen,  dass  die  Convergenz  von  der  A'""  Ordnung  (mindestens)  ist.   Hierbei 
wird  jeder  folgende  Fehler  der  A^""  Potenz  des  voraufgehenden  proportional. 
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§  265.  Nunmehr  gehen  wir  zu  der  Betrachtung  einiger  besonders 
wichtigen  Algorithmen  über.  Setzen  wir  in  (13)  ein  g^  =  0,  so  ent- 
steht der  NeAvton'sehe  in  der  vorigen  Vorlesung  ausführlich  be- 
handelte Algorithmus 

Dieser  liefert  für  alle  Wurzeln  quadratische  Convergenz.  Es  ist  näm- 
lich für  ihn  bei  jeder  Wurzel  ^ 

Dass  f==0  keine  Doppel-  oder  mehrfachen  Wurzeln  besitzt,  ist  voraus- 
gesetzt worden,  ja  sogar,  dass  f(^2)  unzerlegbar  sei;  daher  verschwindet 
F"  (t)  nicht,  und  F  liefert  in  der  That  eine  quadratische  Convergenz 
und  keine  von  höherer  Ordnung.  Weiter  lehrt  der  Vergleich  mit 
§  263,  dass  der  Algorithmus  an  jede  Wurzel  nur  von  der 
einen  Seite  her  asymptotisch  heranführt,  derart  dass  bei 
hinlänglich  kleinen  Werthen  von  ö^,  die  auf  der  anderen 
Seite  liegen,  sgn  ^i  •  ^2  =  —  1  wird. 
Aus 

folgt,  dass  auf  derjenigen  Seite  von  t,,  für  welche  zunächst  f{z)  und 
f"{z)  gleiche  Vorzeichen  besitzen,  sgn  d.^  =  sgn  dj  sein  wird.  Von 
ihr  aus  geht  also  die  asymptotische  Näherung  in  demselben  Sinne  vor 
sich,  während  die  andere  Seite  gleich  bei  der  ersten  Iteration  ver- 
lassen wird,  sobald  nur  8^  hinlänglich  klein  ist. 

Im  Falle  dass  f{£)  =  0  nur  reelle  Wurzeln  besitzt,  oder  all- 
gemeiner, im  Falle  dass  die  reellen  Wurzeln  von  f'{z)  =  0  sämmtlich 
durch  die  reellen  Wurzeln  von  f{z)  =  0  getrennt  werden,  und  die  von 
f"{z)  =  0  durch  diejenigen  von  f  (z)  =  0,  kann  man  den  Bereich  der 
Convergenz,  welcher  zu  der  grössten  und  zu  der  kleinsten  reellen  Wurzel 
gehört,  leicht  bestimmen.     Wir  betrachten  die  Gleichung  (§  259;  7) 


_  1  A  2  f"(t-&s,) 

2    "1      f'(^-RS^) 


und  entnehmen  aus  ihr,  dass  für  grosse  positive  oder  negative 
Zi  =  t  —  8^,  also  für  grosse  negative  oder  positive  d^,  das  Vorzeichen 
von  ^2  immer  nur  von  dem  des  Bruches  /"' :  /"  abhängen  wird.  Nun 
kann  mau  für  grosse  Werthe  von  z  setzen  f"(z)  =  na^z''^—'^  und 
f"{z)  =  n{n  —  l)ao^"-2;  für  solche  Werthe  wird  somit  sgn  (/"' : /"') 
==  sgn  z.     Für  grosso  positive  Ö^  d.  h.  für  grosse  negative  ,?j,  wird  also 
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d\;  positiv;  für  grosse  negative  d\  d.  h.  für  gro.sse  [)Ositive  z^  wird 
dg  negativ.  Die  Iteration  führt  daher  zunächst  nicht  auf  die  andere 
Seite  der  grössten  resp.  kleinsten  Wurzel  hinüber;  diese  Verhältnisse 
bleiben,  da  weder  /""  =  0  noch  /"  =  0  nach  unserer  Specialannahme 
jenseits  der  äussersten  Wurzeln  von  /"==  0  verschwinden  können,  bis 
in  beliebige  Nähe  an  diese  Wurzeln  heran  unverändert,  so  dass  also 
die  äussersten  Grenzen  beider  Convergenzintervalle  das  eine  Mal  -|-  oo 
und  das  andere  Mal  —  ex»  sind.  Auch  die  inneren  Grenzen  sind  bei 
der  höchsten  und  der  niedrigsten  Wurzel  leicht  zu  erkennen.  Hat 
man  die  äussersten  Wurzeln  eben  überschritten,  so  ändert  sich  der 
Sinn  der  Näherung,  d.  h.  es  wird  sgn  dj  ■  d.,  ==  —  1.  Dies  bleibt 
unseren  Voraussetzungen  gemäss  so  lange,  bis  /"(^)  =  0  wird;  dann 
führt  die  entsprechende  Iteration  sofort  ins  Unendliche.  Wir  haben 
also  den  Satz:  Besitzt  f(z)  =  0  nur  reelle  AVurzeln,  und  sind  «, 
und  «2  ^i^  äussersten  reellen  Wurzeln  von  /'(/)  ==  0,  wobei 
//,  <  Mg  ist,  so  führt  jeder  Anfangswerth  des  Newton'schen 
Algorithmus  zwischen  — oo  und«,  auf  die  kleinste,  und  jeder 
zwischen  11.2  und  -\- ck>  auf  die  grösste  Wurzel  von  /'=^0.*) 

§  266.  Lassen  wir  für  den  Augenblick  auch  mehrfache  Wurzeln 
bei  f=0  zu,  so  folgt,  dass  die  Newton' sehe  Methode  bei  diesen  nur 
eine  lineare  Annäherung  giebt.     In  der  That,  wenn  wir 

haben,  dann  wird,  falls  wir  nur  die  niedrigsten  Potenzen  von  {z  —  z^) 
beibehalten,  da  zuletzt  e  =  Zj^  gesetzt  wird, 

f  {z)  =  cc{z  -  z,Y-^  (^  _  ^2)  •••  +  ••  •, 

f"{z)  =  a(a  -  1)  {z  -  z,)"-^  {z-z,)---  +  --; 

■F'(A  ==  fk'lL'S'l  _  «(«-l)(^-g,)'"-'(g-  z,f  ••■  +  ••■ 
^  ^        '   f'{<^y  a.a{z-  z,f"-'  (z  -  z,y  ...  +  ...      ' 

so  dass  also  bei  a  >  1  der  Werth  von  F'  endlich  und  positiv  bleibt. 
Hier  findet  von  beiden  Seiten  her  lediglich  eine  lineare  Näherung  an 
die  «-fache  Wurzel  ^,  statt. 

Es  lässt  sich  aber  ohne  Schwierigkeit  ein  anderer  Algorithmus 
bestimmen,  für  den  selbst  bei  vielfachen  Wurzeln  überall  quadratische 
Convergenz  bestehen  bleibt.     Dazu  reicht  es  aus 


*)  Vgl.  A.  Tauber:  Ueber  die  Newton'sche  Niiherungsmethode,  Monatshefte 
f.  Math.  u.  Phys.    Wien  1885.  VI;  291. 
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zu  setzen.     Denn  es  wird  für  diesen  Algorithmus 

wobei  für  die  Annahme 

scheinbar  zwar  sowohl  Zähler  als  Nenner  als  niedrigste  Potenzen  von 
{s  —  .,)  die  (4«  —  4)*^°  enthalten,  in  Wirklichkeit  aber  der  Coefficient 
dieser  Potenz  im  Zähler  den  Werth 

2a\a  —  1)-  —  a\a  -  1)  —  a\a  —  1)  (a  —  2)  =  0 

annimmt,  so  dass  der  Zähler  den  Factor  {z  ■ — ■z^^'^~^  enthält,  und 
daher,  wie  behauptet  wurde,  F" {z^)  =  0  ist.  Dadurch  ist  dann  auch 
hier  die  quadratische  Convergenz  festgelegt. 

§  267.     Wir  stellen  zweitens  für  die  quadratische  Gleichung 

az^  -\-  cz  —  h  =  0         (a  >  0) 

den  Algorithmus 

az.^  +  fe 

auf.     Es  sind  die  beiden  Wurzeln  l  und  t,'  der  Gleichung  durch 

af  +  ß=-Ua  +  ß-  yn) 

bestimmt.  Dabei  wollen  wir  sgn  ]/Z)  ==  -\-  1  für  positive  D  nehmen 
imd  uns  auf  diesen  Fall  i)  >  0  beschränken,  um  die  sftnst  auftretenden 
cpmplexen  Wurzeln  oder  gleichen  Wurzeln  auszuschliessen. 

Es  wird 

aß  —  ba 


F\z)  = 


[uz  +  ^f  ' 

aB  —  bi 


F  {^)F  (X)         ^(„^_^ß)(^j<^p)-,.   -  1. 


Ist  I  «2;  +  /3  I  von  I  a^'  -|-  /3  I  verschieden,  dann  wird  der  eine  der 
beiden  Werthe  -F'(^)  |,  |  F' {i,')  \  grösser,  der  andere  dagegen  kleiner 
als  1,  und  es  wird  sonach  nur  an  den  letzteren  eine  Näherung 
stattfinden  können.  Ist  (a  -f-  |3)  >  0,  dann  hat  |  at,  -{•  ß  \  einen 
grösseren  Werth  als  \  at,'  -\-  ß  ;  folglich  ist  |  F'{1)  \  <  F'{1')  ,  und 
also  findet  an  die  algebraisch  grössere  Wurzel  die  Annäherung  statt. 
Bei  (fl  -\-  ß)  <^Q  erfolgt  sie  an  die  algebraisch  kleinere  Wurzel.  Bei 
(«  +  /3)  =  0  ist    \  al  -\-  ß  \  =  \  at,'  -\-  ß  \,  und  daher  wird 
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F[F(z')]  =  («''4-^«)-g  +  fe(«  +  P)  ^  (a-  +  &tt)g 
-f^L-^WJ         a{a-\-ß)z  -{-  {l>K-^  ß-')  bci  -{-  ß- 

die  Relation 

-   _  («M-_M^i  _  . 

-^3   —       -J„  _,_   ß,       —  ^1 

lieferu,  so  duss  dabei  gar  keine  Näheruiii»"  vorkommeu  kann. 

Wir  untersuchen  weiter,  innerhalb  welchen  Intervalles  überhaupt 
Convergenz  möglich  ist.  Wie  wir  bei  den  allgemeinen  Betrachtungen 
sahen,  können  Grenzpunkte  nur  solche  sein,  die  entweder 

F(^)  —  2^0     oder     F{F{z))  —  2  =  0 
machen.     Da  wir  aber  für  die  beiden  linken  Seiten 

az^  -\-  cz  —  b 


F{F{^)-2  =  - 


az-]-ß       ' 

ia-\-ß)iaz^-\-cz  —  b) 


finden,   so  folgt,  dass  bei  (a  -|-  /3)  =|=  0  überhaupt  keine  Grenzpunkte 
vorhanden  sein  können,  und  dass  also  jeder  beliebige  Anfangswerth  c^ 
auf  die   erreichbare  Wurzel   asymptotisch    führt,    natürlich    abgesehen 
von  dem  etwa  zum  Ausgange  genommeneu  zweiten  Wurzelpunkte. 
Die  zu  dem  aufgestellten  F  gehörige  inverse  Function  liefert 

durch  diesen  Algorithmus  wird  dann  die  zweite,  auf  dem  ersten  Wege 
nicht  erreichbare  Wurzel  erhalten  werden. 

In  dem   bisher  ausgeschlossenen  Grenzfalle  D  =  0   giebt  es  zwei 
einander  gleiche  Wurzeln.     Es  wird  hier 


«^  +  /j  = 

«r 

+  ß  =  .'  («  +  ß), 

4.{aß 

-h 

ci)  =  [a  +  /3)-, 

ai-^h 

a{t- 

-5,)  +  &                  d. 

«J+ß 

«« 

-d,)  +  ß          .          2« 

'''■  +  '         at-\-ß  a(t-d^)  +  ß  2^  rf    ' 

a^ß    " 

und  dieses  letzte  Resultat  zeigt,  dass,  je  nachdem  sgn  cc  (ß  +  »^f)  ==  +  1 
ist,  die  Annäherung  nur  von  der  Seite  der  negativen  oder  nur  von 
der  Seite  der  positiven  d  her  erfolgen  kann,  weil  nur  in  dem  hervor- 
gehobenen Falle    I  (^z+i  1    kleiner  als    |  öy,  \    wird. 

4^    208.      Wir    wollen    noch    mit    einigen    Worten    auf    ein    Paar 
naheliegende  Algorithmen  für  die  allgemeine  Gleichung  »''^"  Grades 

f{z)  =  ^"  4-  c.z"--"  +  c,.s»-2  +  ...  +  (,•„  =  () 
eingehen.     Zuerst  sei  F{z)  durch  die  Gleichung 
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bestimmt.     Hier  ist 

J^'(<^)  =  /■'(-)+  1; 

also  kann  F  nur  zur  Annälierung  an  solche  Wurzeln  ^  dienen,  für  die 

o>ra)>-2 

ist.  Bedeuten  t,^,  ^g?  ^3?  ■*  ^^^  reellen,  nach  absteigender  Grösse  ge- 
ordneten Wurzeln  von  /'(2)  =  0,  dann  sind  /"(^i)?  f'ita),  •••  positiv, 
und  es  kommen  bei  der  Näherung  also  überhaupt  nur  die  Wurzeln 
^2  7  ^4;  ■  ■  ■  ^^^  möglich  in  Betracht.  — 

Endlich  setzen  Avir  zur  Bestimmung  eines  neuen  Algorithmus 

F(z)  =  ']/(p{s),       (p{z)  =  —  C^Z"-^  —  C^Z"-'^  —   ...  —  Cn-lS  —  Ca 

und  haben  also 

Hier  ist  die  Ableitung 

so  dass  also  die  Bedingung 

erfüllt  sein  muss,  damit  au  die  Wurzel  ^  Annäherung  stattfinden  kann. 
Bei  der  höchsten  reellen  Wurzel  ^^^  wird  f  (ti)  positiv  werden,  da  f  für 
sie  bei  wachsendem  Argumente  im  Wachsen  begriffen  ist,  ferner 
f"  {^2)  negativ,  da  zwischen  ti  und  ^^  ^^^  ungerade  Anzahl  von 
Wurzeln  der  Gleichung  f  (z)  =  0  liegt,  u.  s.  f.,  so  dass 

sgu  ra,)  =  -  sgn  r(e,)  =  sgn  r  (^  =  -  sgn  nt,)  =  ■••  =  + 1. 

Für  ungerade  n  ist  in  (15)  ^"~^  stets  positiv;  folglich  kann  eine 
Annäherung  überhaupt  nur  an  ^i,  ^3,  ^5  •••  stattfinden.  Für  gerade  n 
stellt  es  sich  so:  Haben  etwa  ^, ,  ^2,  •  •  •  ^2«  reelle,  positive  Werthe,  dagegen 
^2«  +  i,  ^2a+2,  •  •  •  reelle,  negative,  dann  folgt,  dass  bei  der  Annäherung  als 
mögliche  Grenz  werthe  überhaupt  nur  ^j,  ^3,  •••  t2a—i,  t2a+-2,  t2a+i,  ■•■ 
in  Frage  kommen;  sind  dagegen  ^1,  ^2?  '■■  ^2»— 1  positiv  und  t,2a, 
t2a  +  i,  •■■  negativ,  dann  kann  eine  Annäherung  höchstens  an  ^l^,  ^3,  ••• 
^2«  — 1,  t2a,  t2a+2,  •••  stattfinden.  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  bei 
geradem  n   positive   ^  nur  durch  F{z)  =  +  |  y(p{z)  \    und    negative 

n  . — — — 

nur  durch  F{z)= —  |  y^){z)  \    erreicht  werden  können. 

§   269.     Wir  haben  uns   bisher  allein   mit  reellen  Wurzeln   be- 
schäftigt,  weil  wir  den  principiell  benutzten  Mittelwerthsatz  nur  für 
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reelle  Grössen  abgeleitet  haben.  Will  man  von  dieser  strengen  Beweis- 
führung absehen,  dann  ist  es  leicht,  auch  die  complexen  Wurzeln  in 
den  Bereich  der  Betrachtung  zu  ziehen. 

Wir  denken  uns  in  der  Entwickelung  von  F  nach  Potenzen  von  h 

F{z  +  h)  =  F{z)  +  hF'{z)  -f  /^  F'{z)-\--.. 

die  Grösse  h  als  von  so  kleinem  Modul,  dass  mit  hinreichender  Ge- 
nauigkeit bereits 

F{z  +  h)  =  F{z)-\-  hF'{z) 

gesetzt  werden  kann,  wenn  F' (z)  nicht  verschwindet,  und,  wenn  es 
verschwindet, 

F{z  +  h)  =  F{z)  +  ~  h^F"{z). 

Dann   können    wir    die    in   den    Anfangsparagraphen   dieser  Vorlesung 
gemachten  Schlüsse  auf  complexe  Wurzeln  erweitern.     Aus 
(6-)  8.  =  S.F'{1) 

folgt,  dass  wenn  |  F'{^  \  <  1  ist,  um  die  Wurzel  l  in  der  Ebene, 
welche  die  complexen  z  =  x  -\-  iy  darstellt,  ein  Flächenbereich  derart 
abgegrenzt  werden  kann,  dass  jeder  Punkt  des  Bereiches  als  Anfangs- 
werth  einer  Reihe  von  Näherungswerthen  genommen  werden  darf,  die 
auf  F  gegründet  asymptotisch  zu  l  führen.  Die  Näherung  geht  um 
so  schneller  vor  sich,  je  kleiner  der  absolute  Werth  von  F' {t)  ist. 
Für  -F'(0  ^^  ^  erhalten  wir  quadratische  Convergenz. 

Aus  §  265  folgt,  dass  die  Newton'sche  Methode  auch  für 
complexe  und  demnach  für  sämmtliche  Wurzeln  Gültigkeit 
besitzt. 


Vierundzwanzigste  Vorlesung. 
Iteration. 

§  270.  Im  Vorhergehenden  haben  wir  auf  einen  Anfangswerth  Zy 
eine  Operation  (p{z)  angewendet;  auf  das  erhaltene  Resultat  (f){z^)  die- 
selbe Operation,  so  dass  95  [9(^1)]  entstand,  u.  s.  f.  Wir  nennen  dieses 
Wiederholen  derselben  Operation  iterireu,  und  werden  das  Resultat 
und  die  Operation  selbst  als  Iteration  bezeichnen.  Diese  Operations- 
art wollen  wir  etwas  eingehender  studiren. 

Zur  Abkürzung  führen  wir  folgende  Bezeichnungen  ein 
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und  erkennen  ohne  Weiteres,  dass  hierfür  die  Regel 
(2)  fpy+^(^)  =  (PÄ'Piii^)]  =  ^ül9>y.(^)] 

gilt.     Wir  setzen  q)Q{2)  =  z. 

Wir  wollen  zunächst  beweisen,  dass,  wenn  tp  eine  rationale,  ganze 
Function  ist,  auch  der  Quotient 

eine  ganze,  rationale  Function  wird,  falls  m  eine  beliebige  positive, 
ganze  Zahl  bedeutet.  Man  hat,  um  dies  einzusehen,  nur  in  den 
Quotienten 

x  —  y        ' 

der  natürlich  eine  ganze  Function  der  beiden  Variablen  x  und  y  ist, 
X  =  <Py.r{p)j  y  =  <p(y.  —  i)v{ß)  ciuzusetzeu.  Dauu  entstehen  die  ganzen 
Functionen  von  z 


'Piy.  +  DM  -  fy.vi^)  7-f9'(;.  +  l)v(«)-<P^v(^) 


(3) 


/  =  0 
=   1    +   ^v  +    ^v^2.    +   •  •  •  +   {QvQ2v  •  ■  ■   Q..). 


Hieraus  ergiebt  sich  nun  für  v  =  1  und  {x  -\-  1)  =  m  das  Behauptete 
als  Specialfall  in  der  Form 

(•^')       ''^V  =  1  +  ^1  +  Q1Q2  +  •••  +  iQiQ2---Qn.-i)- 

Im  allgemeinen  Falle,  d.  h.  für  eine  allgemeine  ganze  Function 
(p{z),  ist  die  linke  Seite  von  (3*)  nicht  weiter  durch  {(p{z)  —  z)  theil- 
bar.  Denn  träte  dies  allgemein  ein,  dann  müsste  es  auch  für  die 
besondere  Annahme 

<p{z)  =  z^',     cp{cp{z))  =  Z^'%    ■■■    (p,„(^)  =  ^.""* 
eintreten,  d.  h.  es  müsste  auch  der  Quotient 


(z^  -  zf 

eine  ganze  Function  von  z  sein;   das  ist  aber  offenbar  nicht  so,  weil 
ja  der  Nenner  den  Factor  z\  der  Zähler  aber  nur  z^  enthält. 
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§  271.  Wir  verstehen  jetzt  unter  z'  irgend  einen  festen  Werth. 
Dann  gilt  die  Reihe  der  folgenden  Sätze. 

(I.)  Giebt  es  in  der  Reihe  der  iterirten  Functionen 

(4)  z\     (pi/),     q>,{3'),     q>^{z'),  ••• 

irgend  ein  Glied,  welches  gleich  z'  wird,  so  giebt  es  ein 
fff,{z')  dt'r  Art,  dass  alle  Glieder,  deren  Werth  z'  ist,  der  Reihe 

(o)  z',     9>a(^'),     (p2u{2'),     (pia{s'),  ••• 

angehören,  und  juir  sie. 

In  der  That,  wenn  cpaiz')  das  erste  Glied  in  der  Reihe  (4)  ist, 
welches  ^ z'  wird,  und  (pi{z')  irgend  ein  anderes  späteres  von  gleicher 
Eigenschaft,  und  wenn  endlich  ß  ==  ^la -{- y  gesetzt  wird  (}'<«), 
so  folgt  (Pii{z')  =  (Pyli^^fitti^')]  =  9>y{^')  =  -  j  i^^i^l  '^^''^^  ^^^  ^^^  ^^^ 
Annahmen  nur  verträglich,  falls  y  =  0  wird. 

(II.)    Die  Glieder  der  Reihe 

(6)  Z',       (p(s'),       9^2  (^');    •  ••    ^r,-l{s') 

sind  dann  sämmtlich  von  einander  verschieden;  bei  der 
Fortsetzung  der  Iteration  wiederholen  sich  diese  Werthe  in 
der  gleichen  Reihenfolge. 

In  der  That,  wenn  in  (6)  gleiche  Werthe  vorkämen,  wenn  also  etwa 

cpyX^')  =  fpxU)         (x  <  A  <  a) 

wäre,  dann  müsste  ja  auch 

sein,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Der  zweite  Theil  des  Satzes 
ist  klar. 

(III.)  Bedeutet  z'  eine  Wurzel  von  (px{z)  —  ^  =  0,  so  ist 
jedes  9);.('^')  ^^^  willkürlichem  Index  k  auch  eine  Wurzel  der- 
selben Gleichung.     Denn  es  ist 

Daraus  folgt,  dass  alle  Glieder  der  Reihe 

Wurzeln  von  <py{z)  —  z  =  0  sind.  Ist  in  dieser  Reihe  fp/.,{^')  d^-s 
erste  Glied,  dessen  Werth  wieder  gleich  ;;'  wird,  dann  sind  nach  (I.) 
und  (II.) 

von  einander  verschiedene  Wurzeln  von  (fx{z)  —  z  =  0,  und  A,  Avird 
dabei  eni  Theiler  von  x.     So  erkemit  man: 

(IV.)  Die  Wurzeln  von  (py.{^)  —  z  =  0  ordnen  sich   in  Zeilen 
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und  A^,  Ao  •  ■  •  sind  Theiler  von  x.  Jede  Wurzel  von 
(p{z)  —  z  =  0  und  nur  diese  werden  dabei  eingliedrige  Zeilen 
bilden.     Die  Wurzeln  von 

qp.,  U)  —  z) 

ordnen  sieb  desbalb  in  ein  äbnlicbes  Scbema  ein,  in  welchem 
keine  eingliedrigen  Zeilen  vorkommen.  Ist  q  eine  Primzahl, 
dann  ordnen  sich  die  Wurzeln   von   T,j{z)  =  0  in  ein  Schema 

^',       9{^'),       <P2(^'),    •■■   <jP5-i(0; 


ein,  dessen  Zeilen  sämmtlich  je  q  Glieder  enthalten. 

Hierbei  ist  q)(ß')  als  allgemeine  Function  gedacht  (S.  315,  unten). 
Wenn  man  die  Coefficienten  von  g)  nunmehr  so  ändert,  dass,  wenn 
dies  möglich  ist,  die  beiden  Gleichungen 

Tg{2)  =  0     und     (p(2)  —  z  =  0 

eine  Wurzel  z'  gemeinsam  haben,  dann  werden  alle  Glieder  der  ersten 
Zeile  im  letzten  Schema  einander  gleich  werden,  und  so  folgt  das  Theorem: 
(V.)    Wenn    für    eine    specielle   Function    95(5")    die    beiden 
Gleichungen 

T^{z)  =  0     und     cp{z)  —  z  =  0 

eine  Wurzel  z'  gemeinsam  haben,  so  ist  dieses  z'  eine  g-fache 
Wurzel  der  ersten  von  beiden  Gleicbungen,  sobald  q  eine 
Primzahl  ist. 

Aus  diesem  Satze  folgt  eine  merkwürdige  algebraische  Formel. 
Es  sei  eine  ganze  Function  vorgelegt 

(p{z)  ^=  az -^hz^ -\- cz^ -\- ■••'^ 
dann  beginnt  (p.^  mit  a'^z,  und  wir  können  setzen 

(p,j{s)  =  a'iz  +  \z'  +  c^z'  H , 

^.(^)= tI^ = f^ + ft^' + j-'^' + - + *"^'-' + ••■■ 

Hier  ist  0  =  0  eine  Wurzel  von  (f{z)  =  0.  Wählen  wir  a  als 
Wurzel  von 

(7)  "^^l  =  «.-1  +  ,,.-2  _|_  . . .  +  «  +  1  _  0, 
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also  als  primitive  Einheitswurzel,  dann  bat  auch  T,^  =  0  die  Wurzel 
z  ==  0-  folglich  ist  sie  nach  (V.)  eine  (/-fache  Wurzel  dieser  Gleichung, 
d.  h.  es  fallon  dann  die  Glieder  mit  z\  z',  •■•  :'/~^  im  Ausdrucke  von 
T^  fort,  oder  alle  die  Gleichungen  für  a 

A;  =  0,      n  =  0,   •■•    d,  =  0 
haben   mit  (7)   eine   Wurzel   gemeinsam.     (7)  ist   aber,   wie   wir   bald 
beweisen     werden,     irreductibel.       Deshalb     müssen     die     Ausdrücke 
ßqy  Y9}  ■  ■  ■  "^9  durch  («''  —  1)  :  (a  —  1)  theilbar  sein. 
(VI.)    Setzt  man 

(p{z)   =    az     -^  hz^  -\-  cz^  -\-  ••  ■, 

dann  werden  die  Coefficienten  /3g,  y^,  ••■  dg  von  z,  z- ,  •••  ä'"* 
in  Tg,  und  hg,  c,,  •••  dg  von  z^,  z^,  ■■■  z'^  in  (f>g{z)  durch 

«9-1  _j_  a?-2  _| [- a  +  1 

theilbar.     Die  letzte  Eigenschaft  folgt  daraus,  dass 

^>g{£)-z  =  {^{z)-z)Tg{z) 
in    unserem  Falle    die   Wurzel   ^  =  0    in    (g  +  1  )-facher  Multiplicität 
besitzt,    so    dass    im    Polynome   (pg  —  z    die    Glieder    mit    z,  z-,  •••  z^ 
sämmtlich  für  das  oben  gewählte  a  verschwinden  müssen. 

(VII.)  Die  gemeinsamen  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 

(Py.{z)    =    Z,  (P)_{Z)    =    Z 

sind  auch  Wurzeln  der  Gleichung 

<3P/.(^)  =  ^, 
wenn   /ii   den   grössten   gemeinsamen  Theiler   von  x   und  A  be- 
zeichnet. 

Den  gemachten  Voraussetzungen  nach  giebt  es  in  (4)  die  beiden 
Glieder  (py,{z'),  cpxiz'),  welche  ^^^  z'  werden,  wemi  z'  eine  der  gemein- 
samen Wurzeln  ist.  Also  sind  x  und  A  Vielfache  desjenigen  ersten 
Index,  für  den  die  Iteration  z'  als  Resultat  liefert.  Das  zeigt,  dass 
/ü  ein  Vielfaches  dieses  ersten  Index  wird. 

(VIII).  Ist  z'  eine  Wurzel  von  q)y.{^)  —  z  =  0,  so  ist  es  auch 
eine  Wurzel  von  tpmy.iß)  —  -2  =  0,  wenn  m  die  Reihe  der  posi- 
tiven ganzen  Zahlen  durchläuft. 

Denn  es  ist 
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(IX.)  Hat  das  Gleichungssystem  für  zweiUn bekannte  x  und  y 

die  Lösungen  x  =  x  ,  y  =  y',  dann  sind  x',  y'  Wurzeln  der 
Gleichung 

^;,+;.(a;)  —  o;  =  0; 

und  wenn  umgekehrt  x'  eine  Lösung  der  letzten  Gleichung 
ist,  dann  bilden 

x'  und  y'  =  (py.ix') 

ein  Wurzelpaar  des  ersten  Gleichungssystems. 

§  272.    Das  einfachste  Beispiel  solcher  Iterirung  liefert,  abgesehen 
von  dem  wenig  interessanten  q)  =  uz  -{-  ß,  die  gebrochene  Function 

worin  a^,  ß^,  y^,  d^  reelle  Grössen  sind,  für  die  a^d^^  —  Ä^i  H=0  sein 
soll,  weil  sonst  fp{z)  =  ß^  :  d ^  =  a^  :  y^  und  also  eine  Constante  werden 
würde.     Wir  setzen 


7m^  +  ^m 

und  schliessen  aus  der  Gleichung 

durch  Vergleichung  der  Coefficienten  der  beiden  letzten  Ausdrücke 

«/«  =  «iCCm-l  +  yiß,n-l,       ßm  =  ßiKm-l  +  ^i/^m-l, 
yrn  =  a^ym-l  +  y^Öm-i,       Ö^  =  ßiy.n-l  +   ^i^,„_l. 

Hieraus  ergiebt  sich 

Cim^m   —   ßm^m  =  {oC^^i    —   ß^Vi)    {Km-lÖm-l   —  ßm-iym-l) 


Denkt    man    sich    von    vorn    herein  jeden   Coefficienten    von  cp   durch 
Vr^i^i  —  /^i/i     dividirt,  so  entsteht  die  einfachere  Formel 

CCm^m  —   ßmym  =  +   1- 

Wir  untersuchen  nun,  unter  welchen  Bedingungen   die  Gleichung 

cp„,  {z)  =  z 
für  jedes  z,  also  identisch  erfüllt  werden  wird. 
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Diejenigen   Werthe  z,    welche   bei   unserer    einmal    angewendeten 

Operation  (p  ungeändert  bleiben,  genügen  der  Gleichung 

^  ^  g,  ^  +  p, 

71^  +  ^1 
oder 

Wir  bezeichnen  sie  mit  z'  und  s"  und  haben  wegen  der  Voraussetzung 

(«,«,  -  A)-,)  =  +  1  


y^z  = 


y,."-a,  =  yr?+^  =  i  L    '2  K  l       2    J    +  VJ    -  ^^- 

Wir  nehmen  nun  zuerst  an,  N  sei  von  J.  verschieden-,  hierbei  sind 
z'  und  z"  von  einander  verschieden.  Es  wird  in  diesem  Falle,  da  ja 
(p{z')  =  z',  (p{z")  =  z"  ist, 

j"       Vi  2  +  ^1       yi^'  +  ^i^  '  ^Vi^  +  ^i        yi2"  +  <Ji/ 


qp(2) 


2  —  2 '  ^  y^z"  -\-d\  ^  ^  z—_z^ 
z  —  z"     yj2'  +  *i  z  —  z 


y.(g)-g  ^  -ATS  fjz^^  '»'"'^^^     ^    ^  j\r«  fzr_l  . 

qp,(2)-s"  2-„-"'  9^(2) -5"  Z-Z" 

Die    charakteristische    Bedingung    dafür,    dass    q),n{z)  =  z   ist,    lautet 

also  einfach 

JV'«  =  1, 

und  wir  untersuchen  zunächst,  was  dies  für  reelle,  imd  dann,   was  es 
für  complexe  Werthe  von  N  bedeutet. 

Im  ersten  Falle  kaim  nur  iV^  =  +  1  sein,  und  da  JV  =  +  1  aus- 
geschlossen war,  so  bleibt  allein  N  =  —  l,  m  =  2x  möglich.  Weil 
nun  schon  N'-  =  -}-  1   wird,  so  haben  wir 

(«■'+  ^ir,)^  +  («1  +  ^,)ßx  =  («1  +  ^i)7i''  +  (/^.r,  +  ö.'-^)-, 

(«1  +  ö.)  (y,^'"  +  {ö,  -  a,)z  -  ß,)  =  0; 
weil  diese  Gleichungen  für  alle  z  gelten  sollen,  so  ist,   da  der  banale 
Fall  «j  =  (5i,  ßi  =  0,  Yi  =  0  ausgeschlossen  werden  kann,   zu  setzen 

a,+ö,=  0. 
Ist  N  complex,  dann  muss  der  Radicand  in  N  negativ  sein,  folg- 
lich  gelten    in    den   obigen   Gleichungen    die    oberen    Vor/.eichen,    und 
man  hat 
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sowie 


«.  +*i 


<1. 


Man  kann  deshalb 


-±^'^  =  coscp,       y  l  —  [-^^^)    =smcp, 

N  =  cos  2gp  —  isin2^, 
1  =  N'"  =  cos2mq)  —  ism2mq) 
setzen.     Daher  ist  2mq)  ==  2x7C,   wobei  a  irgend   eine  ganze  Zahl  be- 
deuten muss,  und  somit  ergiebt  sich 

Ol  =  2  cos 

Die  oben  für  JV  =  —  1  abgeleitete  Bedingung  ist  unter  der  hier  ge- 
fundenen   enthalten.       Es    wird    dann    und    nur    dann    (p„^(^z)  =  z 

werden,  wenn  ^^— |^ — -  gleich  dem  Cosinus  des  m**^"  Theils  eines 

ganzen  Vielfachen  von  jr  ist. 

Bisher   hatten    wir    iV=f=  1    angenommen.     Wir   betrachten  jetzt 
N=  1.     Da  dann  0' =  2"  ist,  so  muss 


i/(H^r+i=o 

sein;  also  gilt  das  obere  Vorzeichen,  und  es  wird 

«i<5i  —  ßiTi  =  1;     a,  -f  dj  =  +  2. 
Das  ergiebt  für  die  Iterationen  der  Reihe  nach 


[moTj  +  (m  —  1)]2  +  wißi 


'^yi^  +  [w*^i  +  (»w  —  1)] 
Soll  demnach  für  jedes  0  die  Gleichung  95,,,  (^)  =  ^  gelten,  so  ist 

ßi  =  0,     j/,  =  0,     «1  =  ^1 ;         9)(0)  =  ^ 
zu  setzen.   —  Lässt  man  m  wachsen,   so  nähert  sich  qo,«  dem  Werthe 
^    fA  _  (c^i  +  l)^  +  P. 

§  273.  Dass  bei  der  Iteration  einer  ganzen  Function  g){0)  nie- 
mals identisch  (pm{2)  =  z  werden  kami,  ist  selbstverständlich.  Wir 
wollen  hier  noch  beweisen,  dass  das  Wiederauftreten  des  Anfangs- 
werthes  auch  bei  keiner  gebrochenen,  rationalen  Function  von  höherem 
als  dem  ersten  Grade  eintreten  kann. 

Netto,  Algebra.   I.  21 
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Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  eine  beliebige  gebrochene  Function, 
zerlegen  Zähler  und  Nenner  in  ihre  linearen  Factoreii  und  schreiben  dies 

g{z)  ^  a^{z  —  g,)  (g—  p,)  ... 

h(z)         cc^iz  —  a,)  (ä—  a.J-  ••' 
wobei  wir  natürlich  voraussetzen   dürfen,  dass   kein  «, ,  n.,,  ■■■   einem 
"i!  ^^-i)  ■■■  gh'ich  ist.     Für  z  setzen  wir    in    diesen  Quotienten  die  ge- 
brochene Function 

*5^(^)  =  W) 
ein  und  nehmen  an,  dass  auch  Z  imd  i\'  zwei  ganze  Functionen  ohne 
gemeinsamen  Theiler  seien.     Die  Eintragung  dieses  Werthes  ergiebt 
g('y(^;)  ^  «0  ^^—  «1 N)  (-^  —  «2  N)  -^  AT/, 

wobei  die  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ^  die  Differenz  der  Grade 
von  h  und  g  bezeichnet. 

In  dem  Bruche  rechts  kann  sich  kein  Factor  in  2,  der  im  Zähler 
auftritt,  gegen  einen  gleichen  im  Nenner  wegheben.  Denn  hätten 
zwei  Klammern,  etwa 

Z(s)  -a^N  (z)     und     Z(z)  —  a„  N  (z) 
einen  gemeinsamen  Theiler,  dann  hätte  ihn  auch  ihre  Differenz 

{ax  —  a„)  N{z)     und  also  auch     Z(z), 
d.   h.    gegen   die   Annahme    wären   Z   und    N  nicht    relativ   prim   zu 
einander.  — 

Wäre  nun  g)m(^)  =  ^,  so  setzen  wir  für  die  voraufgehende  Iteration 

dann  folgt  aus  dem  bewiesenen  Hülfssatze,  dass  (fmiß)  durch  Fort- 
heben nicht  vereinfacht  werden,  und  dass  sonach  qp,,,  {£)  nur  dann  ==  z 
sein  kann,  weim  schon  g  :  h  und  (p  selbst  linear  sind;  damit  ist  die 
Richtigkeit  der  Behauptung  dargelegt. 

So  einfach  der  gegebene  Beweis  des  Hülfssatzes  ist,  so  hat  er 
doch  nach  der  Seite  hin  einen  Mangel,  dass  bei  unserem  rein  arith- 
metischen Satze  die  Existenz  von  Wurzeln  einer  Gleichung,  also  ein 
algebraisches  Theorem  vorausgesetzt  wurde.  Dem  können  wir  folgen der- 
massen  abhelfen. 

Es  seien  g{z),  h{z)  zwei  ganze  Functionen,  unter  denen  g{z)  dem 
Grade  nach  höher  oder  mindestens  gleich  h{z)  ist.  Ferner  sollen 
beide  Functionen  ohne  einen  gemeinsamen  Theiler  angenommen  werden. 
Setzt  mau  nun  in  g  und  in  A  für  die  Variable  z  den  Bruch 

Z{z) 
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ein  und  entfernt  die  Nenner  durch.  Multiplication  mit  der  niedrigsten 
dazu  nöthigeu  Potenz  von  JV;  dann  behaupten  wir,  dass  die  neuen 
Functionen/  die  mit  g{Z,  N),  h(Z,  N)  bezeichnet  werden  mögen,  auch 
keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen. 

Zum  Beweise  wenden  wir  auf  g  und  Jt  die  Euklid' sehe  Methode 
des  grössten  gemeinsamen  Theilers  an.     Dabei  möge 

die  erste  Zeile  des  Schemas  sein;  5,  ist  ganz  wie  gewöhnlich  der 
Quotient  und  A,  der  Rest  der  Division.  Setzt  man  jetzt  wieder  q){s) 
statt  2  ein  und  bezeichnet  ähnlich  wie  soeben,  dann  entsteht  hieraus 

giZ,  N)  =  q,{Z,  N)h(Z,  N)  +  m'^h,{Z,  N). 

Dabei  ist  ^j  die  Differenz  der  Grade  von  g  und  7ij .  Hätten  nun 
g{Z,  N)  und  h{Z,  N)  einen  gemeinsamen  Theiler,  so  hätte  denselben 
auch,  da  er  offenbar  kein  Theiler  von  N^'^  sein  kann,  die  Function 
h^{Z,N).     Die  zweite  Zeile  des  Euklid'schen  Schemas  sei 

h{z)  =  q.^{z)\{z)-\-\{z); 
ihr  entsprechend  bilden  wir  wiederum 

h{Z,  N)  =  q,{Z,  N)  h,{Z,  N)  +  Nf^^hJZ,  N) 

und  schliessen,  dass  auch  Ji2(Z,  N)  denselben  Theiler  besitzt.  So  geht 
es  weiter,  und  da  wir  schliesslich  bei  fortgesetzter  Division  auf  eine 
Constante  hr  kommen,  so  folgt  die  behauptete  Unmöglichkeit  der 
Existenz  eines  Theilers  von  g(^Z,  N)  und  Ji{Z,  N). 


Fünfundzwanzigste   Vorlesung. 
Die  Untersnchungen  von  Lagrange. 

§  274.  Lagrange  knüpft  einen  Theil  seiner  Untersuchungen 
über  die  algebraischen  Gleichungen  an  eine  wichtige  Transformation 
an  (§  120).     Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  von 

(1)  /'(^)  =  ^«  —  Ci^»-i  +  Cg^"-^ 4-  c„  =  0 

mit  ^1,  z.^,  •  '  ■  Sn  und  setzen  die  Quadrate  der  Wurzeldifferenzen 

(2)  (p,=  (0,-zj,         (A<^;  A  =  l,2,  •••n-l;  itt  =  2,3,.--w), 
dann  kann,  wenn  l  und  fi  alle  gestatteten  Werthe  durchlaufen,  qp„  im 
Ganzen   ^  n(n  —  1)  Werthe  annehmen.    Diese  Anzahl  werde  wie  früher 

21* 
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mit  Q  bezeichnet.     Alle   die   q  Werthe   von  cp   sind   die  Wurzeln  einer 

Gleichung  ()**"'  Grades 

(3)  Fi<p)  =  q>'-^  -  C,q>^-'  +  C,g>'^'-' ±C,  =  0, 

deren  Coefficienten  ganze^  rationale  Functionen  von  c,,  c»,  •••  c„  werden. 
Die  bequemste  Herstellung  von  {o)  durch  Berechnung  der  Coefficienten  C 
haben  wir  früher  (§  120)  besprochen;  wir  wollen  (3)  als  Gleichung 
der  AVurzeldifferenz-Quadrate  bezeichnen.  Wir  haben  sie  bereits 
bei  der  Trennung  der  Wurzeln  (§  238)  benutzt. 

Welches  sind  die  charakteristischen  Bedingungen  dalür,  dass  (3) 
eine  positive  Wurzel  habe?  Offenbar  muss  (£;.  —  Zf^)  reell  sein  =q, 
und  also,  wenn  wir  f„  =  a  -\-  hi  setzen,  2/.  =  ((Z  +  ^)  +  ^h  ^^-  1^-  (1) 
muss  Wurzeln  besitzen,  die  in  ihren  imaginären  Theilen  überein- 
stimmen. Dies  findet  beispielsweise  stets  dann  statt,  wenn  (1)  mehrere 
reelle  Wurzeln  besitzt;  aber  aus  dem  Vorkommen  von  positiven 
Wurzeln  cpa  kann  noch  nicht  umgekehrt  auf  reelle  Wurzeln  £x  ge- 
schlossen werden.     So  hat  man  z.  B.  für 

/•(^)  =  z'  —  2z'  -f  ?yz-  —  2^  -f  2  =  0 

die  Wurzeln  1  -\-  i,  1  —  i,  i,  —  i  und  daher  für  cp  die  Werthe 

-4,  1,  (l  +  2iy,  {l-2i)\  l,  -4, 

unter  denen  zwei  positive  vorkommen,  trotzdem  f=0  keine  reellen 
Wurzeln  besitzt. 

Welches  sind  ferner  die  charakteristischen  Bedingungen  dafür, 
dass  (3)  eine  negative  Wurzel  habe?  Offenbar  muss  {zx  —  z^,)  rein 
imaginär  sein  =  qi,  und  also,  wenn  wir  2,,  =  a  -j-  hi  setzen, 
^^  =  a -\- {h -\- q)i,  d.  h.  (1)  muss  Wurzeln  besitzen,  die  in  ihren 
reellen  Theilen  übereinstimmen.  Dies  kann  nur  stattfinden,  Avenn  (1) 
überhaupt  imaginäre  Wurzeln  besitzt,  und  findet  dann  auch  sicher 
statt,  da  ja  mit  einem  ^;.  =  (a  -}-  bi)  zugleich  die  conjugirt  complexe 
Grösse  zi  ==  (a  —  bi)  als  Wurzel  auftritt;  denn  zwei  gleiche  reelle 
Wurzeln  geben  ein  g)a  =  0.  Das  Vorkommen  von  complexen 
Wurzeln  bei  (1)  ist  charakteristisch  für  das  Vorkommen  von 
negativen  Wurzeln  bei  (3). 

Complexe  Wurzeln  können  für  (3)  nur  erscheinen,  wenn  (1)  gleich- 
falls complexe  Wurzeln  besitzt.  Infolge  unseres  letzten  Resultates 
können  wir  also  sagen:  Die  Gleichung  (3)  hat  keine  complexen 
Wurzeln,  wenn  sie  keine  imaginären  Wurzeln  besitzt. 

§  275.  Aus  dieser  Eigenthümlichkeit  hat  schon  Waring  in 
seinem  Werke:  Miscellanea  analytica,  1762,  einen  wichtigen  Schluss 
gezogen,  auf  den  dann  .später  auch  Lagrauge  (ffiuvres,  Bd.  8  S.  143j 
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näher  eiugegaiigen  ist,  nicht  ohne  in  einigen  Worten  Waring's  Ver- 
dienste zu  erwähnen. 

Gesetzt,  (1)  besitzt  nur  reelle,  von  einander  verschiedene  Wurzeln. 
Dann  besitzt  (3)  lediglich  reelle,  positive  Wurzeln,  und  also  ist  nach 
§  107  die  linke  Seite  von  (3)  vollständig  und  besitzt  in  der  Coefficienten- 
reihe  nur  Zeichenwechsel;  mit  anderen  Worten,  alle  C\,  C^,  •  •  •  G, 
sind  von  Null  verschieden  und  positiv.  Wenn  umgekehrt  (3)  die  eben 
ausgesprochene  Eigenschaft  besitzt,  dann  folgt,  dass  diese  Gleichung 
keine  reelle,  negative  Wurzel  (pa  haben  kann,  weil  für  eine  solche 
alle  Vorzeichen  der  Glieder  auf  der  linken  Seite  einander  gleich 
würden,  und  die  Summe  deswegen  nicht  verschwinden  kann.  Nach 
den  letzten  Resultaten  des  vorigen  Paragraphen  hat  also  (1)  dann 
auch  keine  complexen  Wurzeln.  Es  ist  charakteristisch  für  die 
Realität  sämmtlicher  Gleichungswurzeln  von  (1),  dass  (3) 
eine  vollständige  Gleichung  mit  lauter  Zeichenwechseln  ist, 
dass  also  die  6',,  Q,  •••  C^  wesentlich  positive  Grössen   sind. 

So  erkennt  man  aus  dem  Beispiele  von  §  120  für  die  Gleichung 

(P)  3^   —   C^Z^  +   Cg^    —   Cg   =  0 

unter  Berücksichtigung  des  ümstandes,  dass  Cg  =  {c^  —  ^c.^)^  ist,  als 
charakteristische  Bedingungen  für  die  Realität  der  Wurzeln 
der  Gleichung  (1^)  des  dritten  Grades  (vgl.  §  216) 

c{'  -  3c,  >  0, 
—  Ac^^c.^  +  c^^c.^  +  I8C1C2C3  —  4.0^^  —  27^3^  >  0. 

Bei  diesen  Betrachtungen  ist  aber  festzuhalten,  dass  die  q  Be- 
dingungen 

(4)  Ci>0,     a>0,   •••    (7^>0 

nicht  unabhängig  von  einander  zu  sein  brauchen;  ja  wir  wissen  sogar 
aus  den  Ueberlegungen  beim  Stürmischen  Satze  (§  224),  dass  schon 
(n  —  1)  Bedingungen  ausreichen,  um  die  Realität  aller  Wurzeln  zu 
verbürgen;  die  grosse  Zahl  von  q  =  --  n{n  —  1)  Bedingungen  (4)  muss 
sich  daher  stets  auf  (n  —  1)  reduciren  lassen. 

§  276.  Die  Untersuchungen  über  das  Vorkommen  negativer 
Wurzeln  bei  (3)  haben  uus  gezeigt,  dass  die  beiden  conjugirt  complexen 
Wurzeln  Zx  =  (a  -{-  bi)  und  zi  =■■  (a  —  bi)  von  (1)  eine  negative 
Wurzel  ( —  4?>^)  in  (3)  hervorrufen.     Wenn  daher 

—  q',     —  9'\     —  9"'y    •■■ 
sämmtliche  negative  Wurzeln  von  (3)  sind,   so  befinden  sich 
die    Coefficienten    von    i    aller    complexen   Wurzeln  von   (1^ 
unter  den  Grössen 
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(5)  ^Vq',        IVq",       ^Vq"\     ■■: 

Dass  nicht  uothweudig  jede  dieser  Grössen  gleich  einem  solchen 
Coefiicienten  oder,  geometrisch  gesprochen,  gleich  einer  imaginären 
Wurzelcoordinate  ist^  zeigt  die  Annahme  zx  =  (a  -f-  ^i),  2,u  ==  («  +  ^'i*), 
welche  zu  einem  q),,  ==  —  {b  —  hj'^  führt.  Es  ist  also  noch  uöthig, 
ans  (5)  die  Auswahl  zu  trefi'en  und  zur  gefundenen  imaginären  die 
reelle  Coordinate  zu  bestimmen.  Das  macht  Lagranfjo  folsendermassen. 
In  (1)  trägt  er  z  =  x-{-yi  ein.     Dadurch  entsteht,  wenn 

a^)  -  f  f'\^)  +  fr' r{^) ■■■= y(^, y% 

(6) 

gesetzt  wird,  die  Gleichung  zwischen  den  reellen  Grössen  x  und  y 
(Q-^)  g{x,  y')  +  iy  ■  h{x,  y')  =  0, 

und  wenn  nun  zx  =  Xi  -\-  yxi  eine  Wurzel  von  {1)  ist,  dann  müssen 
die  beiden  Gleichungen 

eine  reelle  Wurzel  x  =  Xi  gemeinsam  haben.  Da  es  sich  bei  dieser 
Untersuchung  um  complexe  Wurzeln  Zx  handelt,  so  ist  yx  von  Null 
verschieden,  und  dieser  Factor  kann  demnach  ohne  Schaden  bei  der 
zweiten  Gleichung  weggelassen  Averden.  Ist  dies  geschehen,  dann 
muss  X  =  xx  ein  Nullwerth  des  gemeinsamen  Theilers  T{x^  yj)  der 
beiden  Functionen  y{x,yl)  und  h{x,  yj)  werden;  und  jede  reelle 
Wurzel  von 

n^,  yl)  =  0 

giebt  eine  zu  yxi  gehörige  reelle  Coordinate  einer  Wurzel  z  von  (1). 
Es  sind  also  die  Grössen  (5)  in  g  und  h  einzutragen,  und  es  ist  zu 
untersuchen,  ob  ein  gemeinsamer  Theiler  mit  reeller  Wurzel  besteht. 
Wir  wollen  diese  Regel  an  einem  früher  behandelten  Beispiele 
(§  254)  durchführen,  nämlich  an  der  Gleichung  dritten  Grades 

z^  —  dz^-{-6z  —  2  =  0. 
Nach  §  120  wird  die  Gleichung  der  Wurzeldifferenzquadrate 

(p^  +  \2(p-  +  C)(\(p  +  59  =  0, 
deren  Form  sofort  zeigt,  dass  eine  negative  Wurzel  cp^  vorhanden  ist. 
Wendet  man  auf  die  Gleichung  in  g)  das  Criterium  §  20G  an,  so  zeigt 
sich,  dass  q}^  die  einzige  negative  Wurzel  der  Gleichung  in  g)  ist;  und 

daher  wird  —  ]/ —  gx^  die  imaginäre  Coordinate  yi  zweier  Wurzeln  ^j,  Z2. 

Man  findet  ■  für  sie 
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(p^  =  —  8,616708, 

yi  =  ^  1/^=^1  =  1,467711. 

Die  Gleichungen  (6*^)  lauten  hier  abgesehen  vom  Factor  y^  der  zweiten 

x""  —  3x^  +  (5  -  3y^^)  ic  +  (3?/f  -  2)  =  0,     3x^-6x-\-{d  —  y,^)  =  0; 

das  wird  bei  unserem  Werthe  von  y^^  bis  auf  die  sechste  Decimale 

x^  -  3x^  —  1,462531a;  +  4,462531  =0,     x^  —  2x-\-  0,948608  =  0, 

und  der  grösste  gemeinsame  Theiler  beider  Polynome  ist  vom  ersten 
Grade  und  hat  die  Form 

rc— 1,226698; 
man  erhält  daraus  die  complexen  Wurzeln  unserer  Gleichung 
^1  =  1,226698  +  1,467711/,     z.,  =  1,226698  -  1,467711?. 

§  277,     Zu  dieser  von  Lagrange  gegebenen  Methode  haben  wir 
noch  eine  interessante  Bemerkung  zu  machen.     Wir  hatten  durch  die 
Substitution  s  =^  x  -\-  yi  aus  dem  Polynome  f{z)  erhalten 
(6^)  g  {x,  if)  -\-  iy-h  {x,  tf)  =  0. 

Die  beiden  Gleichungen  der  beiden  Unbekannten  x  und  y 
(ß")  9{x,y')^0     und     tjh{x,f^)  =  0 

haben  ihrer  Herleitung  zufolge  genau  7i  reelle  Wurzelpaare  (x,  y) 
=  (^u  ^1)5  (^2;  2/2)5  •"  i^n,yn)  gemeinsam.  Es  liefert  dabei  der  erste 
Factor  der  zweiten  Gleichung  von  (ß"")  alle  und  nur  die  reellen  Wurzeln 
von  {(2)  =  0,  wie  dies  ja  auch  von  vorn  herein  klar  ist,  da  g  {x,  0) 
=  f{x)  wird.  Der  zweite  Factor  h  (x,  y^)  liefert  durch  Vereinigung 
mit  g  (x,  y^)  alle  und  nur  die  complexen  Wurzeln.  Ordnet  man  nun 
g  und  h  nach  Potenzen  von  x  und  fasst  die  Functionen  als  ganze 
Functionen  von  x  auf,  dann  wird  sicher  die  Resultante  nach  x  durch 
Nullsetzen  eine  Gleichung 
(7)  B,.,  =  F{y^  =  0 

ergeben,  die  unter  ihren  reellen  Wurzeln  y  alle  imaginären  Wurzel- 
coordinaten  der  Wurzeln  von  ({£)  =  0  besitzt.  Hat  also  /'  =  0  wirk- 
lich eine  cornj^lexe  Wurzel  Sy  =  x^  -\-  y^i,  dann  folgt  aus  (3)  und  (7) 

^(-42/,0  =  o,   P(!/r)  =  o 

und  also  haben  die  beiden  Gleichungen 

F(-47?)  =  0,     P(v)  =  0 
eine  Wurzel  gemeinsam.     Nun  ist  der  Definition  nach 

F{^)  =  YIi<p  -  (^x-^JO        (^==h  2,  •••  ^^-  1;  ^a==A  +  1,  •••  «), 
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und  daraus  kami  mau,  wie  wir  später  zeigen  werdeu,  den  Scliluss 
ziehen,  dass  Fiep)  eine  irreductible  Function  sein  wird,  so  lange  f{z) 
allgemein  ist,  d.  h.  so  lange  zwischen  den  Wurzeln  von  /"=  0  keine 
algebraischen  Beziehungen  bestehen.  Verbindet  man  dieses  Resultat 
mit  dem  vorigen,  dann  zeigt  sich,  dass  im  allgemeinen  Falle  P(?/") 
durch  F{ — 4?/-)  theilbar  sein  muss.  Weiter  erkennen  wir  aus  (6),  dass 
die  Coefficienten  von  a;''  in  y  und  h  nach  y  nur  bis  zur  Potenz  t/""*' 
aufsteigen,  wenn  v  gerade,  und  nur  bis  zur  Potenz  y"~''~^  wenn  v  un- 
gerade ist.  Da  ferner  nach  §  137  die  Resultante  P(y"^)  isobarisch 
ist  von  einem  Grade,  der  gleich  dem  Producte  der  Gradzahlen  von  g 
und  von  //  in  x  wird,  so  ist  ersichtlich,  dass  P{>f)  höchstens  bis  zu 
yn(n  —  i)  aufsteigt.  F( — Ay-)  thut  dies  wirklich,  und  so  können  beide 
Functionen  sich  höchstens  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden. 
Endlich  zeigt  die  Eintragung  von  y  =  Q  m  (6),  dass  das  absolute 
Glied  von  P(2/^)  gleich  Bf,/  und  daher  nach  §  158  gleich  Df,  d.  h.  bis 
auf  das  Vorzeichen  gleich  dem  absoluten  Gliede  von  i^( — 4?/^)  wird. 
Wir  sehen  also:  Setzt  man 

fiß)  =  f{^  +  yi)=ü  (•^";  y')  +  ^y  •  ^*  (^,  y'\ 

so  wird  die  Resultante  der  beiden  Functionen  (j,  h  von  x 

gleich  F{—Ay-),  wobei  F{(p)  die  Gleichung  der  Wurzel- 
differenz-Quadrate von  f{z)  =  0  bedeutet.  Dies  giebt  eine 
bequeme  Methode,  um  die  Gleichung  der  Wurzeldifferenz- 
Quadrate  in  geschlossener  Form,  als  Determinante  u*"'  Ord- 
nung aufzuschreiben  und  zu  berechnen.  Zugleich  erkennt 
man  hieraus,  dass  sämmtliche  Wurzeln  von  P(y')  =  0  durch 
die  Formel 

^  =  +  2  *  t(^;.  —  ^,«)  +  i'  (y^.  —  !//.)] 

gegeben  werden. 

§  278,  Die  oben  besprochene  Lagrange 'sehe  Methode  liefert 
die  complexen  Wurzeln  von  f{z)  =0  durch  Aufsuchung  der  reellen, 
positiven  Wurzeln  gewisser  anderen  Gleichungen.  Lagrange  hat  nun 
weiter  auch  eine  Vorschrift  zur  näherungs weisen  Berechnung  der  po- 
sitiven Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  angegeben,  die  wir  jetzt  zu 
besprechen  haben.  .  Sie   beruht  auf  der  Benutzung  der  Kettenbrüche. 

Wir  nehmen  an,  dass  eine  reelle,  positive  Wurzel  von  f=0 
zwischen  den  ganzen  Zahlen  a  und  (a  -f-  1)  gelegen  sei.    Setzt  man  dann 

,     1 
z  =  a  -\ — 7 
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in  (1)  ein  und  multiplicirt  mit  s'"-,  so  erhält  mau  eine  neue  Gleichung 

(8)  /',(^;')  =  c>'"  — c>'»-^  +  c>'«-2 +c;,  =  0, 

welche  eine  Wurzel  s'  == besitzt,  d.  h.  also  eine  positive  Wurzel 

s\  welche  grösser  ist  als  1.     Für  diese  sucht  man  nun  durch  Probiren 
das  nächst  niedrige  Ganze  a^  und  setzt  wieder 

in  die  letzte  Gleichung  ein.     Dadurch  kommt  man  nach  Multiplication 
mit  s"'^  zu  der  Gleichung 

(9)  AC^")  =  ^',>""  —  C['0""-'  +  C>"''--   —   .  .  .  +  C'n    =  0, 

welche  eine  Wurzel  s;"  =====  -, —  besitzt,  d.  h.  also  eine  positive  Wurzel 

z",    welche    grösser    ist    als    1.      Für    diese    sucht    man    ebenfalls    das 
nächst  niedere  Ganze  a^  und  setzt 

^     =  «2  +  7^  7 
u.  s.  f.     So  erhält  man  für  z  bei  weiterer  Fortsetzung  einen  Kettenbruch 

(10)  z  =  a-\-  ^ 


«1  + 


«2  +  --- 
der  in  bekannter  Weise  aufgerechnet  werden  muss.  — 

Es  ist  ersichtlich,  dass  wenn  zwischen  a  und  (a  +  1)  mehrere 
Wurzeln  von  (1)  liegen,  z'  ebenso  viele  verschiedenen  Werthe  annehmen 
kann,  so  dass  also  (8)  mehrere  positiven  Wurzeln  >  1  besitzt,  und 
umgekehrt.  Wählt  man  a^  als  den  Näherungswerth  für  eine  dieser 
Wurzeln,  dann  kann  auch  (9)  noch  mehrere  positive,  die  Einheit 
übertreffenden  Wurzeln  z"  haben,  falls  (1)  noch  mehrere  Wurzeln 
zwischen  den  Grenzen 

a-\ und     a  -{ .-^ , 

also  in  dem  von  (a  -\ )  aus  auf  eine  Länge  von  — ; — ,— -,   wachsenden 

\      '     n,  /  o  «1  (Oj  +  1) 

Intervalle  hat.  Ebenso  kann  die  Gleichung  für  z"'  noch  mehrere  die 
Einheit  übertreffenden  Wurzeln  besitzen,  falls  (1)  noch  mehrere  Wurzeln 
zwischen 

a  -\ .-     und     a  -j —  —  , 

«1 H —  «1-1 T-.- 

a.,  '    '    Og  4"  1 

also  in  dem  betreffenden  Intervalle  von  der  Grösse 


(«10,+  l)(a,  flg  +  a,  +1) 
besitzt,  u.  s.  f.     Man  erkennt  aber  zugleich,  dass  von  einer  bestimmten 
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Greuze  an  sämmtlicbe  transformirten  Gleichungeu  uur  eine  einzige 
positive,  die  Einheit  übertreffende  Wurzel  liefern  werden,  und  dass, 
sobald  die  erste  solche  transformirte  Gleichung  erreicht  ist,  alle  folgenden 
dieselbe  Eigenschaft  haben  werden. 

Man  überzeugt  sich  leicht  davon,  dass  die  Transformationen  durch 
die  Formeln 

/i(^j  =  /"C«)^"  +  -/.  r  («)  z^-'  +  ^  f"  («)^"-^  +  •  •  •, 

geliefert  werden. 

§  279.     Als  Beispiel  wählen  wir  unsere  frühere  Gleichung 
z'  —  3^2  4-  5^  -  2  =  0. 

Hierfür  wird  «  =  0,  also  2=-,-,  und  dtinn  entstehen  der  Reihe  nach 
durch  die  angegebenen  Transformationen  die  Gleichungen 

2^3  _  5^2  _|_  3^  __  1  _  0,  z   =\  +  ~-  5 

^.3  _|_  ^2  _  ^  _  2  =  0,  s"  =  \  +  -^; 


17^3-  \2z''  —  ^z-  1=0,  ^iv_i_p     1     . 

z 
Hz'  -  165^2-  53^-4  =  0,  2vi_2+-^; 

202^=^  —  139^-  -  261^  -  71  =  0,      2^'"  =  1  +  ^ ; 

z 

2mz'  -  ijlz'-  467^  -  202  =  0,     ^^m  _  i  _|.  _J_ . 
467^;='  -  206^2  _  749^  _  269  =  0,       z^"^  =  1  +  -L_  5 


A.US  den  Werthen  der  a  ergeben  sich  die  Näherungswerthe 

0   1   1   5   6   41   88   129   217   346   563  _^  -. 
T'  1'  2'  9'  11'  75'  161'  236'  397'  633'  1030  "~  ' 
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und  aus  der  Grösse  des  Neuners  ersiebt  uiau,  dass  der  letzte  Werth 
in  allen  sechs  Decimalstellen  richtig  ist. 

§  280.  Aus  dem  Schema  des  vorigen  Paragraphen  tritt  heraus, 
dass  die  transformirten  Gleichungen  von  f^{z)  =  0  an  auf  den  posi- 
tiven Anfangscoefficieuten  lauter  negative  Coefficienten  folgen  lassen. 
Lagrange  hat  dies  bemerkt,  aber  seine  auf  diese  Eigenthümlichkeit 
gerichteten  Untersuchungen*)  bedurften  noch  eines  Abschlusses,  der 
erst  von  Vincent**)  gegeben  ist.  Wir  wollen  uns  mit  dieser  Frage 
beschäftigen. 

In  (1)  tragen  wir  als  Substitution 

ein,  wobei  über  die  P  und  die  Q  vorausgesetzt  werden  soll,  dass 
sämmtliche  Grössen  positiv  sind,  und  dass  die  Differenzen 


mit  wachsendem  yc  beliebig  klein  werden.    Durch  die  Umkehrung  der 
Substitution  erhält  man  den  Ausdruck 

i  =  i'^^^7r    v^'^^T'  ^'""wJ' 

und  daraus  geht  hervor,   dass  einer  reellen  Wurzel  z^  von  (1)  wieder 
eine  reelle  Wurzel 

^1  =  <1-  -7--T- 


der  transformirten  Gleichung  in  t,  entspricht.  Ist  Zy  nicht  die  Grenze 
der  sich  die  Brüche  öz— i,  <?;/,  •••  nähern,  dann  werden  von  einem 
bestimmten  y.  ab  die  Vorzeichen  im  Zähler  und  Nenner  von  t,^  ver- 
schieden sein,  und  t,^  wird  sich  der  Grenze  ( —  q-y)  beliebig  nähern, 
da  6y,  beliebig  wenig  von  6y.—i  verschieden  wird.  Das  Gleiche  wird 
bei  allen  reellen  Wurzeln  t,o,  ts,  •••  der  transformirten  Gleichung 
stattfinden,  bei  denen  die  entsprechenden  2.2,  ^3,  •••  nicht  gleich  lim  ay_ 
werden.  Das  ihrer  Gesammtheit  entsprechende  Polynom  der  trans- 
formirten Gleichung  nähert  sich  also  mit  allen  seinen  Coefficienten 
mehr  und  mehr  denen  einer  Potenz  von  (^  -\-  q^. 

Ist  dagegen  eine  Wurzel  von  (1)  z.  B.  z^  der  Grenz  werth  von  a^, 
derart,  dass  Zq  stets  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  6  liegt,  dann 


*)  CEuvres,  Bd.  VIII,  Note  XII,  S.  286. 
**)  J.  de  M.  I,  341;  Note  sur  la  resolution  des  equations  nume'riques. 
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wird  tf^  eiuen  positiven  Werth,  etwa  -{- p^.  erhalten  und  zuui  AVurzel- 
tactor  (^ — 2'>y)  gehören.  Ueber  den  A\'erth  von  p^  lüsst  sieh  nichts 
aussagen. 

Ferner    entspricht    der    complexen    Gleichungswurzel     (x^  -j-  iy^) 
von  (1)  die  Wurzel  ^,   der  transtbrmirten  Gleichung: 


Mau  erkennt  sofort,  dass  bei  hinreichend  hohem  x  die  imaginäre 
Coordinate  >;,  sich  der  Null,  und  die  reelle  dem  Werthe  ( — (j^)  nähert; 
genau  wie  dies  bei  den  reellen  Wurzeln  erster  Sorte  stattfand,  wird 
also  auch  hier  bei  hinreichend  hohem  x  der  Wurzelfactor  [^  —  (^j  -f-  /r;,)J 
sich  beliebig  wenig  von  (^  -|-  Qy)  unterscheiden. 

Besitzt  (1)  keine  Wurzel  Zq,  welche  zwischen  je  zwei  auf- 
einanderfolgenden Werthen  der  convergirenden  Brüche 

liegt,  dann  nähert  sich  die  transformirte  Gleichung  asympto- 
tisch der  Form 

(e+ (Z.)"  =  ^^  +  (i)  g.^"-^  +  0  q^.  e-'^  +  •  •  •  +  (Z^     (2.  =  ^')  • 

Ist  dagegen  eine  derartige  Wurzel  Zq  vorhanden,  dann  er- 
hält man  für  die  Gleichung  in  t,  die  Form 

(S  -i'«)  (5  +  3«)-'  =  S"  +  [("  7 ')  'L,-  -ih  ]  E— 

(12)  +[("r)ä«-("7')i'je«s- 

Falls  auf  der  rechten  Seite  einer  der  Coefficienten  negativ  wird,  muss, 
wie  man  leicht  sieht,  der  folgende  und  also  auch  jeder  folgende  negativ 
sein.     Der  letzte  Coefficient  ist  negativ,  da  py.  positiv  wird. 

Ist  eine  Wurzel  Sq  vorhanden,  welche  zwischen  je  zwei 
aufeinander  folgenden  Werthen  der  Brüche  (11)  liegt,  dann 
besitzt  die  Gleichung  in  ^  stets  einen  und  nur  einen  Zeichen- 
wechsel in  der  Reihe  der  Coefficienten  bei  hinreichend 
hohem  x. 

Bei  der  Lag  ränge' sehen  Transformationsmethode  treten  die  hier 
besprochenen  Verhältnisse  ein,  da  man  (11)  mit  der  Reihe  der  durch 
den    Kettenbriich    (10)    gelieferten    Näherungswerthe    zusammenfallen 
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lassen  kann.  Dass  der  Zeielieu Wechsel  nicht  nothwendig  beim  zweiten 
Gliede  einzutreten  braucht,  wie  dies  beim  Beispiele  des  vorigen  Para- 
graphen eintrat,  zeigt  die  Behandlung  der  Function 

f{z)  =  (,^  _  ^  _  1)  (,  +  1)^ 

wenn  mau  die  Wurzel  ^  (l  +  V^-"^)  zu  berechnen  sucht, 

§  281.  Die  auseinandergesetzte  Methode  steht,  trotzdem  Lag  ränge 
sie  über  die  Newton' sehe  setzen  möchte,  in  ihrer  praktischen  An- 
wendbarkeit der  einfachen  Newton' sehen  nach.  Die  auszuführenden 
Rechnungen  sind  von  ermüdender  Weitschweifigkeit.  Sie  zerfallen  in 
zwei  verschiedene  Theile.  Einmal  ist  nach  Auffindung  jedes  Theil- 
nenners  eine  Transformation  der  Gleichung  vorzunehmen,  und  dann 
muss  für  diese  transformirte  Gleichung  wieder  eine  positive,  die  Ein- 
heit übertreffende  Wurzel  gesucht  werden,  welche  als  neuer  Theil- 
nenner  zu  benutzen  sein  wird.  Lagrange  hat  gezeigt,  dass  nach 
einigen  Anfangs  werthen  für  die  Theilnenner  alle  folgenden  ohne  müh- 
sames Probiren  direct  bestimmt  werden  können.  Die  Ableitung  dieser 
Vorschrift  bei  Lagrange  ist  etwas  umständlich.     Aus  der  Gleichung 

(12)  können  wir  sein  Schlussresultat  direct  entnehmen.  Hat  man 
nämlich 

als  transformirte  Gleichung,  aus  welcher  der  Werth  des  neuen  Theil- 
nenners  ff,,  zu  bestimmen  ist,  so  folgt  aus  den  üeberlegungen  des 
vorigen  Paragraphen  erstens,  dass  ay,  gleich  der  grössten  ganzen  Zahl 
sein  muss,  welche  in  py,  enthalten  ist,  und  zweitens,  dass  augenähert 

(13)  f,=i''-("7')«- 


(13.)  „,  =  («;')  %i+^,^^ 


sein  wird;  ja  man  kann  aus  (13)  an  Stelle  der  ganzen  Zahl  ch.  den 
Werth  py,  als  angenäherten  vollständigen  Theilnenner  entnehmen  und 
so  beim  Abschlüsse  der  Rechnung  die  Genauigkeit  des  Resultates 
noch  vermehren. 

Weitere  algebraische  Untersuchungen  von  Lag  ränge  gehören 
anderen  Gebieten  an;  wir  werden  auf  sie  an  gehöriger  Stelle  noch 
einzugehen  haben. 
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Sechsundzwanzigste  Vorlesung. 
Die  (ilciclinngeii  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades. 

§  282.  Wir  sind  bisher  nur  beiläufig,  besonders  bei  der  Be- 
haiKllung  der  Tscbi  ruh  aus  en -Transformation  auf  die  Lösung  der 
algebraischen  Gleichungen  der  niedersten  Grade  eingegangen.  Hier 
kehren  wir  zu  dieser  Frage  zurück,  um  sie  systematisch  zu  erledigen. 

Hat  man  zunächst  die  Gleichung  zweiten  Grades 
(1)  z^  —  2a,z-j-n.,  =  0, 

so  folgt  durch  die  Substitution 

.'^  =  ii  -{-  a^,     11  =  2  —  ff, 

die  umgewandelte,  vereinfachte  Gleichung 

M-  —  (flr,2  —  rtg)  ^  0. 

Eine  Gleichung  von  der  Form  z"  —  c  --=  0  heisst  eine  reine,  oder 
eine  binomische  Gleichung;  eine  solche  haben  wir  hier  also  durch 
unsere  Transformation  erlangt  und  können  daraus  das  Resultat 

t<  =  +  ]/«i^  —  Ö2> 

0  =  «1  +  ]/ai-  —  a.2 

ziehen.  Bezeichnen  wir  die  beiden  Wurzeln  von  (1)  durch  z^  und  z.,^ 
so  haben  wir  je  nach  dem  gewählten  Vorzeichen  der  Quadratwurzel 


(2)  z,  =  a,  -I-  ]/a,2  —  a^,     z^  =  a^  —  Ya^^  —  a^, 

(3)  2«,  =  ^1  +  h,  2  }/aj2  —  ttg  =  5-1  —  ^a, 

(4)  ^n  =  ''f±'^,        (A  =  l,  2). 

Welcher    Werth    dabei    der   Quadratwurzel    gegeben    werden    soll,    ist 
ganz  in  unser  Belieben  gestellt. 

§  283.     Auch  die  Gleichung  dritten  Grades 

(5)  z^  —  SttiZ^  +  3«;;^  —  ag  =  0 

kann   man   durch   eine   Tschirnhausen'sche   Transformation,   wie   in 
§  115  angegeben  ist,  in  eine  reine  Gleichung  umwandeln.     Wir  wollen 
dies  schrittweise  bewerkstelligen.     Zunächst  setzen  wir 
z  =  u  -\-  a^,     u  =  z  —  üi 

und  erhalten  durch  Umwandlung  eine  Gleichung  ohne   das   Glied   mit 
«'^,  nändich 

ti^  —  3  (a,- —  «2)  ^<  —  (2^1^  ~  3  »1^2  +  «a)  =  0- 


Die  Gleichungen  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades.  335 

Der  weiteren  Behandlung  können  wir  souacli  von  vorn  herein  die  ein- 
fachere Form 

(6)  z^  +  3^2^  —  2c3  =  0 

zu  Grunde  legen.     Hierfür  wird,  da  c^  =  Sj  =  0  ist  (§  94), 


V-  3^  =  18  yc.;'  +  c^\ 
Die  Formeln  aus  §  115  zeigen  dann,  dass  man  aus  (6)  vermittels  der 
Substitution 

(7)  u  =  2c,'  +  fe  +  l/c7+^')  ^  +  c,^' 

eine   reine  Gleichung  erhalten    muss.     Erhebt  mau   (7)   in   die   zweite 
und  in  die  dritte  Potenz,  so  folgt  nach  gehöriger  Reduction  durch  (6) 

(8)  it'  =^  8  /(CaM^cT?  h  +  Vc^'  +  c,']  . 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  giebt  direct  das  Resultat  der  Einführung 
von  u  in  (6).     Man  hat  also  durch  Ausziehen  der  dritten  Wurzel 


(9)  n  =  2  Yc,'  +  c/  Yc,  +  ]/c3^  +  c/. 

Aus   den    beiden   Gleichungen    (7)    und   (7^)    folgt    durch   Elimination 
von  s^ 


2  j/cg^  +  c^  ^  =  u  — 


4Cg(c3--t-C2=') 


u 

und    daraus    als    Lösung    der    Gleichung    (6)    vom    dritten    Grade    das 
Schlussresultat  in  der  Form 

=  Vc3+|/c7  +  ^^     +    K3-I/C7+C?: 

§  284.    Zu  dem  gleichen  Ergebnisse  kann  man  auch  mit  geringerem 
Aufwände  von  Rechnung  gelangen,  indem  man  nach  Euler 

(11)  ^==<^  +  ^, 

^3  _  (ö^  _}_  ^3^  ^  3(j^(^  +  t)  =  ((?3  +  r^)  +  36x3 

setzt  und  dann  (G)  und  die  aus  (11)  folgende  Gleichung 
z'  -döfß—  ((5-^  4- r')  =  0 
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mit    emauder    identificirt.      Hiernacli    wird    wegen    der    uothwendigeu 
Uebereinstimuiimg  der  Coefficieuteu  in  beiden  Formen : 


wobei  gleichzeitig  die  beiden  oberen  oder  die  beiden  unteren  Zeichen 
genommen  werden  müssen,  damit  die  vorhergehende  Gleichung  be- 
friedigt werde.     Daraus  ergiebt  sich  dann  wiederum,  wie  oben 


(loa)  z  =  Vc,-}-  Vc,'  +  c,^  +  Yc,'-  Yc,'  +  c,\ 

§  285.     Bedenkt  man,  dass  die  Quadratwurzel  zwei  verschiedene 
Werthe  repräsentirt,   so  scheint  es,   als  ob   zu  der  ersten  Formel  von 

(10)  noch  die  zweite  Formel  mit  verändertem  Vorzeichen  der  Quadrat- 
wurzel, nämlich 

(11)  ^  =  V.3  -  V^F+W-  y ^L--^^ 

Yc,  -  Vc,-  +  c," 

treten  müsse;  aus  der  Identität 

(jr  =  Vc^  -  VcfVc7  Vc^-VWT^=  -  c, 

folgt  aber,  dass  dieses  Resultat  nur  eine  andere  Form  des  in  (10)  er- 
haltenen darstellt,  indem  die  Summanden  sich  vertauscht  haben. 

Bezeichnet   man   weiter  die   drei  Wurzeln   von  z^  —  1  =0,    also 
die  drei  dritten  Eiuheitswurzeln  mit  1,  a,  o^,  wobei  demnach 


-  1  +  V  -  ^                 _  1  _  y_  3        1  ., 

«  = 2 '     "= 2 5      co="'5     "   =« 


ist,  dann  folgt  für  die  drei  Wurzeln  von  (1),  wenn  mau  dem  Symbol 
Y  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  von  seinen  drei  möglichen 
Werthen  giebt, 


h  =        '^c,  +  Vc,'  + 


(12)  z,  =  co  Yc,  +  Vc^'  +  C2« 


T/oT 

+  c^ 

Vc, 

+  1V 

-f  c,» 

.t /— 

C^IO 

. .    . 

Bei  der  Anwendung  der  zweiten  Formel  von  (10)  ist  zu  bedenken, 
dass  die  Cubikwurzel  im  zweiten  Summanden  von  u'  aus  (9),  und  die 
im  ersten  dem  n  entspricht,  dass  also  hier  zu  setzen  ist 
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(13)  z,  =  co   Vc,+  VcJ+^'  +  «^  Vc,  -  V^^+^^  . 

Die  Werthe  der  beiden  in  (13)  vorkommenden  dritten  Wurzeln  sind 
nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  sie  müssen  durch  die  auch 
aus  6t  =  —  C.2  hervorgehende  Beziehung  mit  einander  verbunden  sein. 
Diese  Beschränkung,  welche  hinzugefügt  werden  muss,  zeigt,  dass  die 
Formeln  (12)   den  Formeln  (13)  vorzuziehen  sind. 

§  286.  Aus  den  Untersuchungen  des  §  216  können  wir  sofort 
entnehmen,  dass  für  C3-  -|-  ^g^  >  0  nur  eine  reelle,  für  Cg-  +  c^^  <  0 
drei  reelle  und  von  einander  verschiedene  Wurzeln  vorkommen,  während 
bei  c./  -\-  Co^  =  0  drei  reelle  Wurzeln  vorhanden  sind,  unter  denen 
mindestens  zwei  einander  gleiche  Werthe  haben.  Das  können  wir  hier, 
auf  unsere  Lösungen  gestützt,  auch  direct  herleiten. 

Ist  C3-  4"  Co^  >  0,  so  werden  die  Radicanden  der  Cubikwurzeln  in 
(13)  reell,  und  daher  dürfen  für  die  dritten  Wurzeln  selbst  reelle 
Werthe  genommen  werden,  die  wir  mit  A  und  JB  bezeichnen  wollen. 
Daim  findet  sich  bei  der  Einführung  der  Wej:the  für  co  und  k>-' 


(Ä  +  B) 


d.  h.  es  kommen  bei  Cg^  +  Cg^  >  0  zwei  complexe  Wurzeln  z  vor. 
Ist  Cg^  +  Cg^  =  0,  so  wird  wegen  1  -{-  co  -{-  a^  =  0 

d.h.  bei  C3"  +  <^2^  =  ^  giebt  es  zwei  reelle,  gleiche  Wurzeln, 

Ist  endhch  Cg^  -\-  cj  <iO,  so  werden  die  Radicanden  der  Cubik- 
wurzeln in  (13)  complex  und  einander  conjugirt;  dasselbe  findet  dann 
auch  mit  den  dritten  Wurzeln  selbst  statt,  und  setzt  man  daher  dem- 
entsprechend bei  reellen  a  und  ß 


h 

==  A 

+  -tl, 

H 

=  — 

J.  +  ^ 

2 

+ 

A 

2 

^1/= 

■3, 

h 

=  — 

A  +  B 
2 

— 

A 

"2" 

^V- 

-3, 

Vcg  +  Vc,'  +  c/  =  «  +  ßi,     Vc,  -  Vc,'  +  c/  =  a  -  ßl^ 
so  folgt  für  die  Ausdrücke  der  Wurzeln 

^1  =  2a,  

z,  =  {a  +  ßi)  ='+/-'  +  («  -  ßi) 

,^==(a-\-ßi)--^-y~^-i-{a- 

Netto,  Algebra.    I. 
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Diese  Wurzeln    sind    reell;    sie    sind   auch   von   einander    verschieden. 
Denn  wäre  zuerst 

9a  =  —  a±ß  |/3, 
so  hätte  man  

c,  +  V^^c7  =  («  +  ßlf  =  -  8a^ 
und  das  wäre  gegen  die  Voraussetzung  reell.    Es  kami  aber  auch  nicht 

—  a  +  ß  Y'd  =  -  cc  —  ß  ys 


sein,  denn  sonst  wäre  ß^O  und  Cg  +  j/cg^  -f"  ^2^  ^^^^  reelle  Grösse. 

Bei  c./ -\-  Co^<.0  sind  alle  drei  Wurzeln  reell  und  von  ein- 
ander verschieden. 

§  287.  Dieser  letzte,  der  sogenannte  irreducible  Fall,  macht 
bei  der  numerischen  Rechnung  wegen  des  scheinbar  unnöthigen  Durch- 
ganges durch  das  Complexe  Umständlichkeiten.  Es  ist  für  solche 
Zwecke  besser,  die  Lösung  durch  goniometrische  Functionen  zu  be- 
bewerkstelligen, um  ganz  im  Gebiete  des  Reellen  zu  bleiben. 
Es  sei,  um  dies  durchzuführen, 

Cg  =  9  cos  95,     Cg^  +  c/  =  —  Q^  sin^  gj;        (c^  <  0) 
dann  wird 

Q  =  ]/—\\     cos  9D  =  ,7=,  (^2  <  0) 

und  also  ^  ^ 

"3       r.         -\  3 ' 


-i^([:^]+c-.]i 


Weil  imn  aber  nach  einem  bekannten  Satze 


ist,  so  folgen  die  drei  Gleichungswurzeln  in  reeller  Form 

^1  =  2  )/  ()  cos  I , 

^2  =  2  |/p  cos  ^-\ — , 

Z.,  =  'iyQ  cos    ^\         ■ 

Der  hier  behandelte  Fall  legt  die  Frage  nahe,  ob  es  nicht  möglich 
sein  sollte,  bei  anderer  Anordnung  der  Rechnung  den  Durchgang 
durch  das  Complexe  auch  in  der  algebraischen  Auflosungsformel  zu 
vermeiden.  Wir  werden  später  erkennen,  dass  dies  durch  die  Natur 
der  Hache  ausgeschlossen  ist. 
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§    288.      Neben    die    behandelten    Auflösungsmethoden    für    die 

Gleichung  dritten  Grades   könnten  wir   auf  Grund  der  ersten  Formel 

in  (12)  noch  diejenige  stellen,  welche  sich  durch  die  Substitution  einer 

Variablen  q  vermöge 

c, 

ergeben  würde.  Die  nöthigeu  Rechnungen  sind  dabei  äusserst  einfach, 
die  Substitution  selbst  erscheint  dagegen  weniger  naheliegend.  — 

Eine  rechnerisch  complicirtere,  theoretisch  dagegen  eben  so  ein- 
fache wie  wichtige  Methode  stammt  von  Lagrange;  sie  beruht  auf 
der  Benutzung  der  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln. 

Ein  lineares  Aggregat  der  drei  Wurzeln  z^,  z^  und  z^ 
(14)  t,=z,-^Az.,-\-Bz^ 

besitzt  bei  allen  Vertauschungen  der  z  untereinander  sechs  Werthe 

^^^  h  =  z^-^Az,^Bz,,  f,==z,-j-Äz,-^B0„  t,  =  z,  +  Az,-^Bz, 
und  genügt  deshalb  der  Gleichung 

{t  -  t,)  {t  -  Q  [t  -  Q  {t  -  Q  (t  -  Q  {t  -  Q  =  0. 
Gelingt  es,  A  und  B  so  zu  bestimmen,  dass  diese  Gleichung  die  ein- 
fache Gestalt 

f  —  Mf  -f  i\"  =  0 

annimmt,  dann  lassen  sich  die  Werthe  von  t  durch  Lösung  dieser 
in  f  quadratischen  Gleichung  augeben.  Für  das  Zustandekommen 
dieser  Gestalt  ist  es  uöthig  und  hinreichend,  dass  mit  ^,  zugleich  w^j, 
ö^^j  und  mit  t^  zugleich  at^  und  a'H^  zu  den  Wurzeln  (15)  gehören. 
Wir  setzen  daher 

und  erhalten  aus  den  Gleichungen 

^3  -f  Az^  +  Bz^  =  (o  {z^  +  Az,  +  Bz^), 

Z^  +  ^^3  +  B^l  =  »'(^1  +  ^^2  +  ^%) 

und  den  entsprechenden  übereinstimmend  die  Resultate 

A  =  a,     B  =  co^, 

t,'  -f  ^/  =  2S(z,')  -  3S(z,'0,)  +  12z,z,z,  =  54c3, 
{tAY  =  (Si^if  -  ^S{z,z,)r  =  -  729c/, 
t^  —  b4:C^f  —  129  c^^  =  0, 

t,'  =  27  (c3  -  Vc,'  -f  c/) ,     t,'  =  27  (.3  -f  Vc3H=^) , 


t^   =  3  y^  -  Vcg-  -f-  c/ ,       ^4=3  Vc,  -f-  Vcf+  a/ . 

22* 
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Weil  uun  gemäss  (15)  und  wegeu  (6) 

f.i  =  %  +  (0-2.,  +  cj^3,  (1  +  w  +  a-  =  0) 

0  =  -"i   +       ^"2  +       % 

ist,  so  folgt  durch  liueure  Combination  dieser  drei  Gleichungen 


I 


V  ('l  +  fd  =         5^^3  +  yC^+c/-\-       Vc,-  Vc/+  C^  , 


(13)     3,  =   3   («-/i  -{-COQ^CO    Vc,  +  1/^8«  +  C/  +  a-  >^C3  -  V^Cj''  +  c,' , 

.3  =  -V  („^^  4.  0,2 /J  =  co'  Vc,  +  V^2_^r/  +  w  l^^-^  -  l'f^ -f-'^^ 

Die  '/u  Grunde  gelegte  specielle  Form  der  Gleichung  dritten  Grades 

((>)  0'^  + 3  c.  0  —  2^3  =  0 

ruft  hierbei   nur  geringe  Vereinfachungen   gegenüber  der  allgemeinen 
Form  hervor.     Setzt  man  unter  Beibehaltimg  des  Coefficienton.  von  5' 

(G»)  z'^  —  ps-  -\-  qz  —  r  =  0, 

dann  wird  die  Gleichung  sechsten  Grades 

f  _  (2^3  _  9_p2  ^  27 r)  f  +  (p2  -  3ö)-'  =  0, 

und  die  Aveitereu  Aenderungen  sind  leicht  zu  übersehen.     Man  hat 

^  =  ^1  +    «^2  +  "^^37  ^  .^ 

(16)     /,  =  ^, +  Ä+  «„-3,       /,  =>/p-/^,      ^,=  Kp+>/(? 

und  also  findet  man 

Bemerkenswerth  ist,  dass  sowohl  ^j  uud  ^j,  d.  h,  die  beiden  Gubik- 
wurzeln,  Avelche  in  die  Lösung  eingehen,  rationale  ganze  Functionen 
von  jSi,  z.^,  z,^  sind  (mit  complexen  Coefficienten),  als  auch  YQ,  d.  h. 
die  auftretende  Quadratwurzel.  Das  Erste  ist  aus  (IG)  zu  ersehen; 
das  Letzte  folgt  aus 
2VQ  =  ^/  -  ^1'  =  {z,  +  a^'z.,  +  «,?:,)'  —  (5,  +  cjr,  +  ai\z,,f 

=  3ö  (cj  -  1)  \z;'z.^  +  Zi^z^  +  z,;'z^  —  ^.^-^^  —  ^Js^-s'"  —  h^i-\ 

=  3  K^"^-  (^1  —  ^2)  (^2  —  -''3^  (%  —  "^.)- 
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Abgesehen  von  einem  constauten  Factor  ist  also  die  innerste  Wurzel, 
die  bei  der  Lösung  auftritt,  die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante 
der  Gleichung.  Bei  den  quadratischen  Gleichungen  bemerken  wir  dasselbe. 

§  289.  Bei  den  Gleichungen  vierten  Grades  führt  die  Tschirn- 
hausen'sehe  Methode  bereits  zu  recht  complicirten  Formeln;  deshalb 
lassen  wir  diese  auf  Transformation  gegründete  Lösung  bei  Seite. 

Wir  wollen  die  zu  Grunde  gelegte  Gleichung  vierten  Grades 

(17)  t'  —  4«,  i'  +  6a,t'  -  4^3^  +  «4  =  0 
zuerst  durch  die  Substitution 

vereinfachen.     Dabei  ergiebt  sich  als  reducirte  Gleichung 

(18)  u^  +  6  («2  —  aj^)u^  —  4(03  —  Srtg«!  —  2aj^)u 

-f-  (^^^4  —  Aa^a^  -\-  6a2«i^  —  3«!^)  =  0, 
und  die  weitere  Behandlung  können  wir  demnach  an  die  Form 
(18^)  z^  —  4:C^2'  —  8c.^2  —  4c^  =  0 

knüpfen.  Wir  setzen,  ähnlich  wie  bei  den  Gleichungen  dritten  Grades 
nach  einem  von  Euler  angegebenen  Verfahren*), 

^  =  ^  -f  ö  +  T, 
^'  —  (?'  +  <?■  +  ^"J  =  2(9(?  +  öT  +  tq), 
^*-2(5>2+ö2  +  r2)^-^4-(^-  +  (j-  +  r-)- =  4(^2^2  _^ö-T-+T>0  +  8()öT5 

und  identificiren  diese  letzte  Gleichung  mit  (18**).  Das  ergiebt  die 
drei  Forderungen 

9'^  -f-   6'   -f-  T-  =  2C2, 
Q'O^  -j-   6-X'  -\-  T-Q-  =  C^  -j-  er, 

SO  dass  Q^,  0^  und  t^  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

(19)  l'  -  26-2^  +  {c.^  +  C4)  ^  -  c,'  ==  0 

sind.     Bezeichnet  man  diese  Wurzeln  mit  t,^,  ^2,  I3,  so  folgt 

9=±V¥,,      (5  =  +  V^~,       X  =  +  j/ls, 
und   zwar   können    zwei    der   Vorzeichen   +    willkürlich   angenommen 
werden,  während  das  dritte  so  zu  wählen  ist,  dass  die  Gleichung 

p  •  (J  •  r  =  C3 
befriedigt  wird.     Sind  demgemäss  bei  der  Darstellung  eijier  Wurzel 

(20)  ^1  =  VIT +y5r +1/13 

die  Vorzeichen  richtig  gewählt,  dann  liefern  die  drei  weiteren  Zeichen- 
combinationen,  welche  die  Forderung  qqx  =  Cg  erfüllen, 

*)  Comment.  Petrop.  1738. 
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h  =     Vi,  -VI2-  VÜ, 
(20«)  ^3  =  -  vi;  +  yi:  -  yi;, 

z,  =  -vi,-  VI,  +  ]/i; 

die  übrigen  drei  Wurzeln  von  (18*). 

§  290.  Eine  andere,  bereits  von  Descartes  benutzte  Methode 
beruht  darauf,  dass  man  eine  Zerlegung  des  Gleichungspolynoms  durch- 
führt, indem  man  das  Polynom  von  (18^) 

^'  —  4c2^2  _  3^^^  _  4^^  _  (^^t  ^  2uz  +  v)  {z^  —  2uz  +  w) 

setzt  und  die  noch  unbekannten  Coefficienten  u,  v,  w  bestimmt.  Sind 
sie  gefunden,  dann  ist  die  Auflösung  von  (18^)  nn\'  die  Lösung 
zweier  quadratischen  Gleichungen  reducirt.  Multiplicirt  man  rechts 
durch  und  vergleicht  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  z, 
so  folgt 

V  -\-  w  =  4:U^  —  4^2,     V  —  w  =  —^  ,    VW  ^  —  4c., , 
und  also  daraus  weiter 

V  =  2u'  -  2c.,  +  -^^  ,     w  =  2x1'  -  2c.,  -  ^''•^  , 

-  4c,  =  (2«^  -  2C2  +  ^)  (2n^  -  2C2  - '^^), 

(21)  n«  -  2cy  +  {c.^  +  c,)  ?r  -  c^-  =  0. 

Ein  Blick  auf  (10)  zeigt,  dass  |  =  iir  ist.  Die  algebraische  Bedeutung 
von  u  ist  a  priori  klar:  die  verschiedenen  Werthe  von  2u  und  ( —  2ii) 
sind  die  verschiedenen  Summen  von  je  zwei  der  Wurzeln  ^,,  z.,,  z^,  z^, 
was  ja  a  posteriori  auch  aus  (20)  und  (20*)  durch  die  Formen 

(22)  z,-\-z,  =  2y^,    z,+z,  =  2Vl2>    .~i  +  ~-,  =  2  l/i; 
hervorgeht.     Die   sechs   Wurzehi   u   sind   somit  direct   durch   +  ]/b|  , 
±Vi^7   ±y'^;i  gegeben. 

Die  Gleichungswurzelu  von  (18*)  treten  hier  in  einer  von  (20), 
(20*)  ganz  verschiedenen  Form  als  Summen  von  nur  zwei  Quadrat- 
wurzeln auf;  die  Schlussformeln  gehen  nämlich  aus 

z'-^2uz-{-{2ii'  -2c,+  '^)  =  0, 

z^  -  2nz  +  (2«2  _  2^2  —  ^^)  =  0 
hervor  und  lauten  in  abkürzender  Bezeichnung 

^1,2  =  +  u±  ]/-  u'  +  2C2  +  ^, 


(23) 


3,,  =  — tt-l-]/-  u'  +  2c,  - 


2^ 

u 
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Dies   würde   also,  wenu  man  etwa  j/|,  statt  u  einträgt,   zu  den  Re- 
sultaten 


(23'') 


^1,2=  +  1/^1^  ±]/-li  +  2c2  + 


2c, 


^3.4=-A+l/-ii   +   2C:  ^'' 


VI 

führen.     Vergleicht  man  dies  mit  (20),  so  zeigt  sich,  dass 


oder  nach  Weglassung  von  Y^^  und  Quadrirung 

-  ^,  +  2c,  +  '1  =  1^,  +  ^,  +  2  viy^ 

werden  muss,  was,  wie  die  Gleichung  (19)  beAveist,  auch  wirklich  der 
Fall  ist,  da  1^  +  I2  +  ^s  =  20,  und  §1^2  ^3  =  ^3^  ^ii'd-  Die  Umwand- 
lung der  Formeln  (23)  in  (20)  oder  umgekehrt  ist  daher  leicht  zu 
bewerkstelligen.  Dieser  eigenthümliche  Zusammenhang  unter  den 
Wurzeln,  dass  nämlich 


V 


2  c, 


ist,  erklärt  es  dann  auch,  dass  die  Gesammtheit  der  vier  Wurzelwerthe 
in  (23)  stets  dieselbe  bleibt,  welche  Wurzel  von  (21)  auch  in  (23) 
für  u  eingesetzt  werden  möge. 

§  291.  Der  Lagrange'sche,  bei  den  Gleichungen  dritten  Grades 
dargelegte  Gedankengang  führt  hier  auf  die  Einführung  einer  sechs- 
werthigen  Function  t  der  vier  Wurzeln  z,  welcher  man  am  einfachsten 
die  Gestalt  giebt  t  =  s^  -}-  s.2  —  z^  —  s^.     Daraus  folgen  dann 

^1  =  ^1  +  ^2  —  ^3  —  h:      ^4  =  —  ^1  —  ^2  +  ^3  +  ^4  =  —  ^1 ; 
(24)  ^2  =  ^1—^2+^3  —  ^4?       ^.5  =  — ^1  +^2— ^3  +  ^4  =  —  ^2, 

^3  =  ^1  —  -^2  —  ^3  +  ^4?       ^6  =  —  -^1  +  ^2  +  %  —  ^4  =  —  ^3 

als  die  einzigen  verschiedenen  Werthe,  welche  ^^  bei  den  24  möglichen 
Vertauschungen  der  0  untereinander  annehmen  kann.  Die  Coefficienten 
der  Gleichung 

(^-^,)(^-O(/-^2)(^-^5)(^-yG-^6)  =  (^'-^l')(^''-^2'0(^'-^3')=0 

sind  somit  rationale  ganze  Functionen  der  Coefficienten  von  (18).  Man 
erhält  durch  Ausrechnung  ihrer  Werthe 

^1'  + ^2' +  ^3' =  4^ -2^2, 
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und  daraus  folgt 

(25)  f  —  4-- 2c^t'  +  4\c.^  +  0<'  -  ^'^a'  =  0, 

so  dass  sich  also  t  ^  4u  herausstellt.  Sind  die  Werthe  von  t  be- 
stimmt, so  liefern  die  Gleichungen  (24)  im  Vereine  mit  ^i  -\-  2^  -\-  z^ 
-f-  ^4  =  0  die  mit  (20)  und  (20")  übereinstimmenden  Resultate 

^1  =  4  (^  +  h  +  ^3),         ^2  =  T  (^  -  ^^'  -  ^8^' 
H  =  I  (-  ^  +  ^.  -  ^3),     ^.1  =  1  (-  ^  -  4  +  ^3). 

§  292.  Die  Gleichung  (19)  giebt  in  Verbindung  mit  den  Formeln 
(20)  und  (20")  Aufschluss  über  die  Natur  der  Wurzeln.  Da  (19)  vom 
dritten  Grade  ist,  so  besitzt  diese  Gleichung  eine  oder  drei  reelle 
Wurzeln. 

Ist  nur  eine  Wurzel  |  reell,  so  mögen  etwa  l,  ^^^  ^3  con- 
jugirt  complex  sein.  Dann  können  wir,  da  auch  ]/^_,  und  y%.^  con- 
jugirt  sind, 

setzen  und  erkennen,  dass  z^  und  z,^  reell,  dagegen  £-3  und  z^ 
conjugirt  complex  sind. 

Sind  die  Wurzeln  ^  von  (19)  reell,  und  ist  ^3=1=0,  dann  existirt 
unter  den  ^  wegen  des  positiven  absoluten  Gliedes  mindestens  eine 
positive  Wurzel.  Wir  wollen  die  drei  Fälle  betrachten,  dass  alle  drei, 
oder  zwei,  oder  nur  eins  der  §  positiv  ist.  Dabei  ergeben  sich  die 
Sätze:  Sind  alle  drei  Wurzeln  ^  positiv,  dann  sind  alle  vier 
Wurzeln  £;  reell  und  von  einander  verschieden.  —  Sind  zwei 
der  Wurzeln  ^  positiv,  während  die  dritte  negativ  ist,  dann 
sind  alle  vier  Wurzeln  s  complex.  —  Ist  eine  Wurzel  etwa 
^1  positiv,  während  |o,  ^3  negativ  und  von  einander  ver- 
schieden sind,  dann  sind  alle  vier  Wurzeln  z  complex.  — 
Sind  zwei  Wurzeln  |  negativ  und  einander  gleich,  dann 
werden  zwei  Wurzeln  z  complex,  die  andern  beiden  reell 
und  einander  gleich. 

Der  Grenzfall  Cg  =  0  hat  zur  Folge  das  Verschwinden  eines  der  ^ 
und  daher  das  a  priori  ersichtliche  Resultat,  dass  zwei  Paare  ent- 
gegengesetzt gleicher  Wurzeln  z  vorhanden  sind. 

§  293.  Die  innerste  in  den  expliciten  Ausdrücken  für  die  s  vor- 
kommende Wurzel  ist  die  Quadratwurzel,  welche  der  Lösung  von  (19) 
ihren  Ursprung  verdankt.  Nach  dem  Schlussresultate  von  §  288  hat 
diese  Wurzel  demnach,  von  einem  constanten  Factor  abgesehen,  den 
Werth 
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und  also  nach  (22),  wieder  mit  Unterdrückung  einer  multiplicativen 
Constante,  den  Ausdruck  in  den  Wurzeln  z^,  ^3?  ^37  ^i 

[(^l+-\0  -  (-^+-^3)]  [(^.  +  ^2)+  (%  +  ^3)]  -  =  (^2-^3,^  k  +  (^,+^2  +  ^3)]- 
=  {Z,  -  ^3)  (^1  —  5; J  •  (^2  -  ^4)  (^I  -  ^3)  •  (%  -  ^4)  (^1  —  ^^^■ 

Das  ist  somit,  genau  wie  bei  den  Gleichungen  zweiten  und  dritten 
Grades,  die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  der  vorgelegten 
Gleichung  vierten  Grades  (18*).  Aber  dasselbe  gilt  auch  von  der  all- 
gemeinen Gleichung  (17);  denn  da  die  Wurzeln  beider  durch  die  Be- 
ziehungen 

mit  einander  verbunden  sind,  so  folgt  ohne  Weiteres,  dass  auch  hier 
die  Discriminante  der  t,  als  Radicand  unter  die  innerste  Wurzel  tritt. 
Aus  der  Gleichung  (19)  können  wir  die  Beantwortung  der  Frage 
erhalten,  wann  eine  Gleichung  vierten  Grades  (18*)  ohne  Anwendung 
von  Cubikwurzeln  lösbar  ist;  es  ist  dazu  nur  nöthig,  dass  (19)  eine 
rationale  Wurzel  besitzt,  so  dass  die  andern  beiden  durch  Quadrat- 
wurzeln darstellbar  sind. 


Siebenundzwanzigste  Vorlesung. 

Einlieitswurzelii. 

§  294.  Wir  haben  uns  beiläufig  bereits  mehrfach  mit  Grössen 
beschäftigen  müssen,  bei  denen  eine  Potenz  gleich  der  Einheit  wird. 
Es  ist  Zeit,  dass  wir  auf  ihre  Natur  und  ihre  Eigenschaften  syste- 
matisch eingehen.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 

(1)  ^"'  =  1 

heissen  die  w*®"  Einheitswurzeln.  Wir  bezeichnen  sie  im  All- 
gemeinen durch  die  Buchstaben 

(2)  «oj  «1;  «2;  '  •  •  «»--1 

und  verstehen  dabei  unter  w^  die  stets  als  Einheitswurzel  beliebiger 
Ordnung  mitauftretende  Zahl  1.  Die  Werthe  (2)  sind  alle  von  einander 
verschieden,  weil  (1)  keine  vielfachen  Wurzeln  besitzt.  Dies  ist  daraus 
ersichtlich,  dass  5'"  —  1  mit  der  Ableitung  mz"'~'^  keinen  gemein- 
samen Theiler  haben  kann. 


346  Siebenundzwanzigste  Vorlesung  §  294—296. 

Ist  eine  Grösse  co  zugleich  eiue  m*®  und  eiue  m'°  Einheits- 
wuizel,  so  ist  sie  auch  eine  Z.'*^  Einheitswurzel,  falls  k  den 
grössten  gemeinsamen  Theiler  von  m  und  n  bedeutet.  Es  sei 
n  >  m  und  n  =  qm  -\-  m^  (m^  <  ni),   dann  folgt  aus  den  Gleichungen 

ca'"  =  1,  CO"  =  w'?"'  +  "'i  =  f(D'")9a3'"i  =  oj'"'  =  1, 
dass  io  auch  eiue  w,*"  Eiuheitswurzel  ist.  Wenn  dann  weiter  nach 
dem  Euklid'schen  Schema  m  =  q^m^ -\- nh,  angenommen  wird 
(mg  <  w?,),  dann  folgt  ebenso,  dass  a  eine  m^^  Einheitswurzel  sein 
muss,  u.  s.  w.  Mau  kann  den  Beweis  auch  direct  durch  den  elemen- 
taren zahlentheoretischen  Satz  führen,  dass  es  zwei  ganze  Zahlen  /i<,  v 
giebt,  für  welche  die  Gleichung 

m a  -\-  nv  =  h 
gilt;  denn  hieraus  folgt  vmmittelbar 

Die  Potenzsummen  der  ?«**^"  Einheitswurzeln  genügen  den 
Gleichungen 

'^O  +«1  +«2  -[-'■'  -\-  Gi,n-l=0, 


cj"'       +  w"'       +  CO'!,'       +  •  •  •  +  o'"    ,==«?, 

II  11  12  I  >  m — l  ' 

und  es  wird  allgemein  bei  ganzzahligem  h 

«*  -|-  CO*  -f-  •  •  •  +  ßj',—!  =  "*     (wenn  h^Q  (mod.  ni)  ist), 

=  Ö      (wenn  h  nicht  ^  0  (mod.  ;«)  ist). 

Dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  für  die  elementaren  symmetrischen 
Functionen  aus  der  Form  der  Gleichung  (1)  die  Bestimmung 
S{Gi^)  =  0,     Sioo^bi^)  =  0,    ■  •  •  5(03^,(0,  •  •  •  a,u-i)  =  0, 

fi3oCJiaJ2  ••  ■  0>„._i  =   1 

hervorgeht  (vgl.  §  94). 

§  295.     Ist  CO  eine  m^'^  Einheitswurzel,  dann  ist  auch  jede 
positive  ganzzahlige  Potenz  o'  eine  solche.     Denn  es  ist  ja 

(cj^)'"  =  (o)'")'  =  1. 
Derselbe  Satz  gilt  auch  für  negative  ganzzahlige  Potenzen,  wobei 

G)~'  =     ,     oder  auch     co~'  =  oj"'""' 

ZU  definiren  ist.  — 

In  der  Reihe,  die  wir  uns  beliebig  weit  erstreckt  denken  wollen, 
(3)  I>  ";  ß^^j  ^\  ■■•   tö',  ••• 
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sind  demnach  alle  Glieder  »i**^  Einheitswur/elu;  da  es  deren  aber  nur 
m  verschiedene  giebt,  so  müssen  zwischen  den  Gliedern  von  (3) 
Gleichungen  co(^  =  «"  (/S>a)  vorhanden  sein.  Daraus  folgt  tD'*~'"  =  l, 
d.  h.  es  giebt  auch  Glieder  der  Reihe,  die  gleich  1  werden.  Es  sei 
cj"^  das  erste  derartige  Glied,  dann  sind  alle  ihm  in  (3)  vorhergehenden 
Potenzen 

(4)  1,  CO,  CO-,  •  •  •  a''~^ 

von  einander  verschieden,  weil  aus  w^  =  «"  (x  >  /3  >  a)  wieder 
o).*'— «  =  1  (ß  —  a  <  x)  folgen  würde,  was  der  gemachten  Annahme 
widerspräche,  dass  erst  cö''  =  1  wird.  Dieselben  Werthe  (4)  in  der- 
selben Aufeinanderfolge  wiederholen  sich  dann  in  (3)  unaufhörlich, 
derart  dass  für  jedes  a 

CO''  =  C0'''-  +  "  =  €0^"  +  "  =  "■ 

ist,  und  dass  dies  auch  die  einzigen  Glieder  von  (3)  sind,  welche  den 
Werth  CO"  annehmen;  insbesondere  sind  die  Potenzen 

(5)  1,    CO'",    W-^,    09^^,    •  •  • 

die  einzigen,  welche  den  Werth  1  besitzen.  Von  diesem  für  co  charak- 
teristischen Exponenten  x  sagt  man:  Die  w^^  Einheitswurzel  o 
gehört  zu  x,  oder  co  gehört  zum  Exponenten  x,  sobald  w"^  die 
niedrigste  Potenz  in  (3)  vom  Werthe  1  ist. 

Da  nun  tu'"  =  1  ist,  so  muss  co'"  in  der  Reihe  (5)  vorkommen, 
d.  h.  jeder  Exponent  x,  zu  dem  eine  )n}^  Einheitswurzel  ge- 
hört, muss  ein  Theiler  von  m  sein.  Es  ist  eine  sehr  wichtige 
Frage,  ob  umgekehrt  zu  jedem  Theiler  von  m  als  Exponenten  ge- 
nommen auch  eine  w*®  Einheitswurzel  gehört.  Diejenigen  etwa  vor- 
handenen m^^^  Einheitswurzeln,  Avelche  zu  m  selbst  gehören,  heissen 
primitive  m^^  Einheitswurzeln,  diejenigen  hingegen,  bei  denen 
dies  nicht  der  Fall  ist,  heissen  nicht-primitive  m^'^  Einheits- 
wurzeln. Die  Entscheidung  der  Frage,  ob  es  primitive  w*®  Einheits- 
wurzeln giebt,  wird  auch  die  Lösung  der  allgemeineren  Frage  herbei- 
führen, ob  zu  jedem  Theiler  d  von  m  Wurzeln  gehören. 

§  296.  Wenn  m  eine  Primzahl  =p  ist,  dann  folgt  die  Autwort 
sofort  aus  dem  Umstände,  dass  jeder  Exponent,  zu  dem  eine  Wurzel 
gehören  kann,  ein  Theiler  von  m  =  p  ist,  also  hier  nur  gleich  1 
oder  gleich^  sein  darf.  Im  ersten  Falle  wäre  schon  o^  =  1,  d.  h.  nur 
die  Einheit  befriedigt  diese  Forderung.  Folglich  sind  alle  von  1 
verschiedenen  p*®"  Einheitswurzeln  primitiv,  und  ihre  Zahl 
ist  {p  —  1). 

Die    Anzahl    der    für    ein    beliebiges    m    vorhandenen    primitiven 
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Einheitswurzeln  wird  durch  die  zahleutheoretische  Function  q  (m) 
bezeichnet.     Es  ist  daher  als  erstes  Resultat  zu  verzeichnen 

(ß)  9)(2))=i)(l-   'J- 

Auch  für  eine  Primzahlpotenz  m  =  jj"  lässt  sich  die  Frage  ohne 
irgend  welche  Schwierigkeit  entscheiden.  Jede  nicht-primitive  Wurzel 
(0  gehört  zu  einem  Theiler  von  m  =  p'  und  also  zu  einer  Potenz 
p"  {a<^ii)]  folglich  ist  diejf^""^*''  Potenz  jeder  nicht-primitiven  AVurzel  co 
sicher  bereits  =1,  d.  h.  jede  nicht-primitive  Wurzel,  und  nur  die 
nicht-primitiven  Wi**^"  Wurzeln  sind  schon  Wurzeln  von 

Es  giebt  daher  genau  p^^~'^  nicht-primitive  ^'"'°  Eiiiheitswurzehi,  und 
die  übrigen  vorhandenen  {p^'■ — p^'~'^)  Wurzeln  sind  deshalb  primitive; 
es  ist  somit  als  zweites  Resultat  zu  verzeichnen 

{(^)  9,Q>")=p,"(l_i-). 

Wir  können  noch  tiefer  in  die  Natur  dieser  2)''**°  Einheits wurzeln 
eindringen.     Es  sei  a^  eine  beliebige  unter  den  p  Wurzeln  der  Gleichung 

zP  =  1-, 

«2  eine  beliebige  unter  den  p  Wurzeln  der  Gleichung 

u.  s.  w.  und  endlich  cö„  eine  beliebige  unter  den  p  Wurzeln  der  Gleichung 

SP  =  £a„_i; 

dann  ist  das  Product  der  so  erhaltenen  Wj,  co.,,  •••  «„,  nämlich 

(7)  w  =  cjiCDg «3  •■•«<(  — iw<,, 

eine  jj''**^  Einheitswurzel.  Denn  wir  erhalten  der  Reihe  nach  die 
Gleichungen 


■(5P  =  coPcjPfaP  . 

..  aP    ^cjP       =  1 

GJ, 

•   ^2  ' 

•  CO,,— 

^p"-  =  (OPCOP       ■ 

.  (oP     ^^CjP     ,  =  l 
/<  —  2      ^  —  1 

■«1 

•  «2  • 

■  W/<- 

Ferner  sind  alle  diese  j^;"  Wurzeln,  die  bei  verschiedener  Wahl  von 
Wj,  Og,  •••  w„  gebildet  werden  können,  von  einander  verschieden. 
Denn  es  folgt  aus  der  Annahme  der  Gleichheit  S5  =  55',  d.  h. 

durch  Potenzjrung 
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,,U  —  1  /  ,,U  —  1  ' 

G)P'        =  a>  !'■        =  ca^  =  coi 

0?^  =  (0  i"  =  «jCJo  =  ölC02, 

und  daraus  ergiebt  sich  der  Reihe  nach  a^  =  co'i,  a.^  =  ca'i,  •  ■  ■. 
Man  erhält  somit  auf  diesem  Wege  durch  die  Formel  (7)  alle  jj)."***" 
Einheitswurzeln  und  zwar  jede  ein  einziges  Mal. 

Endlich  fragen  wir  nach  den  nicht-primitiven  Wurzeln  unter  (7). 
Für  sie,  und  nur  für  sie,  wird  bereits  die  p."  —  ^*-^  Potenz  ==  1,  also 
nach  dem  oben  bei  der  Potenzirung  gefundenen  Resultate  cj^  =  1; 
d.  h.  cü  ist  eine  nicht-primitive  oder  eine  primitive  Wurzel, 
je  nachdem  in  (7)  a^  ==  1  oder  von  1  verschieden  angenommen 
wird.  Die  Herstellung  einer  primitiven  Wurzel  hängt  daher  ab  von 
der  Auffindung  je  einer  Wurzel  cjj,  cj^,  •  •  •  w,u  der  Gleichungen 

gP  =  l^   ZP  =  C3j^,      2J'  =  CO,,     •■■    ^^  =  e)„_i, 

wobei  die  Wurzel  cjj  der  ersten  Gleichung  von  1  verschieden  sein  muss. 
Als   Beispiel  wählen  wir  ^  =  2,   ^  =  3.      Dann    ist    cj,  =  —  1, 
CO,  =  i  und  033   ^^^  Wurzel  von  0^  ==  i  zu  wählen.     Setzen  wir,   um 
diese  Wurzel  zu  berechnen,  co-^  =  p  -\-  qi,  so  wird 

«3^=/  +  ^pqi  —  q^  =  h 
p^  —  ö""  =  0;      ^pq  =  1- 

Es  reicht  also  aus,  p  =  q  =  ^^  zu  setzen,  und  mau  kann 

]/¥ 

i  +  i 

wählen,  um  daraus  dann  nach  der  obigen  Vorschrift 

_  .      .    1  4-  i       1  —  i 

w  =  03,  to.,a3o  =  —  1  •  ^  •  — -=^  =  - — =r- 

'     ^    ^  1/2  ]/2 

als  primitive  achte  Einheitswurzel  bestimmen. 

§  297.  Wir  gehen  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Falle  über.  Den 
beliebigen  Exponenten  m,  der  weder  eine  Primzahl  noch  eine  Primzahl- 
potenz sein  soll,  zerlegen  wir  willkürlich  in  zwei  zu  einander  theiler- 
fremde  Factoren  m  ==  r  •  s  und  verstehen  dann  unter  a  jede  r*®  und 
unter  ß  jede  s*®  Einheitswurzel.  Es  wird  jetzt  das  Product  13  =  aß 
eine  m*^  Einheitswurzel,  denn  es  folgt  durch  Potenziren  die  Gleichung 

07'«  =  (^a'-y  (ß'Y  =  1. 

Ferner  sind  alle  m  =  r  ■  s  so  gebildeten  öj  von  einander  verschieden  5 
denn  aus  der  Annahme  oJ  =  O'  oder 

aß  =  aß' 
würde  die  Gleichuusc 
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CO'-  =  Vj'''  =  a^ß'  =  ß'  =  a''"^''"  =  ß''- 

folgen.  Da  nun  r  und  s  relative  Primzahlen  sind,  und  es  also  zwei 
Zahlen  q,  6  giebt,  für  welche  vq  -\-  sß  =  1  wird,  so  ergäbe  sich 
weiter  aus  ß''  =  ß'''  durch  Potenzirung  mit  dem  Exponenten  q 

ßra  =  ß^-so  =  ß  =  ß'ra  =  ß'l-sa  _  ß' 
d.    h. 

und  auf  entsprechendem  Wege  würde  sich  zeigen 

a  =  a'. 
Man  erhält  somit  durch  die  Producte  aß  alle  m  =  r  •  .<;  Wurzeln. 

Nun  fragen  wir  nach  den  primitiven  w^""-  Wurzeln  unter  ihnen. 
Es    möge   cc   zum  Exponenten   q   und  ß   zum   Exponenten   a   gehören; 

daim  ist 

55? '^  =  (a'^'Y  {ß'>y  =  1. 

Soll  also  o7  primitiv  sein,  dann  darf  q6  kein  Theiler  von  m,  sondern 
muss  gleich  m,  d.  li.  es  muss  Q=r  und  a  =  s  werden;  soll  w  dagegen 
nicht-primitiv  sein,  dann  muss  qö  ein  Theiler  von  ni,  d.  h.  es  darf 
nicht  gleichzeitig  q  =  r  und  6  =  s  werden.  Folglich  sind  die  primi- 
tiven Wurzeln  durch  q  =  r,  6  =  s  gekennzeichnet,  d.  h.  dadurch, 
dass  a  eine  primitive  >*®  und  ß  eine  primitive  6**^  AVurzel  ist.  Sobald 
nicht  beides  gleichzeitig  eintritt,  wird  w  eine  nicht-primitive  w*^  Ein- 
heitswurzel. Man  hat  daher  für  die  Anzahl  cp  der  primitiven 
(rs)**^"  Wurzeln  die  Gleichung  die  Bestimmung 
(8)  (p(:r-s)  =  (p(r)cp(s), 

wenn  r  und  s  theilerfremd  zu  einander  sind. 

Zerlegt  man  nun,  was  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich  ist, 
m  in  seine  Primzahlpotenzfactoren 

und  wendet  (8)  und  (6^)  au,  so  entsteht  das  Theorem:    Es  giebt 
(6")  y(„,)-m(l-^,!-)(l-^i)...(l-^^) 

primitive  m^'^  Einheitswurzeln,  wenn  ^^i,  j)2,  •••  die  verschie- 
denen Primfactoren  von  m  bedeuten. 

§  298.  Der  gegebene  Ausdruck  (6^)  für  (p  (jn)  ist  stets  positiv 
und  abgesehen  von  dem  Specialfalle  m  =  2  stets  gerade,  sobald  m 
eine  positive  Zahl  >1  ist.  Für  m  =  1  wollen  wir  95  (m)  =  1 
setzen.  Durch  (6^)  ist  also  die  Existenz  primitiver  Wurzeln  in  jedem 
Falle  bewiesen,  und  durch  die  voraufgegangeue  Untersuchung  sind  die 
Mittel  zu  ihrer  Berechnuno-  sjegeben. 
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Ist  uuu  d  ein  Theiler  von  m,  und  fragt  man  nach  den  zum  Ex- 
ponenten (/  gehörigen  m'^'^^  Einheitswurzeln,  so  ist  es  klar,  dass  diese 
und  nur  sie  durch  sämmtliche  primitiven  Wurzeln  der  Gleichung 

0^'=  1 

geliefert  werden;  denn  jede  dieser  Wurzeln  giebt,  in  die  ä}^  und  erst 
in  diese  Potenz  erhoben  den  Werth  1,  Es  gehören  demnach  zu 
jedem  Exponenten  d,  welcher  ein  Theiler  von  m  ist, 

Ein  heits  wurzeln. 

Da  jede  m^^  Wurzel  entweder  zum  Exponenten  m  oder  zu  einem 
Theiler   d  von  m   als   Exponenten    gehört,    und   da  genau    m    solcher 
,,^ten  Einheitswurzelu  vorhanden  sind,   so   folgt  der  zahlentheoretische 
Satz 
(9)  ^^(^)_,,,^ 

wobei  die  Summe  über  alle  Theiler  d  von  m  inclusive  der  beiden 
Grenz werthe  d  =  l  uud  d  =  m  selbst  zu  erstrecken  ist. 

§  299.    Verstehen  wir  unter  a  eine  primitive  m*®  Einheitswurzel, 
dann  liefert  der  Definition  gemäss  (§  295)  die  Reihe 
1,   03,   C3%   •••   03'"- 2,   (o'"-i 

sämmtliche  w*®°*  Einheits wurzeln.  Wir  fragen,  ob  die  unter  ihnen 
vorkommenden,  zum  Exponenten  d  gehörigen  Einheitswurzelu  etwa 
schon  an  ihren  Potenzexponenten  kenntlich  sind.  Es  möge  co"  zum 
Exponenten  d  gehören;  dann  ist  co"^  die  niedrigste  Potenz  von  gj, 
welche  gleich  1  wird,  d.  h.  ad  ist  das  niedrigste  Vielfache  von  a, 
welches  zugleich  ein  Vielfaches   von  m  wird.     Sonach  muss  a   mit  m 

als  grössten  gemeinsamen  Factor  -  haben,  d.  h.:  Damit  «"  zum 
Exponenten  d  gehöre,  muss  a  =  x  -r  sein,  wo  x  relativ  prim 

zu  d  ist.  Insbesondere  wird  co"  dann  und  nur  dann  eine 
primitive  w*®  Einheitswurzel,  wenn  a  eine  zu  m  theiler- 
fremde  Zahl  bedeutet.  Aus  der  Thatsache,  dass  es  (p{m)  primitive 
w?**^  Einheitswurzeln  giebt,  folgt  dann  die  gewöhnliche  zahlentheore- 
tische Definition  des  Symbols  (p[m)  als  Anzahl  der  zu  tu 
theilerfremden  Zahlen,  die  kleiner  als  tn  sind. 

§  300.  Wir  wollen  hier  auch  der  goniometrischen  Auflösungs- 
methode gedenken,  von  der  wir  im  Vorhergehenden  schon  bisweilen 
Gebrauch  gemacht  haben.     Setzen  wir,  wie  in  der  ersten  Vorlesung 


(10)  ^  =  p[>] 
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so  wird 

^m  =  pm  1^*^  wiqpj  =   1, 

()"'  coswqp  =  1,     p'"  sin  mcf  =  0, 

also  Q  =  1  und  niq)  ein  Vielfaches  von  27t.  Demnach  erhalten  wir  als 
Werthe  unserer  wi*^°  Eiuheitswurzeln  sämmtliche  Grössen 

^=[r4-]  ('■■=0, +1, ±2,...). 

Bedenkt  man  jedoch,  dass  weder  der  Cosinus  noch  der  Sinus  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  +  2ä  sich  ändern,  so  folgt  für  die 
m  vorhandenen  wi*®"  Einheitswurzeln  die  Formel 

(11)     -'=[r-?]  (i=o,  1,2, ...,„- 1). 

Hierbei  ist  aJ^  eine  primitive  Wurzel,  wenn  Je  eine  relative  l'rimzahl 
zu  m  ist;  und  allgemein  gehört  cäj,  zum  Exponenten  d,  wenn  {ni:d)  der 
o-rösste  o-emeinsame  Theiler  von  Je  und  m  ist.  Natürlich  darf  man  J: 
in  (11)  irgend  welche  ni  aufeinander  folgenden  Zahlen  durchlaufen  lassen. 

§  301.     Wir  können  hier  auch  gleich  die  Gleichung 
(12)  Ä'"  +  1  =  0 

behandeln.     Alle  ihre  Wurzeln  sind,  wie  die  Zerlegung 

^2;«  _    1   =  (2™  +    1)  (Z'"   —   1)   =  0 

zei»t  {2my^  Einheitswurzeln,  und  zwar  diejenigen,  welche  nicht  schon 
zum  Exponenten  m  oder  zu  Theilern  von  m  als  Exponenten  gehören, 
weil  für  diese  ja  schon  2'"  =  1  werden  würde.  Man  erkennt,  dass 
wenn  2"  die  höchste  in  m  aufgehende  Potenz  von  2  ist,  diejenigen 
(2w)*^"  Einheit« wurzeln  auch  Wurzeln  von  (12)  werden,  welche  zu 
Exponenten  gehören,  die  durch  2"  +  ^  theilbar  sind. 
Setzt  man  wieder  (10)  an,  so  folgt  jetzt 

p'"  cos  m(p  =  —  1,     Q'"  sin  wqp  =  0; 
folo-lich  wird  p  =  1,  incp  ein  ungerades  Vielfaches  von  tt,  und 

B  =  [^  2i_+.i)--]         (,,  =  0,  +1,  +2,  ...); 
nach  deichen  Schlüssen  wie  vorher  erhalten  wir  die  definitive  Formel 

im        ^  =  [:<"-:-^'']    (/^  =  o,i,2,...,«). 

A        II        10  I    "'  —  2        ,    m 

Ebensogut  hätten   wir   auch  A;  ^=  0,   +1,   +  '^;   •  '  *   lii     "2      '   "■    2 

bei  treradem  m  nehmen  können,  u.  s.  w. 

4^  'M)2.    Aus  den  angestellten  Betrachtungen  konnten  wir  ersehen, 
dass  die  primitiven  Wurzeln  für  m  =  i^  durch   die  Gleichung 
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(W^)         ''  - 1  =  ^i^-i  +  ^'"-2  H ^  .2  ^  2;  +  1  =  0 


z  —  l 


geliefert  werden,  und  für  m  =  2^"  durch  die  Gleichung 

(14b-\       ^^    —^     =  ^,.."-Hp-i)  _^  jspf'-^ip-2)  _!-...  +  w'''-^  4-1=0. 
--'"""^  —  1 
Im  allgemeinen  Falle  ni  =  p'^^ p"^^  •  •  •  p'^/-  ist 

/-"» 1^  //  [gPiPi  _  1/  . . . 

(14)     F,„  w  =    ';„  '\  '  ,„    .    =  0 


/7(i_i)/7C^.-i) 


die  Gleichung,  welche  alle  und  nur  die  primitiven  m^""^ 
Einheitswurzeln,  jede  in  der  ersten  Potenz  liefert;  die  Product- 
zeichen  beziehen  sich  auf  alle  Permutationen  der  p^,  p.,,  •■•  py.,  so 
dass  z.  B.  der  zweite  Factor  des  Zählers  die  —  x(x  —  1)  Factoren 


2 


V^r/'iP»  —  1/  \zl'^l'^  —  ij  \zP"P^  —  \)  ...  \zJ'y.-\Py.  —  1/ 
enthält.      Durch    Induction    kommt    man    leicht    zu   der   angegebenen 
Form;  den  Beweis   führen  wir  folgendermassen.     Es   sei    o   eine   m^" 
Einheitswurzel,  die  zum  Exponenten 

gehört,  dann  wird  nicht  nur  o"  =  1  sondern  auch  jede  Potenz  von  co, 
deren  Exponent  ein  Vielfaches  von  a  ist  und  nur  solche;  insbesondere 
gilt  das  für  die  Exponenten 

mm  mm  mm 

*'^'      ¥i^   Pi'"'Pö^     PiPi'   '"  Pd-iPä'      PlP2Ps'         '         ' 
l)ei  denen  in  die   Nenner  alle   und  nur  die  ersten  Potenzen  der  Prim- 
factoren   p^,    ■••  pö    gesetzt    sind.      Es    tritt    daher    der    Wurzelfactor 
[z  —  (o)  bei  (14)  nur  in  jedem  der  Polynome 


^'"  —  1;     2f>—l,   •■•zPä—\]     zP^P-^  —  l,   ...  zPä-iPd  —  l-   ... 
auf  und    (§  294)   jedesmal    nur    einfach;    folglich    enthält    (14)    diesen 
Factor,  wenn  man  sein   gesammtes   Eingehen   in   den   Zähler  und   in 
den  Nenner  beachtet  und  die  zugehörige  Multiplieität  im  ersten  Falle 
positiv,  im  zweiten  dagegen  negativ  in  Anrechnung  bringt, 

mal;  (z  —  a)  tritt  daher  gar  nicht  auf,  sondern  hebt  sich  in  (14)  ein- 
fach weg.  Nur  wenn  ft  =  m,  d.  h.  a  eine  primitive  Wurzel  ist,  dann 
wird   dieser   Schluss   ungültig,   und   ö   gewissermassen   =  0;    dann   er- 
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scheint  der  Factor  {z  —  w)  einmal  im  ersten  Factor  des  Zählers. 
Somit  ist  F,n{z)  eine  ganze  Function,  und  die  Gleichung 
F^^(^z)  =  0  liefert  nur  die  primitiven  Wurzeln  und  zwar  jede 
ein  einziges  Mal.  Gleichzeitig  erkennt  man,  was  übrigens  auch 
unmittelbar  aus  (6'')  hervorgeht,  dass 

ist. 

Fm{z)  =  0  ist  reciprok,  da  mit  a  zugleich  auch  co~^  =  co'"  ~^ 

eine  primitive  Wurzel  ist,  und  also  neben  (2 — gj)  auch  U--  ) 
als  Factor  in  Fmiß)  auftritt. 

Setzt  man  in  (14'^)  x  für  d  ein,  wo  x  die  Anzahl  der  Primfactoren 
P11  P->y  ■  •  ■  von  m  angiebt,  dann  ist  die  Summe  der  positiven  Glieder 
gleich  der  Anzahl  der  Factoren  des  Zählers,  die  der  negativen  gleich 
der  Anzahl  der  Factoren  des  Nenners,  und  aus  (14")  folgt  also,  dass 
Zähler  und  Nenner  von  (14)  gleich  viele  Factoren  besitzen. 

§  303.  Setzen  wir  insbesondere  m  =  ])  •  q,  wobei  p  und  g  zwei 
von  einander  verschiedene  Primzahlen  sind,  dann  wird  unsere  Function 

(15)  =  (1  _|_  ^P  _|_  ^2v-  _^ p^(7-l);>)(l_^4_^<?_^9+l_j ) 

=  ^s'^p  +  ^i']  —y^2«P  +  [i'i+i  (0^a<g  — 1;  0£ß). 

Lässt  sich  also  die  ganze  positive  Zahl  k  auf  x^  Arten  in  der  Form 
(^up  +  ß(j)  ^i^d  auf  Xg  Arten  in  der  Form  (ap  +  Z^?  +  1)  darstellen, 
dann  tritt  in  Fjj,j  {z)  das  Glied  (x^  —  x.^)  z^  auf.  Wir  fragen  jetzt,  ob 
Xj  oder  x^  grösser  als  1,  mit  anderen  W^orten,  ob  bei  verschiedenen 
a  und  /3 

ap  +  ^g  =  ci,p  +  ß,q,         (0  <  ß,  «1  <  2—  1;  0  ^  ß,  ß,) 

(a-a,)p={ß,-ß)q 
sein  kann.  Da  |  a  —  «j  |  <i{q  —  1)  ist,  und  da  i)  und  q  relativ  prim 
sind,  so  muss  a  =  «,,  /3  =  /3j  sein,  d,  h.  x,  sowie  Xg  ist  gleich  0  oder  1. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Glieder,  welche  in  Fpq{z)  vor- 
kommen, nur  die  positive  oder  die  negative  Einheit  als 
Coefficienten  haben  können,  sobald  p  und  q  von  einander 
verschiedene  Primzahlen  sind. 

Die  obere  Grenze  für  die  Summation  nach  k  in  (15)  lüsst  sich 
noch  einschränken.  Sind  nämlich  0  und  t  die  kleinsten  positiven 
Zahlen,  Avelche  die  unbestimmte  Gleichung 

6p  —  rq  =  1 
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erfüllen,  dann  erkeinit  man,  dass  die  Forderung 

ap  -^  ßq  =  a^p  +  ß^q  +  1      oder     (a  —  a^)p  -f  (/3  —  /3j)  g  =  1 
durch  passende  «j,  ß,  ß^  stets  erfüllt  werden  kann,  sobald  a^a  ist; 
dann  wird  für  z^p-^i^i  stets  x^  =  %.^  werden,  und  das  zugehörige  Glied 
niuss  verschwinden.     Man  braucht  demnach  in  (15)  den  Werth  von  u 
nur  die  Zahlenreihe  von  0  bis  (g — 1)  durchlaufen  zu  lassen.  — 

Der  beachtenswerthe  Umstand,  dass  F,,^  für  m=p-q  nur  die 
Werthe  0,  -{-  1,  —  1  als  Coefficienten  der  Potenzen  von  ^  besitzt, 
kommt  bei  m  =  p-  q-r  in  Wegfall.  Hier  treten  z.  B.,  wie  man  aus 
den  Re US chle' sehen  Tafeln  complexer  Primzahlen  entnehmen  kann, 
in  F^^r,{z)  die  Glieder  —2s^^  und  —'2z'  auf. 

§  304.  Es  sollen  in  den  folgenden  Paragraphen  noch  einige 
Eigenschaften  der  Gleichung  F,n(ß)  =  0,  welche  die  primitiven  w«*^" 
Einheitswurzeln  zu  Wurzeln  hat,  abgeleitet  werden.  Wir  setzen  m  in 
seine  Primfactoren  aufgelöst 

m  =  p"^.','^  '■•p'^>'-         (P  H=  ^2  +  •  •  •  +  Py) 
und  können,   wie   gezeigt  worden  ist  (§  279),  jede  primitive  jh*"  Ein- 
heitswurzel S7  in  die  Gestalt  eines  Productes 

^  =  COOJr 

bringen,  wobei  co  die  Reihe  aller  (^")^®'^  und  Or  die  Reihe  aller 
{iK""  ■  •  ■  2^y/-y'^^  primitiven  Einheitswurzeln  durchläuft.  Die  Gleichung 
mit  den  Wurzeln  07  können  wir  demnach  gemäss  §  122  aus  den  beiden 
Gleichungen  ableiten,  durch  welche  a  und  cot  geliefert  werden;  und 
zwar  wird  sie  nach  jenem  Paragraphen  wegen  (14*^)  die  Form 

annehmen.  Dies  zeigt  sofort,  dass  das  Gleichungspolynom  nur  solche 
Potenzen  von  z  enthält,  deren  Exponent  durch  jo"~^  theilbar  ist. 
Was  von  dem  Primfactor  p  galt,  das  gilt  von  jedem  anderen  auch; 
also  folgt:  Die  Gleichung,  welche  die  primitiven  (^>jij>!;»  —  jp"x)teu 
Einheitswurzeln  liefert,  enthält  in  ihrem  Polynome  nur 
solche  Potenzen  der  Unbekannten,  deren  Exponent  durch 
(^.-i^'^'2-i  ...jp^'x-i)  theilbar  ist;  (vgl.  (17)). 

Daraus  lässt  sich  ein  weiterer  Schluss  ziehen.  Es  folgt  aus  dem 
Bewiesenen  unmittelbar,  dass  von  den  elementaren,  symmetrischen 
Functionen  der  m^"^  primitiven  Einheitswurzeln 

^(o7,),     >S(üJiC>2),     /^(wiSrgS'a),   ••• 
nur   diejenigen    nicht    verschwinden,    bei    denen    die    Anzahl    der    ein- 
tretenden Factoren  o7  ein  Vielfaches  von   {^i[)\^~^p!;'-~^^  '  •  ■  P'/~^^  wird, 

23* 
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Diese  Zahl   wollen  wir   iür   den  Augenblick   mit  q  bezeicknen.     Dann 
erkennt  man  durch  die  Recursionsformeln  (§91) 

Sa  =  CySa-l   —   C^Sa-i  -{-•'•  ±  CiCa  («  <  9  W)» 

Sa  =  CiS„-i  —  c^Sa--'  -j-  •  •  •  4-  CuSa-u  («  >  u;  ^  =  (f  (ni)) , 
dass  auch  alle  Potenzsummen  der  primitiven  Wurzeln  verschwinden, 
deren  Index  nicht  durch  q  theilbar  ist,  weil  nach  den  aufgeschriebenen 
Formeln  zunächst  s, ,  s^,,  •••  s^—i  verschwinden,  und  von  den  weiteren  S; 
nur  diejenigen  von  Null  verschieden  sein  können,  bei  denen  ein 
früheres  nicht  verschwindendes  s  mit  einem  der  nicht  verschwindenden 
Coefficienten  multiplicirt  vorkommt.  Dadurch  erkennen  wir:  Jede 
Potenzsumme  der  primitiven  Wurzeln  verschwindet,  bei 
welcher  der  Index  nicht  durch  {p^^^~^P'^'^~^  ••  •j>">?~^)  theilbar  ist. 

§  305.  Wir  wollen  die  numerischen  Werthe  von  F,„(])  und  von 
F„,( —  1)  berechnen. 

Ist    m    gleich    einer    Primzahl  p    oder    einer    Priinzahlpotenz   2>", 
dann  zeigen  (14'')  und  (14'')  ohne  Weiteres 
(K'O  F,0)  =  F,,(l)=p. 

Enthält  dagegen  m  mehrere  verschiedene  Primfactoren,  so  folgt  zunächst 
aus  (14)  die  Formel 

(17)  F,,..,v-  •  •  •  (^)  =  F,,,,  . . .  (.;V'.-^."-'  . . .), 

und  deshalb  ergiebt  sich  für  ^  ==  1  zuerst 

i^^/'..v'---(l) 

Ebenso  zeigt  (14)  noch 

und  deshalb  wird 

■'^jhihPi  • .  •  (1)  =  1- 
Man  hat  also,  wenn  in  verschiedene  Primfactoren  besitzt,  stets 

(i(>)  i^;„(i)  =  i. 

Dm  jP„,  ( — 1)  zu  bestimmen,  betrachten  wir  die  drei  Fälle,  dass 
entweder  ni  ungerade  ist,  oder  zweitens  dass  es  den  Factor  2  nur  in 
der  ersten  Potenz,  oder  dass  es  endlich  diesen  Factor  in  einer  höheren 
als  der  ersten  Potenz  enthält. 

Im  ersten  Falle  erkennt  man  aus  (14^),  (14''),  (17),  (17-''),  dass 
(IS)  i'',„(—  1)  =  1  (m  ungerade) 

wird.     Im  zweiten  Falle  benutzen  wir  die  aus  (14)  folgende  Gleichung 

(17")  ^2,„(^)  =  4^  (7/.   ungerade) 
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und  ersehen  daraus,  dass  infolge  der  früheren  Resultate 

(18*)     F.,,u  (—  1)  =  ^     und     F.,„ (—  1)  =  1         {rn  =  p^i_p!;=  •  •  •) 

wird.     Im  dritten  Falle  folgt  wegen  F^fi{z)  =  z^''~^  -\-  1,  dass 

i^2,«(-l)  =  2         Cu>l) 
wird;  und  da  bei  F-2i-i.m{z)   offenbar  nur  gerade   Potenzen   von  z  vor- 
kommen,  so  ergiebt  sich  endlich,  dass   das  Resultat  hier  das  gleiche 
ist,  ob  man  -\-  1  oder  —  1  einträgt,  so  dass  mau  schliesslich 
(18^)  F.^f>„,  (—  1)  =  1         (u  >  1,  m  ungerade) 

erhält. 

§  306.  Wir  haben  hier  noch  zwei  an  die  Gleichungen  (17)  imd 
(17^)  sich  anschliessende  andere  Formeln  abzuleiten.  Ist  q  eine  nicht 
in  m  enthaltene  Primzahl,  dann  kann  man  bei  der  Berechnung  von 
FqUin  {z)  nach  (14)  zuerst  alle  Factoren  zusammenfassen,  bei  welchen 
in  den  Exponenten  q"  als  Factor  eingeht,  und  dann  die  übrigen,  in 
deren  Exponenten  nur  q"~^  vorkommt.  Man  erkennt  hierbei  sofort 
die  Richtigkeit  der  Gleichung 

Mit  Hilfe  von  (18)  leitet  man  dann  leicht,  wenn  m  =  i/[' p':^- •  •  •  ist, 

1\  \zP^) 
(19j  F.,{z)=  ''»^        ^ 


^..  V'')  ^,. ,. {'''''')  F,, ...3  C"'  -')■ 


her.  Ist  diese  Formel  nämlich  für  eine  gewisse  Anzahl  von  Prim- 
factoren  richtig,  dann  zeigt  (18)  unter  Berücksichtigung  von  (17), 
dass  sie  auch  noch  gilt,  wenn  m  einen  Primfactor  mehr  annimmt; 
und  für  m  =  p"'^  erkennt  man  wieder  aus  (17)  die  Richtigkeit.  So 
ei-giebt  sich  also  (19)  durch  strenge  Inductiou. 

§  307.  Wir  wollen  am  Schlüsse  noch  folgendes  von  Kronecker 
aufgestellte  Theorem*)  beweisen:  Wenn  eine  algebraische  Glei- 
chung mit  ganzzahligen  Coefficienten,  deren  erster  gleich  1 
ist,  nur  Wurzeln  vom  Modul  1  besitzt,  dann  sind  es  Ein- 
heitswurzeln. 

Die  Gleichung  möge  fi{z)  =  0  mit  den  n  Wurzeln  ^', ,  Z2,  •■■  Zn 
sein.  Dann  bilden  wir  nach  der  früher  besprochenen  Methode  die 
Gleichungen 

*)  J.  für  M.  53;  S.  173:  Zwei  Sätze  über  Gleichungen  mit  ganzzahligen 
Coefficienten. 
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fi{ß)  =  0  mit  den  Wurzeln  z^,   z.,,    •••  z„, 


fM  =  ^     „      „  „         z. 


,2      ...     ^2 

1  ;   -i  7  ~") 


In  allen  diesen  Gleichungen  sind  die  ( 'oefficienten  ebenfalls  ganzzahlig, 
der  erste  derselben  ist  in  allen  gleich  1 ,  und  alle  Wurzeln  haben 
gleichfalls  den  Modul  1.  Daraus  folgt,  dass  die  Coefficienten  sämmt- 
lich  endliche  obere  Grenzen  besitzen;  denn  es  ist 

\z^,-^  z\-^-.-^zl\<jx, 

I    ,,x  „z      \      «y.  ..y.      I      -z  ^z    _J_   .  .  .    I    <-   ^i*ir"_P 

«(«  —  1)   (n  —  2) 


J^z\z\z^^Ar---\^ 
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Es  giebt  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Systemen  ganzer  Zahlen 
c^j^),  6^^,  '•-,  welche  diesen  Bedingungen  genügen;  diese  allein  können 
Coefficientensysteme  werden;  somit  müssen  in  der  beliebig  weit  fort- 
setzbaren Reihe,  die  wir  gebildet  haben, 

beliebig  viele  Functionen  mit  einander  übereinstimmen,   so   dass  etwa 

wird.  Es  müssen  demnach  die  Complexe  der  Wurzeln,  welche  zu 
/■«  =  0,  f]i  =  0,  ■■■  gehören, 

'•17    ■•'2  >  ^        ^i}    "27  1        *1J    ^2J  ) 

identisch  sein.  Dabei  braucht  freilich  zunächst  nicht  z"  =  z^^, 
^«  =  ^'1^,  •••zu  werden;  weil  aber  miendlich  viele  Complexe  vorliegen, 
so  niuss  auch  einmal  eine  üebereinstimmung  in  der  Wurzelzuordnung 
vorhanden  sein,  und  es  muss 

^1  ^1}       ^2   —  ^2}  ^n  */.    . 

werden.     Hieraus  folgt  dann  sofort 

«f  —  d  __  1        r'f  —  i) 1       .         /-f — ()  1 . 

-^1  ^)        '^2  ^7  ■       -*„  ^5 

dadurch  ist  also  bewiesen,  dass  sämmtliche  .:;.  Einheitswurzeln  des 
Grades  (f  —  ö)  sind,  wie  behauptet  worden  war. 
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§  308.  Die  algebraische  Behandlung  des  Problems,  einen  ge- 
gebenen Winkel  a  in  eine  vorgeschriebene  Anzahl  n  von  gleichen 
Theileu  zu  theilen,  hängt  von  der  Lösung  einer  Gleichung  «*®°  Grades 
ab,  die  in  mannigfachen  Formen  aufgeschrieben  werden  kann.    So  ist, 

wenn  man  cos  —  =  c  setzt,  für  ein  ungerades  n 

/       i\"t~  n{ti'  —  V)    3    ,    n{n^  ~  1')  (n^  -  3')     . 

(  —  1)       COS  a  =  nc ^, ^  r  -j ^ -^^ &  —  ■■' 

und  für  ein  gerades  n 

(— 1)     COSo:=  1-  ^T^-'H X\ ^ 6!  ^^ 

bei    bekanntem    a    und    unbekanntem   c    zu    lösen;    wenn    man    ferner 
sin  —  =  5  setzt,  für  ein  ungerades  n 


n 


sina=j,  s  -         3,     --s^+- ^5j -s' 

und  für  ein  gerades  n 

sina  =  yi  -  s^  [jtS ~^, s^+  -^ 5';-^ s^  -  •••); 

endlich,  wenn  man  tang  =  t  bezeichnet,  dann  ist  die  Gleichung 

taug  a  =^  7-7 1—. 1—^ 

für  t  aufzulösen.  Am  bequemsten  aber  gestaltet  sich  die  Gleichung, 
von  welcher  die  Theilung  abhängt,  wenn  man  als  Unbekannte  die 
Grösse 

LS    W  J 

einsetzt;  denn  diese  wird  dann  durch  die  einfache  reine  Gleichung 
bestimmt 

(1)  ''  =  [>]■ 

Handelt  es   sich  insbesondere   um   die  Theilung  der  ganzen  Peri- 
pherie, d.  h.  um  die  Kr  eis  theilung,  so  wird  0;  =  2;r  und  daher 

cos  cc  =  \,     sin  a  ^  0,     taug  a  =  0,     I    0;  1  =  1 
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zu  setzen  sein;  die  Gleichung  (1)  geht  dabei  in  die  Form 

(2)  5"  —  1  =  0 

über,  d.  h.  in  diejenige  Gleichung,  deren  Wurzeln  wir  in  der  vorigen 
Vorlesung  bereits  genauer  untersucht  haben.  Wir  haben  dort  gesehen, 
dass  die  Kenntniss  einer  einzigen  primitiven  Wurzel  c?  von  (2)  ge- 
nügt, um  alle  Wurzeln  von  (2)  zu  bestimmen,  da  man  ja  mit  ihrer 
Hülfe  nur  die  Reihe 

CO,  CO-,  co^,  •  •  •  a""^,  fo" 

zu  bilden  braucht.  AVir  sahen  ferner,  dass  alle  primitiven  Wurzeln 
von  (2)  die  Wurzeln  einer  gewissen  Gleichung  i^„(^)  =  0  vom  Grade 
(p(n)  sind,  welche  auf  rationalem  Wege  aus  (1)  abgeleitet  werden 
kann.  Von  dieser  Gleichung  hängt  also  im  Wesentlichen  das  Problem 
der  Kreistheilung  ab;  deshalb  nennen  wir  F„{^)  =  0  die  Kreis- 
theilungsgleichung. 

§  309.  Wir  gehen  zum  Nachweise  der  Irreductibilität  der  Kreis- 
theiluugsgleichung  über.  Für  den  Fall,  dass  n  eine  Primzahl  oder 
eine  Primzahlpotenz  ist,  kann  man,  wie  Eisenstein*)  es  gethan  hat, 
die  Irreductibilität  von  Fn{s)  aus  der  blossen  Form  des  Polynoms 
leicht  nachweisen. 

Wir  haben  in  §  52  gezeigt,  dass  ein  Polynom  unzerlegbar  ist, 
wenn  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  der  Variablen  gleich  1,  jeder 
der  folgenden  Coefticienten  durch  j)  theilbar,  und  der  letzte  zugleich 
durch  keine  höhere  Potenz  von  p  als  die  erste  theilbar  ist.  Nmi 
haben  wir  die  folgende  Function  bei  n  =  p  als  Kreistheilungspolynom 

und  daraus  geht  durch  die  Substitution  z  =  x  +  1  die  Gestalt 

^.(^  + 1) = l^^fZ ; = -'-  +  ©  ^'-^  +  ©  -'-'  +••  +  ©-+;' 

hervor.      Somit  ist  nach  dem   angeführten  Hülfssatze  Fj,{:v  +1)  und 
deswegen  auch  Fj,{ß)  unzerlegbar. 
Femer  ist  für  n  =  p' 

(3)  i.>(^)  =  -^^  =  ^/''-^(/>-t)  +  r"'-^(^'-2)+...  +  r'''-^-f  1; 

z^'        -1 

auch  hier  setzen  wir  s  =  x  -\-  1  und  erhalten  durch  fortgesetzte 
Poteuzirungen  der  Keihe  nach  die  Gleichungen 


*)  Ueber  die  Irreductibilität  u.  s.  w.  der  Lenmiscateugleichuiifj^.    J.  für  M.  69. 
S.  160. 
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0P  =  X^'-\-l   +  PX,{X),      zV-  =  X^'  +   1    4-  ^,;t,(T), 

wobei  1^,  X'ii  l?,i  ■"  ganze,  ganzzahlige  Functionen  bezeichnen.  Trägt 
man  diese  Werthe  in  (3)  ein,  dann  zeigt  die  rechte  Seite,  dass  eine 
ganze  Function  von  x  herauskommt,  und  der  mittlere  Ausdruck 

dass  alle  Coefficienten  mit  Ausnahme  des  ersten  durch  p  theilbar  sind. 
Die  rechte  Seite  von  (3)  endlich  liefert  für  das  von  x  freie  Glied 
Fpr  (1)  i=  p.  Folglich  ist  auch  hier  der  Hülfssatz  anwendbar-,  damit 
ist  die  Irreductibilität  von  Fpt  (x -{-  1)  und  also  auch  diejenige  von 
Fpy{ß)  bewiesen. 

§  310.  Gauss  fand  den  ersten  Beweis  für  die  Unzerlegbarkeit 
von  Fp{ß)]  er  gründete  ihn  auf  Eigenschaften  der  Einheits wurzeln*). 
Sehr  einfache  Beweise  für  den  Fall  n  =  p'  stammen  von  Kronecker**). 
Wir  wollen  den  einen  hier  vortragen. 

Ist  Fj,f  in  zwei  ganze,  ganzzahlige  Factoren  zerlegbar  (vgl.  §  48) 

dann  ergiebt  .sich  für  z  =  1  aus  (3)  die  Relation 

X{l)il^{l)^p, 
und   deshalb  können  wir  einen  der   Factoren    %  (1)    oder   i^  (1)    gleich 
-\-  1,  den  anderen  gleich  -|-  p,  also  etwa 

;k(1)  =  +  1,  ^(1)=.+^; 
setzen.  Da  sich  nun  die  Wurzeln  von  (3)  auf  die  beiden  Gleichungen 
%(^)  =  0,  4' (2)  =  0  vertheilen,  so  sei  W  eine  derjenigen,  welche  die 
erste  dieser  beiden  Gleichungen  befriedigen.  Welche  primitive  (p')*® 
Eiuheitswurzel  wir  da.nn  auch  unter  co  verstehen,  die  Reihe  der 
Potenzen 

(4)  e»^,  cj",  CO'*,  •••  G}'', 

in  welcher  1,  «,  /3,  •••  y  sämmtliche  zu  p  theilerfremde  Zahlen  der 
Reihe  1,  2,  3,  •  •  2/'  bezeichnen  sollen,  enthält  unter  ihren  Gliedern 
immer  co ,  da  ja  (4)  alle  primitiven  Einheits  wurzeln  von  Fp'  {s)  =  0 
giebt.     Folglich  ist  jedenfalls 

(ö)  z(");t(«");tM---K«')  =  o, 

welche  Wurzel  von  (3)  auch  unter  to  verstanden  wird.  Da  diese 
Wurzeln  alle  untereinander  verschieden  sind,  so  ist  der  Ausdruck 

*)  Werke  Bd.  I.  S.  417. 
**)  J.  für  M.  29;  S.  280  und  J.  de  M.  (2);   1. 
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(6)  Xi^)xi^)xi^0---X(^') 

für  jede  Wurzel  der  Gleichung  -F),»  (^)  =  0  gleich  Null;  (6)   ist   dem- 
nach durch  Fj,y{z)  theilbar,  d.  h.  es  gilt  die  Gleichung 

I{^l{~")x{^^)---X{z-')  =  Q{:^-F,r{z), 
in  der  q{z)  eine  ganze,  ganzzahlige  Function  bedeutet.     Setzen  wir  in 
dieser  letzten   Gleichung  5=1    und   bedenken,    dass    die   Anzahl   der 
primitiven  Wurzeln  (4)  gleich  p^~^{p—  1)  ist,  so  folgt  daraus 

das   birgt  aber  einen   Widerspruch  in  sich,   weil   die   linke   Seite  der 
Gleichung  den  Werth  -f"  1  ^^^-     Demnach  ist  Fj,^-   unzerlegbar. 

§  311.  Der  Beweis  der  Irreductibilität  für  den  allgemeinen  Fall 
wird  am  besten  durch  strenge  Induction  gegeben.  So  ist  er  in  ein- 
facher Weise  z.  B.  von  Arndt*)  und  im  Anschlüsse  an  dessen  Beweis 
von  Lebesgue**)  j^eliefert  worden.    Wir  folgen  dem  Beweise  Arndt's. 

Um  eine  Unterbrechung  des  Gedankenganges  zu  vermeiden, 
schicken  wir  einen  Hülfssatz  voraus.  Ist  eine  ganze,  ganzzahlige 
Function 

t\£)  =  a^z-  +  ßiS"-i  -I f-  a«-i2  +  «n 

vorgelegt,     und     bedeutet   j>    eine    Primzahl,    dann    gilt    die 
Congruenz 

f{z)p  =  f{zP)    (mod.  p). 

In  der  That  erhält  man  durch  Potenziren  zuerst 

f{zy  =  aPzP-  +  a^zP^'^-')  -\ h  a>;_^zi'  +  a^'  -f  inj{z), 

wobei    (j  (z)    eine    ganze,    ganzzahlige    Function    bedeutet.     Weiter    ist 
nach  dem  bekannten  Fermat' sehen  Satze  der  Zahlentheorie 

<  =  «0  +  pAj     <  =  «1  +  M,    •  •  •    a^^  =  «„  +  pAn, 
wenn  unter  Aq,  A^,  •  •  •  An  passende  ganze  Zahlen  verstanden  werden; 
trägt  man  dies  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein,   dann  erhält  man 
das    oben    ausgesprochene    Resultat.  —  Natürlich    folgt    daraus    auch 
durch  Wiederholung  desselben  Satzes  die  Congruenz 

f{zy"  zr:  fiz^'")      (mod.  p).  - 
Nun  sei  für  jede  Zahl  m,  welche   nicht   mehr  als  Je   verschiedene 
Primfactoren  enthält,  die  Irreductibilität  von  F„,(z)  bereits  festgestellt; 
sie  soll  jetzt  für  F„{z)  =  F,,a^{z)  bewiesen  werden,  wo  die  Primzahl  p 

*)  J.  für  M.  Bd.  56;  S.  178:  Einfacher  Beweis  für  die  Irreductibilität  einer 
Gleichung  in  der  Kreistheilung. 

**)  J.  de  M.  (2)  Bd.  4:    Demonstration   de  Tirreductibilite   de   lY'quation  aux 
racines  primitives  de  l'unite. 
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zu  m  theilerfremd  ist,  und  m  also  (Je  +1)  von  einander  verschiedene 
Primfactoren  enthält. 

Gesetzt  es  wäre  Fn  zerlegbar,  so  dass  wir  etwa  setzen  können 

Fn  {z)  =  xi^)t  (^')         (w  =  p"  ni) , 
dann  bilden  wir  diejenigen  beiden  Gleichungen 

deren  Wurzeln  die  jj^ten  Potenzen  der  Wurzeln  von 

X{z)  =  0,     t(z)  =  0 

sind.  Da  jede  primitive  w*"  Einheitswurzel  a  als  Product  aus  je  einer 
pateu  priniitiven  Einheitswurzel  «^  und  einer  wi*®^  primitiven  Einheits- 
wurzel «2  darstellbar  ist,  so  besitzen  X  =0  und  W  =  0  nur  Wurzeln 
von  der  Form  (01CÖ2)''"  =  ^2"'^  ^^^^  ^^^  ^^^  sämmtlich,  weil  p"  zu  m 
theilerfremd  ist,  primitive  m*®  Einheitswurzeln.  Die  Gleichungen 
X=  0,  ^  =  0  haben  daher  mit  der  irreductiblen  Gleichung  Fm  =  0 
mindestens  eine  und  sonach  alle  Wurzeln  Og  gemeinsam.  Deshalb 
gelten  für  jedes  a^  die  beiden  Gleichungen 

X(«2)  =  0,      W{(o^)  =  0. 

Wendet  man  nun  den  Hülfssatz,  den  wir  am  Anfange  dieses  Para- 
graphen aufstellten,  auf  %  und  t^  an,  so  ergiebt  sich,  dass 

XM  =  ^(»2)  =  0,     tico-i)  =  ^(«2)  =  0  (mod.  p) 

ist;  d.  h.  es  werden  x{co.2)  und  ^(wg)  durch  p  theilbar,  und  daher 

(7)  i^„  (©2)  ==  ;!:  («2)  ^  (»2)  =  /)  YW , 

wobei  /'(CJ2)  eine  passend  gewählte  ganze,  ganzzahlige  Function  von 
»2  sein  wird. 

Nach    der  Formel    (19),    §   306,    ist    ferner    Fn    ein    Theiler  von 

( "^ 

F,\z'' ) ,  d.  h.  man  kann 


^"      ^    =  z-u' "-Hp-D  _| p  z"^p—'  +  1  =  F^{£) F(z) 


setzen,  wobei  wieder  unter  F{z)  eine  passende  ganze,  ganzzahlige 
Function  zu  verstehen  ist.  Trägt  man  hier  irgend  eine  primitive 
m*®  Einheitswurzel  z  =  co.^  ein,  so  ergiebt  sich  daraus 

F„(ö2)F(«2)=i?, 

und  wenn  man  dies  mit  (7)  combinirt,  dann  folgt  die  Gleichung 

l=pF{a>,)f{a>.:). 

Aus  dem  entwickelten  Producte  F{c3^f{G}<^  kann  man  vermöge 
Fm(G).^  =  0  alle  Potenzen  von  co^  entfernen,  welche  den  Grad  von  i^,„ 
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übersteigen;  es  bleibt  eine  gaiizzahlige  Function  von  w^  zurück,  welche 
zu  einer  Gleichung  von  niederem  Grade  als  [2^,,,] 

führt.  Dies  gilt  für  jedes  (o^  und  muss  wegen  der  Irreductibilität  von 
F,n  identisch  erfüllt,  d.  h.  es  muss  1  =  po^  sein,  was  unmöglich  ist. 
Damit  ist  die  Irreductibilität  von  F„{s)  bewiesen. 

§  312.  Die  bei  dem  letzten  Beweise  verwendeten  Mittel  reichen 
zur  Begründung  eines  allgemeineren  von  Kronecker*)  gegebenen 
Irreductibilitütssatzes  aus:  -Fn(-s)  ist  auch  in  demjenigen  Ratio- 
nalitätsbereiche irreductibel,  welcher  aus  der  Einheit  und 
einer  primitiven  A*""  Eiuheitswurzel  «  gebildet  ist,  so  lange 
k  relativ  prim  zu  n  bleibt. 

Wäre  nämlich 

und  dabei  der  Factor  %(0,  cc)  in  dem  angegebenen  Kationalitätsbereiche 
irreductibel,  dann  müsste  die  Gleichung 

Xi^,  a)  =  0 
durch  eine  primitive  «*®  Einheitswurzel   w   befriedigt  werden.     Es   sei 
nun   Tt   eine   primitive    (/<•?/)*''  Einheitswurzel,    dann    köimen    wir   nach 
§297 

o  =  ;r",     a  =  ;t'' 

setzen.  Trägt  man  das  in  die  letzte  Gleichung  ein,  so  erkennt  man, 
dass  die  beiden  Gleichungen  in  s 

;t(^.«,  ^;v)  =  0     und     F,„(0)  =  O 
eine   Wurzel  z  ^  n   gemeinsam   haben,    und   also,    da   Fkn  nach    dem 
vorigen  Paragraphen  im  Gebiete  der  rationalen  Zahlen  irreductibel  ist, 
dass  die   erste   der   Gleichungen   durch   alle   Wurzeln   n^    der   zweiten 
befriedigt  wird,  d.  h.  dass  für  jedes  x  identisch 

%{n^^%  ^'0  =  0 
ist.     Bedeutet  nun  m  eine   willkürliche   zu   n   theilerfremde   Primzahl, 
dann  kann   man,   wie   aus  den  Elementen   der   Zahleutbeorie    bekannt 
ist,  T  so  bestimmen,  dass  die  beiden  Congruenzen 

T  ^  1   (mod.  /.),     T  E^  w  (mod.  n) 
gelten.     Demgemäss  haben  wir  für  jedes  solche  m  die  Gleichung 

l{n>'^,  7r»0  =  x{co',  «*)  =  K«'";  «)  =  0- 
Da  aber  o?'"  alle  Wurzeln  von  Fn{z)  =  0  giebt,  so  ist  x{^y  «)  =  0  für 
alle   primitiven  n"^^^  Einheitswurzeln   erfüllt,   und   %{z,c^)   durch   Fn{z) 

*)  J.  de  M.    Bd.  19. 
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theilbar.  Der  Armahme  nach  ist  i  irreductibel  in  dem  gewählten 
Rationalitätsbereich;  folglich  fällt  i  bis  auf  einen  constanten  Factor 
mit  Fn  zusammen,  d.  h.  Fn  ist  selbst  irreductibel. 

§  313.  Nachdem  so  die  Irreductibilität  festgestellt  ist,  gehen 
Avir  zur  Auflösung  der  Kreistheilungsgleichung  über,  beschränken 
uns  dabei  aber  stets  auf  den  Fall  n  =  p  und  behandeln  also  nur  die 
Kreistheilungsgleichung 

(8)  z''-"-  +  2^'--  +  z^'-^  H \-  z-  -\-  z  -\-  1  =0 

mit  den  Wurzeln 

(9)  a,  CO',  co',  •••   co''~^, 
"wobei  CO  die  Bedeutung  besitzt 


-C^^l    (^<rt. 


p 

Nun  könnte  man  glauben,  dass  die  algebraische  Lösung  von  (8)  voll- 
ständig durch  die  Angabe  z  =  yl  geliefert  sei,  und  dass  dadurch  die 
Frage  definitiv  erledigt  worden  wäre.  Aber  dem  ist  nicht  so;  es 
handelt  sich  ja  gerade  darum,  die  primitiven  Werthe  des  Ausdrucks 
|/l  von  den  übrigen  Werthen  des  Symbols  zu  sondern,  und  ihre  Be- 
rechnung auf  die  möglichst  einfachen  Elemente  zurückzuführen.  So 
giebt  z.  B.  die  y  1  unter  anderen  alle  Wurzeln  von 


allein  es  liefert  der  Ausdruck 


+  1, 


2  = 


2 

die  primitiven  sechsten  Einheitswurzeln  allein  und  in  einfachster  Be- 
rechnungsart;  deshalb  ist  die  zweite  Darstellung  der  erstereu  vorzu- 
ziehen.   Ebenso  ist  für  die  primitiven  achten  Einheitswurzeln  der  Werth 

—    zu  wählen  und  nicht  l/l. 

]/2 

Am  nächstliegenden  scheint  es,  die  Untersuchungen  von  §  113  zu 

benutzen  und  z  -\-  —  =  n   in  die  reciproke  Gleichung  (8)  einzuführen. 

Dadurch  wird  nämlich,  wenn  wir  (2)  —  1)  =  2/i  setzen,  die  Gleichung 
des  Grades  2^  auf  eine  solche  des  Grades  ^  zurückgeführt.  Um  die 
Form  derselben  zu  erkennen,  schreiben  wir 

(''  +  l')  +  ("""'  +  ^)  +  •••  +  (^  +  7)  +  1  =  ^- 
und  erhalten  als  Recursionsformel  (vgl.  §  113)  für  die  cp 

9)„  +  i  =  ncpf,  —  ^,„_i;         (9„  =  1,  9^1  =  u  -f  1). 
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Setzen  wir  daher  weiter  als  erzeugende  Function  für  die  (p 

2'  =  9^0  +  9^1  ^    +  fJ-  -\-  (pj''  -\ , 

so  ergiebt  sich  daraus  die  Bestimmung 

T  = -^-^^,  =  ii  +  t)  ;^(:,a  -  n- 

oder,  wenn  mau  als  iSummationsbuchstabeu  ^  =  (ii  -\-  x)  einführt, 
2'  =  (1  +  i)^f'^i-  0'  (''7'')'*"-"' 


2'(- iH" ;"),...—+ 2'(- 0' rr")"—- 


lx  =  0 


Hieraus  erhält  man  die  explicite  Form  der  umgewandelten  Gleichung  in 
u  vom  Grade  jw- =  —  (p  —  1)  nämlich 


vM  =S- 1)'  ("7") "'— +  2'(- 1)'  ('"'"")  «"—='=  0- 

Mit  dieser  Reduction  sind  nun  aber  auch  die  Vortheile,  welche  die 
Anwendung  der  Methode  der  reciproken  Gleichungen  liefert,  erschöpft. 
Natürlich  gilt  die  gleiche  Umwandlung  für  ein  jedes  F,n(z)  =  0  mit 
ungeradem  m. 

§  314.  Auf  diesem  Punkte  blieb  die  Erkenntniss  in  die  Natur 
der  Kreistheilung  lange  Zeit  hindurch  stehen,  bis  es  Gauss  gelang*), 
durch  eine  eben  so  geniale  wie  einfache  uud  glückliche  Idee  das 
Wesen  unserer  Gleichung  (8)  völlig  darzulegen.  Wir  wollen  den  von 
Gauss  gegebenen  Entwickelungen  folgen. 

Aus  der  Zahlentheorie  ist  es  bekannt,  dass  es  für  jede  Primzahl  p 
zugehörige  ganze  Zahlen  (/  der  Art  giebt,  dass  die  Reste  bei  den 
Divisionen  der  Glieder  von 

(10)  g,g',9\  •'■  9''-' 

durch  den  Modul  p,  von  ihrer  Reihenfolge  abgesehen,  mit  den  Zahlen 
1,  2,  3,  •••  (jp — 1)  übereinstimmen,  so  dass  also  die  Reihe  (lU)  die- 
selben Elemente  hat,  wie 


*■)  Werke  J.    Disquisitiones  aritbmeticao.    Sectio  VII. 
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x^p-^1,  x^p  +  2,  3<3i?  +  3,  •••  iCj^^ip -i-  {p  —  1) 
bei  passender  Wahl  der  ganzen  Zahlen  x.  Da  es  bei  Potenzen  von  co 
keine  Werthänderung  hervorruft,  wenn  man  in  den  Exponenten  Viel- 
fache von  p  hinzufügt  oder  unterdrückt,  so  folgt,  dass  die  Reihe  der 
Wurzeln  (9)  auch  dann  entsteht,  vrenn  man  dem  «  die  Werthe  (10) 
zu  Exponenten  giebt.  Um  die  Schreibweise  zu  erleichtern,  bezeichnen 
wir,  wie  Gauss  es  thut, 

Gj«  =  [a], 

wo  diese  Klammer  nicht  mit  der  früher  §  G4  in  anderer  Bedeutung 
eingeführten  zu  verwechseln  ist.  Danach  können  wir  die  Wurzeln 
von  (8)  auch  in  der,  viele  Vorzüge  bietenden  Anordnung 

(11)  [9l  [r],  M;  •••  [g^-'l 

schreiben. 

Wir  zerlegen  jetzt  {p  —  1)  =  e-f,    nehmen    für  A   eine  beliebige 
ganze  Zahl  und  wollen  die  Summe  der  Glieder  der  Reihe 

(12)  w,  [igq,  i^g^q,  ■■■  w^-'^q 

als  eine  /"-gliedrige  Periode  bezeichnen.    Diese  Summe  der  /"Wurzeln 

schreiben  wir 

(13)  (/;  A)  =  [A]  +  [Igq  +  [Xg^q  +  •  •  •  +  W^'^n 

Ist  A  =  0  oder  ein  Vielfaches  von  p),  dann  wird  (f,  0)  =  •••==  f,  und 
wir  wollen  diese  Periode  als  die  uneigentliche  Periode  von  /"Gliedern 
auffassen,  im  Gegensatze  zu  den  übrigen,  welche  schlechthin  Perioden 
genannt  werden  sollen.     Von  solchen  Perioden  giebt  es  e,  nämlich 

[9]  +  19'+']  +  [9''+']  +  •  •  •  +  [g'^-''"+'], 
(14^  [rJ  +  [9'+']  +  [9''+']  +  •  •  •  +  [9''-'^"+'l 

Wollte  man  dieses  Schema  fortsetzen,  so  würde  die  nächste  Zeile  mit 
der  ersten  übereinstimmen,  u.  s.  f. 

Wir    beschäftigen    uns    mit    den    wichtigsten    Eigenschaften    der 
Perioden. 

I)  Keine    der    Perioden    (14)    hat    mit    einer    anderen    ein 
Element  [A]  gemeinsam. 

II)  Für  die  Summe   der  Perioden   (/",  A)  bei  X=g,  g\  ••■  g'' 
gilt  die  Gleichung 

(15)  (/;^)  +  (/;^^)  +  ---  +  (/;rr)==-i- 

III)  Ersetzt   man  in  dem  Ausdrucke  von  (f,  A)  die  Wurzel 
oj  =  [1]  durch  lg''],  dann  geht  die  Periode  in  sich  selbst  über. 
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Denn  dadurch  verwandelt  sich  jedes  Glied  [a]  in  [ag"],  und  deshalb 
werden  die  Glieder  von  [/",  A]  nur  cyklisch  um  ein  Element  weiter 
nach  rechts  geschoben,  wenn  man  auf  das  letzte  wieder  das  erste 
folgen  lässt. 

IV)  Ersetzt  man  in  den  Perioden  (14)  die  Wurzel  «  =  [1] 
durch  [g],  dann  werden  diese  Perioden  cyklisch  um  eine 
Zeile  nach  unten  geschoben. 

V)  Alle  Perioden  haben  verschiedene  Zahlenwerthe.  Denn 
wäre  etwa  (/)  g")  =  {f,  g^),  dann  könnte  man  zunächst  alle  Glieder 
dadurch  reduciren,  dass  man  allen  einzelnen  Exponenten  durch  Sub- 
traction  von  Vielfachen  von^  die  kleinsten  positiven  Werthe  giebt;  0  als 
Exponent  kommt  dabei  nicht  vor,  wenn  a  und  ß  von  0  verschieden 
sind.  Dann  könnte  man  die  Gleichung  durch  C3  dividiren  und  erhielte 
dadurch  eine  Gleichung  für  co,  die  höchstens  bis  zum  Grade  {p  —  2) 
aufsteigt.  Eine  solche  giebt  es  aber  wegen  der  Irreductibilität  von  (8) 
nicht.  —  Wäre  /3  =  0,  dann  ergiebt  sich  direct  das  Gleiche,  falls  a 
von  e  verschieden  ist,  weil  ja  dann  in  (/",  g")  nicht  co^'~^  vorkommt; 
aber  auch  (/j  g')  =  f  ist  unmöglich,  wie  man  erkennt,  wenn  man  diese 
Gleichung  von  (o''~^  -\-  C3^'~'^  -\-  •  ■  •  -\-  co  -\-  ^  =  ^^  subtrahirt  und  auf 
die  Differenz  die  frühere  Ueberlegung  anwendet. 

VI)  Jede  ganze,  ganzzahlige  Function  /i(c))  von  oj,  welche 
sich  nicht  ändert,  wenn  man  in  ihr  cj  =  [1]  durch  [^]  ersetzt, 
hat  einen  ganzzahligen  Werth.     Denn  zunächst  ist 

h{co)  =  y  {h{[\])  +  ii{[g-\)  +  •••  +  Kvr-'^)], 

da  alle  Glieder  der  geschweiften  Klammer  der  Voraussetzung  nach 
einander  gleich  sind;  und  demnach  ist  h{(o)  eine  symmetrische  Function 
der  Wurzeln  von  (8),  und  wir  können  setzen 

(16)  K«)  =  |. 

wobei  h  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  /'(w)  ist  also  sicher  eine  rationale 
Zahl.     Die  linke  Seite  hat  die  Form 

«(,0)''"'  +  a,  w^'~-  -f"  ajW'~^  "I"  •  ■  •  ~f"  ^] 1 

bei  ganzzahligen  Coefficienteu  «.  Subtrahirt  uuui  daher  von  (IG)  die 
Identität 

a„cj/'"~'  -\-  UqCo''^'-  -\-  a,,a''~^  ~j~  " " "  ~f"  ^o  ="  ^\ 
so  müssen  links   alle  Potenzen  von  w   verschwinden,   und  es  wird   er- 
sichtlich, dass    —  eine  ganze  Zahl  ist,  wie  behauptet  wurde. 

VII)  Jede  ganze,  ganzzahlige  symmetrische  Function  der 
Perioden   (14)   ist    eine    ganze    Zahl.      Denn   nach   IV)   gehen    die 
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Perioden  durch  die  Substitution  [g]  statt  [1]  nur  Vertauscliungen 
untereinander  ein.  Dadurch  ändert  sich  eine  symmetrische  Function 
derselben  nicht.     Somit  zeigt  VI)  die  Richtigkeit  des  Satzes. 

VIII)  Jede  ganze,  ganzzahlige  Function  h((x})  von  o,  welche 
sich  nicht  ändert,  wenn  man  in  ihr  a  =  [1]  durch  [g^]  ersetzt, 
ist  eine  lineare,  ganzzahlige  Function  der  Perioden  (14). 
Wir  schreiben 

Ji{co)  =  ^  {//([!])  +  h{[gq)  +  h([g^^])  +  ••.  +  h{[g^f-^)^])}, 

wie  dies  der  Voraussetzung  nach  möglich  ist.     Wenn  nun 
7j(o)  =  a^C3^'~^  -f-  ffjft)^'~-  +  •••-[-  0Cj,—i 

gesetzt  wird,  dann  hat  man  nach  Eintragung  dieser  Form  in  die 
rechte  Seite  der  vorherj^eh enden  Gleichung 

h{co)  =--  j  {a,{f,  p-1)  +  a,(f,p-2)  +  •••  +  a,.r{f,  0)} 
oder,  wenn  man  die  einander  gleichen  Perioden  zusammenfasst, 

K«)  =  7  {ßo  +  ßx{f,  9)  +  ß,{f,  9')  +  '--  +  ß.{f,  9')}. 

Jeder  Coefficient  der  linken  Seite  ist  eine  ganze  Zahl;  rechts  treten, 
da  keine  Periode  mit  einer  anderen  eine  Potenz  von  o  gemeinsam  hat, 
nur  die  Coefficienten  ß;.  :  f  auf;  folglich  sind  auch  diese  sämmtlich 
ganze   Zahlen.     Damit  ist   der  aufgestellte   Satz   vollständig  bewiesen. 

IX)  DasProduct  zweier  Perioden  (14)  ist  eine  ganzzahlige, 
lineare,  homogene  Function  sämmtlicher  eigentlichen  oder 
uneigentlichen  Perioden.     Wir  wollen  die  beiden  Perioden 

(/;  A)  =  [A]  +  [Ar]  +  W'^]  +  ■•■  +  W'-'^% 

(/;  ^)  =  [a]  +  liig']  +  [^^2.j  +  . . .  +  [^gif-^^q 

mit  einander  multipliciren.  Dies  möge  derart  geschehen,  dass  zuerst 
je  zwei  untereinander  stehende  Glieder  miteinander  multiplicirt  werden 

[A  +  .u]  +  [(A  +  fi)g']  +  [(A  +  ^)g'q  +  •  •  •, 
und  dass  dann  in  jedem  Producte  ji  der  Reihe  nach  in  /ü^,  {^9^^}  '  •  • 
verwandelt  wird.     So  entstehen  die  weiteren  Zeilen 

[^  +  l^g-]   +  [(A  +  ^g^)g^]  +  [(A  +  ^r)^'1  +  •  •  •, 
[A  +  m"\  +  [(A  +  m'')9']  +  K^  +  M'')9'']  +  •••, 

Jede  der  erhaltenen  Zeilen  ist  die  Summe  der  Glieder  einer  Periode; 
wir  erhalten  demnach  die  Gleichung 

(/;  A)  if,  u)  =  (/;  A  +  ,a)  +  (/;  A  +  m')  +  if,^-h  m'')  +  •••• 

Netto,  Algelira.   I.  24 
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Ersetzt  man  hierin  alle  ganzen  Zahlen  A  +  /u,  /l  +  ^9%  ••  durch  ihre 
kleinsten  positiven  Reste  modulo  j)  und  vereinigt  dann  die  auftretenden 
gleichen  Perioden,  dann  entsteht  das  behauptete  Resultat 

(17)  (f,  X)  (/;  ti)  =  a, it;  0)  +  «,  (/;  (/)  -h  a, if, g')  +  ---  +  a.. {f, y). 

Hierin  bedeuten  die  a  ganze,  positive  Zahlen  oder  Null. 

X)  Jede  ganze,  ganzzahlige  Function  der  Perioden  (14) 
ist  eine  ganzzahlige,  lineare  Function  sümmtlicher  Perioden. 
Dies  ergiebt  sich  durch  fortgesetzte  Anwendung  des  Satzes  IX). 

XI)  Die  e  Perioden  (14)  von  je  /"  Gliedern  sind  die  Wur- 
zeln einer  Gleichung  fc'^°  Grades,  deren  erster  Coefficient 
1  ist,  und  deren  folgende  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind. 
Diese  Gleichung  lautet 

(18)  {z-{f,  g))  {z  -  if,  /))  •••(.-  (/;  g^))  =  0; 

da  die  Coefficienten  symmetrische,  ganzzahlige  Functionen  der  Perioden 
(14)  sind,  so  folgt  aus  VII),  dass  sie  ganzzahlige  Werthe  haben. 

XII)  Die  Gleichung  (18)  ist  irreductibel.  Denn  wäre  die 
linke  Seite  zerlegbar,  dann  betrachten  wir  denjenigen  ihrer  irreductiblen 
Factoren,  welcher  (z  —  (/",  g))  enthält,  und  setzeu  ihn  gleich  Null. 
Nun  hätte  die  entstehende  Gleichung 

(19)  H{z)  =  0     die  Wurzel     z  =  [g\ -\-  [g'+'\  -\ , 

imd  folglich  hätte  die  Gleichung 

(19'')  H{t,'  -f   ^'"^^  -{ )  =  0     die  Wurzel     ^  =  «• 

Da  aber  o  eine  Wurzel  der  irreductiblen  Gleichung  (8)  ist,  so  be- 
sässe  (19*)  die  Wurzeln  t  =  [g],  [g'],  ••  Ir/'J,  und  also  (19)  die 
Wurzeln  z  =  {f,g),  {f,g'),  •••  (f,g''),  d.  h.  alle  Wurzeln  von  (18); 
daher  müsste  (18)  irreductibel  sein,  wie  (19)  es  ist. 

XIII)  Bedeuten  (/",  A)  und  (/,  jt)  zwei  von  den  Perioden 
(14),  so  kann 

(20)  (/;  ^)  =  «0  +  a,  if,  A)  +  «,  (/;  A)^  -f  •  • .  +  «,._,  (f,  A)'-i 
gesetzt    werden,    wenn    die    a     passend     gewählte     rationale 
Zahlen    sind,    d.   h.   jede    eigentliche    Periode    ist    eine    ganze 
Function  jeder  anderen  eigentlichen  Periode.     Denn  zuerst  ist 
wegen  der  Gleichung  (15) 

-i  =  (/;^)  +  (/;r/^)  +  ---  +  (/;^'); 

dann  ist  weiter  identisch 

{f,  ^)  =  «1.0  +  «1,1  (f,  g)  +  01,2  (/;  .r)  H —  «1,.  {f,  g"), 

wenn  rechts  alle  «  gleich  Null  gesetzt  werden,  mit  Ausnahme  des 
fli  ,,  =  Ij  welches  als  (.'oefficieut  von  (/',  A)  =  (/',//'')  auftritt.     Hieraus 
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folgt  durch  Potenzirung,  wenn  man  jedesmal  rechts  die  Formel  (17) 
anwendet, 

(/;  xy    =  «,,0    +  «2,1  (f,  g)    +  «2,.  (/;  (f)    +  ■  •  •  +  «2„.  (/;  r), 
(/;  A)^    =  «3,0    +  «3,1  (/,  ^)    +  «3,2  (/;  ^^0    +  •  •  •  +  «3,.  {f,  r) , 

(/;  >l)'-i=  «._i,o+  a,-x,,{f,g)  +  ae-,,2{f,g')  H h  üe-iAf, 9')- 

Die  so  erhaltenen  e  Gleichungen  sind  linear  von  einander  unabhängig. 
Denn  wäre  das  nicht  der  Fall,  so  würden  ganze  Zahlen  q^,  q^,  ••• 
qn-i  existiren,  die  nicht  alle  verschwinden,  und  für  welche  die  Gleichung 

Qo  if,  ^y-' + 'Zi  (/;  ^y-'  +  •  •  •  +  ^«-2  (/;  ^)  +  g«-i  =  o 

erfüllt  wäre.  Die  Existenz  einer  solchen  Gleichung  widerspräche  aber 
der  Thatsache,  dass  (/',  A)  nach  XII)  die  Wurzel  einer  irreductiblen 
Gleichung  e*®""  Grades  ist. 

Aus  der  Unabhängigkeit  der  e  linearen  Gleichungen  folgt,  dass 
jedes  der  e  Glieder  {f,g),  {f,g''),  •••  {f,g'')  in  der  Form  (20)  durch 
Auflösung  des  Gleichungssystems  dargestellt  werden  kann,  ohne  dass 
die  Gleichung  (20)  illusorisch  wird.  Damit  ist  der  aufgestellte  Satz 
bewiesen. 

XIV)  Die  Gleichung 

(21)   (/;  /)  =  ^0  +  ^i  (/;  9)  +  ß,  (/;  gr  +  -'-  +  ß^-r  (/; 9y-\ 

durch  welche  {f,g^)  als  ganze  Function  von  (f,  g)  ausgedrückt 
wird,  bleibt  richtig,  wenn  man  die  Perioden 

{f,g)>  if,g''),U]9'),  •••  (/;r) 

cyklisch  in  ihr  weiterschiebt,  so  dass  also  auch  für  fi  ==  2,  3  •  •  • 

(21'')   (/;^."+i)  =  /3o  +  ^,(/;^")  +  ß,if,9^T  +  ■■■  +  ße-i{f,g'y-' 

gilt.  Denn  setzt  man  in  (21)  statt  co  ein  2,  so  hat  die  entstehende 
Gleichung  für  2  die  Wurzel  a  imd  daher  (vgl.  XII)  auch  co",  •••. 
Man  kann  deshalb  in  (21)  co  durch  co" ,  (o"\  •  •  •  ersetzen  und  kommt 
so  auf  (21^). 

XV)  Die  f  Glieder  einer  jeden  der  e  Perioden  (14)  sind 
die  Wurzeln  einer  Gleichung,  deren  Coefficienten  lineare, 
ganzzahlige  Functionen  der  Perioden  (14)  sind.  Diese  Glei- 
chungen lauten 

(^  -  lg])  (^  -  Uf+'D  •  •  •  (^  -  l9''-'''+'D  =  0, 
^  ^        (^  -  [^'J)  (^  -  lf+'\)  •  •  •  (^  -  [g^'-'^-^'J)  =  0, 

5 

die  Coefficienten  einer  jeden  sind  symmetrische  Functionen  der  Glieder 
der  betreffenden  Periode  und  ändern  sich  deshalb  nicht,  wenn  mau  in 

24* 
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iknen  [1]  durch  [ff]  ersetzt.  Nach  VlII)  sind  somit  säramtliche 
Coefficieuten  in  jeder  der  Gleichungen  (22)  von  der  Form 

Co  +  Ci  {fy  9)  +  Co  (/",  <70  H h  C"  ^f,  9"), 

in  welcher  die  c„,  c, ,  •••  c,.  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Dieser  Satz  giebt  ein  treffendes  Beispiel  für  die  in  §  47  ange- 
stellten Betrachtungen  über  Reductibilität  und  Irreductibilität.  Die 
Gleichung  (8)  ist  im  Rationalität sbereiche,  welcher  aus  den  rationalen 
Zahlen  besteht,  unzerlegbar.  Nimmt  man  dagegen  die  e  Perioden  (14) 
oder  gemäss  XIII)  auch  nur  eine  derselben  zum  Rationalitätsbereiche 
hinzu,  so  wird  (8)  zerlegbar,  derart,  dass  die  linken  Seiten  der 
Gleichungen  (22)  die  einzelnen  Factoren  werden,  in  welche  das  Polynom 
von  (8)  zerfiillt. 

XVI)  In  dem  aus  den  rationalen  Zahlen  und  einer  der 
Perioden  (14)  gebildeten  Rationalitätsbereiche  ist  jede  der 
Gleichungen  (22)  irreductibel.  Wäre  H(i)  nämlich  ein  irreduc- 
tibler  Theiler  der  ersten  Gleichung  (22)  und  zwar  derjenige,  welcher 
den  Factor  (^  —  [^])  enthält,  so  könnten  wir,  mit  Andeutung  des 
Rationalitätsbereiches  der  Coefficieuten, 

^M;  if,  9)>  {f,  g'),  •••  {f,9'))  =  o 

schreiben.  Setzt  man  hierin  sowohl  bei  [/y]  als  bei  den  Perioden  0 
für  w  ein,  so  entsteht  eine  Gleichung  in  z  mit  rationalen  Coefficieuten, 
welche  die  Wurzel  z  =  co  besitzt  und  deswegen  auch  die  Wurzeln 
^='li/'^l>  l^^']j  ■■■•     Daher  ist  gleichfalls 

II{l9'+'U  (/,  9'+'),  if,  9"-^'),  ■■'  if,  rO) 
=  Hibf+'h  {f,  9),  (/",  9'),  •■-(f,  9'))  =  0, 
d.  h.  H{i)  =  0  hat  auch  die  Wurzel  |(7'+^]  und  ebenso  [^''''+^],  •••• 
Der  irreductible  Factor  H(e)  lallt  sonach  mit  dem  Gleichungspolynom 
selbst  zusammen.     Folglich  ist  die  erste,  und  ebenso  jede  folgende  der 
Gleichungen  (22)  irreductibel. 

§  315.  Die  abgeleiteten  Resultate  zeigen:  Die  Lösung  der 
Gleichung  (8)  kann  folgendermassen  bewerkstelligt  werden. 
Man  bestimmt  eine  Wurzel  der  Gleichung  (18)  vom  Grade  c. 
Dann  sind  wegen  (20)  alle  ihre  Wurzeln  rational  aus  dieser 
Einen  ableitbar,  und  (8)  zerfällt  in  die  Gleichungen  (22). 
Bestimmt  man  eine  Wurzel  irgend,  einer  von  diesen  Glei- 
chungen P^'^  Grades,  dann  ist  dies  eine  primitive  Wurzel 
von  (8),  und  ihre  Potenzen  ergeben  die  übrigen  Wurzeln 
von  (8).  Hiermit  ist  der  erste  Schritt  zur  Zerlegung  der  Auflösung 
von  (8)  in  ihre  einfachsten  Elemente  geliefert. 
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§  316.  Gesetzt,  man  könnte  /"  weiter  in  zwei  Factoren  zerlegen 
f  =  c'f,  dann  bilden  wir  e  ■  e'  Perioden  von  je  /"  Summanden,  nämlich 

[g\      +  [o''-^'\    +  •  •  •  +  [^(^■'-^)-'+^]     =  (/•',  g), 

(23) 

[9'+']  +  [r'-^^-+^]  +  •■•  +  [(/(/'- i)-'+<^+i]  =  (A  9^+'), 

Natürlich  gelten  von  ihnen  alle  früher  abgeleiteten,  auf  die  Perioden 
(14)  bezüglichen  Sätze.  Die  neu  aufzustellenden  Theoreme  beziehen 
sich  nur  auf  den  Zusammenhang  der  Perioden  (23)  und  (14)  unter- 
einander. Die  Gesammtheit  der  Elemente  von  (/",  g"),  (/",  ör'+"), 
•••  if'}  ^^'''~^^*+")  giebt  sämmtliche  Elemente  von  (f,g"). 
Die  Gleichungen 

(24)     (z  -  i/",  9"))  C^"  -  (f,  f+"))  •  •  •  (^  -  (/",  9^'-'^"+'^))  =  0 

(a  =  l,  2,  •••  e) 

haben  Coefficienten,  welche  linear  und  ganzzahlig  durch  die 
Perioden  (14)  ausdrückbar  sind.  Denn  diese  Coefficienten  werden 
symmetrische,  ganzzahlige  Functionen  der  Perioden  (/"',  9"),  ■  •  ■ 
if'}  ^(«'— 1)<^+");  und  da  sich  diese  Perioden  durch  Einführung  von 
[(/*]  an  Stelle  von  [1]  nur  cyklisch  vertauschen,  so  bleiben  die  Coeffi- 
cienten selbst  für  diese  Substitution  ungeändert.  Also  folgt  nach 
§  314,  Vin)  die  ausgesprochene  Eigenschaft. 

Die  Gleichung  (24)  ist  in  dem  aus  den  rationalen  Zahlen 
und  den  Perioden  (14)  gebildeten  Rationalitätsbereiche  irre- 
ductibel.  Wäre  nämlich  H^z)  der  irreductible  Factor  der  linken 
Seite,  welcher  {z  —  (/',  9"))  enthält,  dann  hätte  die  Gleichung 

//(.;(/•,  ^),(/',/0,---)=0 

die  Wurzel  2  =  (/",  9").     Setzt  man  nun  überall  in  die  Identität 

H{(r,9''yAf,9),  (f,9'),  ••0  =  0 

für  CO  ein  z,  so  entsteht  eine  Gleichung,  welche  mit  (8)  eine  und  daher 
alle  Wurzeln  gemeinsam  hat.     Folglich  wäre  auch 

Hiif',9'+"):  {f,9)An9'),---)  =  0, 

da  die  /-gliedrigen  Perioden  sich  nicht  ändern,  wenn  man  [g'^]  für  [1] 
einsetzt.  Demgemäss  hätte  II(z)  =  0  auch  die  Wurzeln  z  =  (f',  9"+"), 
{f',9^''^"),  •••;  das  widerspricht  aber  der  Annahme  der  Reductibilität 
von  (24). 
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§  317.  Die  abgeleiteten  Resultate  setzen  uns  in  die  Lage,  jetzt 
den  zweiten  Theil  der  Lösungsvorschrift  aus  §  315,  welcher  die  Auf- 
lösung einer  Gleichung  /"*^"  Grades  forderte,  weiter  zu  vereinfachen. 
Ist  die  Gleichung  (18)  vom  Grade  c  aufgelöst,  und  sind  da- 
durch die  Perioden  (14)  bekannt  geworden,  dann  kann  man 
diese  in  den  Rationalitätsbereich  aufnehmen.  Die  e  Glei- 
chungen (24)  des  Grades  e'  haben  Coefficienten,  welche  diesem 
erweiterten  Rationalitätsbereiche  angehören.  Hat  man  eine 
der  Gleichungen  (24)  aufgelöst,  dann  lassen  sich  alle  e.e  Pe- 
rioden (23)  von  je  f  Gliedern  rational  darstellen  (XIII),  und 
die  Lösung  einer  Gleichung  /"'*^°  Grades  vollendet  die  Lösung 
von  (8).  Es  sind  demnach  die  Wurzeln  einer  Gleichung  e'"", 
einer  solchen  e'*^"^  und  einer  solchen  /"*^°  Grades  zu  bestimmen. 

Hierdurch  sind  wir  zu  der  nachstehenden,  von  Gauss  abgeleiteten 
Aullösungsregel  gelangt.  Es  sei,  in  seine  Primfactoren  zerlegt, 
(p  —  1)  =  a  •  /3  •  y  •  •  •  ^,  und  es  möge 

gesetzt  werden.  Dann  vertheilen  wir  zunächst  die  (j)  —  1)  Wurzeln 
von  (8)  in  a  Perioden  von  je  a  Gliedern,  diese  einzeln  wieder  in 
/3  Perioden  von  je  h  Gliedern  u.  s.  f.  Die  Auflösung  einer  Gleichung 
vom  a**"^  Grade  giebt  uns  die  Werthe  der  a  Perioden;  ja  man  braucht 
sogar  nur  eine  beliebige  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  zu  besitzen, 
um  alle  rational  darstellen  zu  können.    Wir  dürfen  diese  Wurzel  gleich 

(«,  l)  =  [l]  +  M  +  --.[.r/«-i)''] 
setzen.  Denn  um  diese  Festsetzung  zu  rechtfertigen,  brauchen  wir 
nur  unter  gj  eine  von  denjenigen  Wurzeln  von  (8)  zu  verstehen,  welche 
unter  den  a  Gliedern  der  rechten  Seite  auftreten,  während  vor  dieser 
Annahme  die  Wahl  von  oj  unter  den  primitiven  jo'®"^  Wurzeln  der 
Einheit  noch  eine  völlig  willkürliche  war.  Ist  nun  («7,  1)  bekannt, 
dann  liefert  eine  rationale  Rechnung  nach  §  314,  XIII)  die  Werthe 
aller  übrigen  Perioden  als  ganze,  ganzzahlige  Functionen  von  (a,  1). 
Hierdurch  sind  die  Coefficienten  aller  ab  Gleichungen  /3*^°  Grades  be- 
stimmt, von  denen  die  ^*^"  Perioden  von  je  6  Gliedern  abhängen.  Von 
einer  derselben  suchen  wir  eine  beliebige  Wurzel,  z.  B.  von  derjenigen, 
welche  (/>,  1)  enthalten  muss,  und  setzen 

(/.,  l)  =  [l]  +  [^«/^]  +  ...  +  [^(*-i)«/^] 

dieser  Wurzel  gleich.  Das  ist  erlaubt,  wenn  wir  nur  unter  a  eine 
von  denjenigen  Wurzeln  von  (8)  verstehen,  welche  unter  den  h  Gliedern 
der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  auftreten.    Dadurch  ist  also  die 
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Willkür  in  der  Wahl  von  o  noch  weiter  beschränkt.  Ist  (b,  1)  be- 
kannt, dann  liefert  §  314,  XIII)  alle  übrigen  /;-gliedrigen  Perioden. 
In  derselben  Weise  geht  man  fort,  bis  die  Auflösung  einer  Gleichung 
^*®°  Grades  zu  der  Feststellung  von  o  =  [1]  und  damit  zum  Ab- 
schlüsse der  Lösung  von  (8)  führt. 

§  318.  Das  BeisjDiel  p  =  11  möge  diese  Vorschriften  erläutern. 
Dabei  benutzen  wir  ^  =  3.  Es  wird  nicht  nöthig  sein,  neben  die 
fertigen  Resultate  noch  besondere  Erklärungen  zu  setzen. 

A  =  1  2    3     4    5    6     7     8     9   10  11  12  13  14  15  16 
^^-  EEE  3  9  10  13  5  15  11   16  14    8     7     4    12   2     6    1 
(8,1)  =  [1]  +   [9]  +  [13]  H-  [15]  +  [16]  -f  [8]  +    [4]  +  [2], 
(8,3)  =  [3]  +  [10]  +   [5]  +  [11]  +  [14]  +  [7]  +  [12]  +  [6]; 
(8,1)  +  (8,3)  =-1, 
(8,1).  (8,3)  =  4  {(8,1) +  (8,3}  =  -4. 
Die  Gleichung,  welche  (8,1)  und  (8,3)  zu  Wurzeln  hat,  lautet 

^'  +  ^  —  4  =  0, 
und   wir  setzen,  indem  wir  die  numerischen   Werthe   bis    auf   sieben 
Dezimalen  angeben, 

(8,1)  ==  I  (-  1  +  ]/l7)  =  1,5615528. 
Ferner  ist 

(4,1)  =  [1]  +  [13]  +  [16]  +  [4] ;  (4,3)  =  [3]  +  [5]  +  [14]  -f  [12], 
(4,9)  =  [9]  +  [15]  +  [8]  +  [2] ;     (4,10)  =  [10]  +  [11]  +  [7]  +  [6] ; 

(4,1) +  (4,9)  =  (8,1), 

(4,1)  .(4,9)  =  (8,1)  + (8,3)  =  -1. 

Die  Gleichung,  welche  (4,1)  und  (4,9)  zu  Wurzeln  hat,  lautet 

^2  — (8,1)^-  1  =  0, 
und  wir  setzen 

(4,1)  =  \  [(8,1)  +  VWF^^]  =  2,0494812. 
Aus  den  Gleichungen 

-  1  -  (4,1)  ==  (4,3)  +  (4,9j  +  (4,10), 
(4,1)2-4  =  2(4,3) +  (4,9), 
(4,1)3-  9(4,1)  =  (4,3)  +  3(4,9)  +  3(4,10) 


folgt 


(4,3)    =_i(4,iy'+  3(4,1)-  |, 

(4.9)  =(4,1)3+ (4,1)^- 6(4,1) -1, 

(4.10)  =  -  l  (4,1)3  _  (4^1)2  _!_  2(4,1)  +  I 
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Femer  wird 

(2,1)    =1.1]    +[16];     (2,3)    =[3]    +[14], 

(2,13)  =  [13] +  [4];       (2,5)    =[5]    +[12], 

(2,9)    =[9]    +[8];       (2,10)  =  [10]  +  [7J, 

(2,15)  =  [15]  +  [2];      (2,11)  =  [11]  +  [6]. 

(2,1)  +  (2,13)  =  (4,1), 

(2,1)    .    (2,13)  =  (4,3). 

Die  Gleiclnmg  mit  den  Wurzeln  (2,1)  und  (2,13)  wird  also 

.^ -(4,1).  + (4,3)  =  0, 
und  wir  können 

(2,1)  =  i  {(4,1)  +  >/(iri)^- 4.(4,3)1 

=  -^  { (4,1)  +  |/2(4,1)3+(4,1/-12"(4T)T6) 

=  1,8649445 

setzen.     Aus  den  Gleichungen 
-(2,1)-1  =(2,13)+(2,9)+(2,15)     +(2,3)     +(2,5)  +  (2,10)+ (2,11), 

(2,1)2-2  =  +(2,15), 

(2,1^^-3(2,1)  =  +(2,3), 

(2,1)^-6  =(2,13)  +4(2,15), 

(2,1)^-10(2,1)=  +5(2,3)  +(2,5), 

(2,1)^-20        =6(2,13)  +15(2,15)  +2(2,11), 

(2,1)^-35(2,1)=  +21(2,3)+7(2,5)+(2,10) 

folgt 

(2,15)  =  (2,1)2-  2,     (2,13)  =  (2,1)*  -  4(2,1)^  +  2, 

(2,llj  =  (2,1)«  -  6  (2,1)*  +  9  (2,1)^  -  2, 

(2,3)    =(2,1)^-3(2,1),     (2,5)  =  (2,1)^-5(2,1)^+ 5(2,1), 

(2,10)  =  (2,1)^-  7(2,1>^+  14(2,1)^-  7(2,1), 

(2,9)    =  -  (2,1)^  -  (2,1)«  +  6(2,1/-  10(2,1)3  -  6(2,1)^  +  4(2,1)  +  1. 

Endlich  haben  wir 

[1]  +  [16]  =  (2,1), 
[1]    .    [16]  =  1 ; 

die  Gleichung  mit  den  Wurzeln  [1]  und  [16]  wird 

z'—  (2,1).+  1  =0 
und  wir  setzen 

[1]  =  ^  {(2,1)  +1/(2,1)2-4) 
=  0,9324722  +  i- 0,3612417. 
Hieraus  folgen  die  weiteren  Wurzeln  der  Kreistheiluugsgleichung  durch 
Potenzirung.  , 
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§  319.  Wir  wollen  uoch  zwei  Bemerkungen  an  dieses  Beispiel 
knüpfen. 

Da  {p  —  1)  stets  eine  gerade  Zalil  ist,  so  wird  einer  ihrer  Fac- 
toren  a,  ß,  y,  •  •  •  i,  gleich  2.  Setzen  wir  einen  solchen  bei  unserer  Auf- 
lösungsmethode an  die  letzte  Stelle,  dann  ist  jede  der  voraufgehenden 

Perioden    aus    einer  Anzahl    von  Perioden    (2,  A)  =  [X\  -\-  IXg  J 

zusammengesetzt.    Nun  lässt  y"  durch  j)  dividirt  den  Rest  ( —  1), 

(vgl.  §  325),  also  ist 

(2,A)  =  [2]-f  [-/l] 

fc  2XTtl    ,     Fe         2l7tl         ^         2X7t 

=      + =  2  cos ■ 

LS    2^  J    '    Ls  p   J  p 

eine  reelle  Grösse,  und  das  Gleiche  gilt  deswegen  von  der  Summe 
solcher  Grössen,  d.  h.  von  allen  voraufgehenden  Perioden.  Die  ge- 
troffene Anordnung  gewährt  demnach  den  Vortheil,  dass  alle  Berech- 
nungen bis  zur  letzten  exclus.  im  Gebiete  der  reellen  Grössen  durch- 
führbar sind,  dass  die  complexen  Grössen  erst  bei  der  Ausführung  der 
letzten  Operation  auftreten,  und  bei  der  Beschränkung  auf  die  Berech- 
nung der  Winkelfunctionen  überhaupt  vermieden  werden  können.  — 

Die  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  den  Fall,  dass  (p  —  1) 
eine  Potenz  von  2  ist.  Tritt  dies  ein,  dann  erfordert  die  Lösung  jeder 
Gleichung  nur  die  Ausziehung  einer  Quadratwurzel,  und  es  ist  daher 
möglich,  durch  geometrische  Constructionen  mit  Hülfe  von  Zirkel  und 
Lineal  die  Bestimmung  der  Wurzeln  durchzuführen.    Hierbei  wird  man 

auch  nur  bis  zu  der  Periode  (2,1)  =  2  cos  —  gehen  und  erlangt  da- 
durch die  Theilung  der  gesammten  Kreisperipherie  in  p  gleiche  Theile. 
Die  niedrigsten   derartigen   Zahlen  p  sind  3,  5,  17,  257,  65537,  •••. 

Für  den  Fall  p  =  11  z.  B.  würde  cos  —  nach  §  318  den  Werth 
z  p  ^ 

1  _  _  1  _  i    1 

+  y  [17  -f  3  "1/17  —  (34  —  2  ]/l7)2  —  2(34  -f  2  1/17)2]  2 

erhalten;  die  Construction  selbst  schliesst  sich  aber  geschickter  an  die 
Auflösung  der  einzelnen  quadratischen  Gleichungen  an  *). 

Damit  2'"  -|-  1  eine  Primzahl  werde,  muss,  wie  sich  leicht  beweisen 
lässt,   m   eine   Potenz   von   2   sein.      Denn    hätte   m   einen   ungeraden 


*)  Vgl.  Bachmann:  Die  Lehre  von  der  Kreistheilung  und  ihre  Beziehungen 
zur  Zahlentheorie.  Leipzig,  Teubner.   1872. 
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voll  1  verschiedeiieii  Factor  ft,  daiin  wäre  bei  in  ^^  ^  ■  ^^  die  Summe 
2'"  +  1  durch  2"»  -|-  1  theilbar  und  also  gegen  die  Annahme  keine 
Primzahl.  Es  kommen  sonach  für  die  geometrische  Construction  der 
Kreistheilung  nur  Zahlen  ^)  =  2-*"  +  1  in  Betracht.  Die  oben  ange- 
führten Zahlen  entsprechen  den  Werthen  x  =  0,  1,  2,  3,  4;  aber 
bei   x  =  5   ist   2-"'  -\-  1  keine  Primzahl  mehr,   wie  Euler  gezeigt   hat. 


Neunundzwanzigste  Vorlesung. 
Kreistheiluiigsgleichuiig.    Methode  von  Lagrange  und  Jacobi. 

§  320.  Es  war  dem  Scharfsinne  von  Gauss  nicht  entgangen, 
dass  die  Gleichungen,  durch  welche  Perioden  geringerer  Gliederanzahl 
aus  solchen  höherer  Gliederauzahl  berechnet  werden,  sich  auf  reine 
Gleichungen  reducireu  lassen  (üisq.  arith.  §  350).  Diese  Eigenschaft 
sowie  weitere  Erkenntniss  der  Natur  jener  Gleichungen  zeigt  sich  am 
einfachsten  bei  der  Verwendung  einer  von  Lagrange  angegebenen 
Lösungsmethode,  die  dann  später  von  Jacobi  in  wesentlichen  Stücken 
ergänzt  worden  ist*).  Lag  ränge  benutzt  eine  gewisse  lineare  Func- 
tion der  Einheits wurzeln,  ähnlich  wie  er  es  bei  den  Gleichungen 
dritten  imd  vierten  Grades  mit  Erfolg  gethan  hatte.  Diese  Function 
führt  hier  wie  im  allgemeinen  Falle  den  Namen  der  Lagrange'schen 
Resolvente. 

§  321.     Wir  haben  in  §  313  die  f-gliedrigen  Perioden  durch 

(0  if,^)-  W  +  [^r]  +  [VI  +  •  •  •  +  M'-'^'] 

definirt.     Jetzt  verstehen   wir   unter   a  irgend  eine  P'^  Einheits wurzel 
und  setzen  als  Lagrange'sche  Resolvente  an: 
(2)      (/;  A;  «)  =  [A]  -f  [A^']  a  -{-  [Xg^^  «^  +  •  •  •  +  W'-'^']  «'-^5 
es   ist  also   insbesondere   (Y,  A;  1)  =  (/)  A).     Wir  leiten   zunächst  eine 
fundamentale  Eigenschaft  von  (2)  ab.     Ans  der  Gleichung 
(/;  A^";  «)  =  [A^']  +  [Xu'^a  +  •  •  •  +  [lyf"\  a-'-' 
^^  =a-H/;A;«) 

folgt  durch  Potenzirung 

(4)  (/;Ar;«)^  =  (/;^;  «V; 

d.h.   der  Ausdruck    (/",  A;  «)/   ändert   sich   nicht,   wenn   man   in 


*)  Lagrange:  (Euvres  Bd.  8;  notes  XIII,  XIV".    Jacobi:  Werke  J3d.  6.  S.  254. 
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ihm  [1]  durch  lg"']  ersetzt.     Er  ist  also  nach  §  314,  VIII)  eine 
lineare,  ganzzahlige  Function  der  c  Perioden 

(5)  (f,9),  {f,<f),  •••  {f,(f) 

und  daher,  wenn  diese  Perioden  bekannt  sind,  selbst  rational 
darstellbar.  Wir  wollen  den  Ausdruck  (4)  durch  T  bezeichnen. 
T  ist  von  Null  verschieden.  Denn  wenn  (/",  A;  a)  =  0  wäre,  dann 
könnte  man  in  (2)  zunächst  alle  Exponenten  A,  lg%  -  ■  •  von  co  durch 
ihre  kleinsten  positiven  Reste  mod.  p  ersetzen  und  die  so  umgeformte 
Function  durch  co  dividiren;  dadurch  würde  ein  Ausdruck  entstehen, 
der  eine  ganze  Function  von  co  höchstens  vom  Grade  {^p  —  2)  wäre, 
dessen  Coefficienten  rationale  Functionen  von  a  würden,  und  der  den 
Werth  0  besässe.  Das  ist  jedoch  nach  §  312  nicht  möglich,  da  /' 
gegen  p  =  e  •  f  -]-  1  relativ  prim  ist,  und  also  die  Kreistheilungs- 
gleichuug auch  in  dem  erweiterten,  aus  1  und  a  gebildeten  Ratio- 
nalitätsbereiche irreductibel  bleibt. 

Erhebt  man  jetzt  einmal  (3)  in  die  Potenz  mit  den  Exponenten 
( —  n)  und  ersetzt  andererseits  in  (3)  die  Wurzel  a  durch  a'',  so  folgen 
die  beiden  Gleichungen 

[f,Xg%a)-''  =  a>'{f,X-a)-^-, 
{f,lg^;a^)     =a-''{f,l-ce), 

und  durch  Multiplicatiou  beider  Gleichungen  entsteht 

(6)  (/;  A/;  a)-"-  (f,  hf,  a^)  =  (f,  A;  a)-"-  (f,  A;  a'^), 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  die  rechte  Seite  sich  bei  der  Einführung 
von  [g^\  an  die  Stelle  von  [1]   nicht  ändert.     Nach  §  314,  VIII)  ist 

(7)  (/;A5a'=)(/;A;a)-  =  n 

rational  durch  die  Perioden  (5)  darstellbar. 

Man  hat  also  gemäss  (4)  und  (7),  wenn  a  jetzt  eine  primitive 
/"'^  Einheitswurzel  bedeutet, 

=(/;a), 

[A]  +  [A^^] «/-!+  [A^2.]^2(/-i))  _| p  [-^^(/-i)«-|„(/-ir-_  ^^._^  j^Iy=^; 

und  dieses  System  linearer  Gleichungen  lässt  sich  sofort  auflösen. 
Man  findet  aus  ihm 


W  +  [^r] 

+  W] 

+  •■ 

■■  +  w^- 

■1)-] 

[A]  +  [A^']a 

-j-W]a' 

+  •• 

■■  +  [Xg(f- 

• ')'•]«/-! 

[A]  +  [Ar]a^ 

+  [A/']a^ 

+  • 

■'  +  Wf- 

-i)«]a2(/- 
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rw    =(/;a)+     VT+     r,i/T^'4--+        T,_xyT/-s 


(«)  /■•  [%'j  =  (/;  ^)  +  «-^  y^  +  «-^^2  v^^' + -  + «-'+'  ^/-i  VT-'-'] 

und  erkennt  daraus,  dass  wenn  die  e  Perioden  von  je  /'  Gliedern 
bekannt  sind,  die  einzelnen  p^^'^  Einheitswurzeln  nach  Aus- 
ziehung der  Z'**^"  Wurzel  aus  einer  bekannten  Grösse  Tunter 
Benutzung  einer  primitiven  /*®^  Einheits wurzel  a  gebildet 
werden  können. 

§  322.  Ist  nun  wieder,  wie  in  §  316,  die  Zahl  f  =  e  •  f ,  und 
verstehen  wir  unter  /3  eine  e'*®  Wurzel  der  Einheit,  dann  können  wir 
diese  in  (2)  statt  a  eintragen.     Dabei  wird 

(/;  A;  /3)  =  [A]  +  Vm  ß  +  l^(/"]  ß'+----h  1^9^'-'^']  ß'-' 

+  [^/1  +  [A/^+']/5  +  [l9^'^+"^]ß'  +  •••  +  W-'^'-]ß''-' 

(9)  ■•     . 

Au  die  Stelle  von  (3)  und  (4)  treten  die  Gleichungen 

(10)  {f,^9'\ß)    =ß-Kf,^-.ß), 

(11)  {f,i(r;ßy  =  {f,X',ßy\ 

von  denen  die  zweite  zeigt,  dass  (/",  A;  ß)'' =  T  eine  lineare,  ganz- 
zahlige Function  der  Perioden  (5)  und  daher  mit  diesen 
selbst  bekannt  ist.  T  ist  aus  den  oben  dargelegten  Gründen 
von  Null  verschieden.     Au  die  Stelle  von  (6)  tritt 

{f,  Ar;  ßr-'-if, ^9-'\  ß')  =  (/;  A;  ßy-'U,  A;  r), 

und  deshalb  ist 

(12)  (/;A;/3^)(/;A;/3)--  =  T, 

rational   durch  die   Perioden  (5)   darstellbar.     Auf  Grund   von 

(11)  und  (12)  stellen  wir  jetzt  wieder,  wenn  nun  ß  eine  primitive  e'*® 
Einheitswurzel  bezeichnet,  das  System  von  Gleichungen 

{f,  A)  +  (/•',  ^9')      +  •  •  •  +  (r,  A^('"-^)o       =  (/;  A) , 

{f,  i)  +  (/",  Xif)  ß      +  • .  •  +  {f,  xcf-')^)  ß^'-'   =  VT, 

if,  A)  +  (/•',  A^')  ß^      +  •  ■  ■  +  (f ,  Ai/(^'-^)0  /32('- 1^  =  T^  Vt', 

(/•',  A)  +  r/-',  A^')  ^^'-1  +  •  • .  +  (/•',  A^f"'-')")  ß(^'-'r-  =  r^,_^,  ^fv-r 
auf,  dessen  Lösungen 
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(13)    e'-U'Xf)  ={f,X)-i-  ß-''VT-{-ß-'T,yr'-\-  ■■■  +  ß-^-  +  '  Te--/Vl^\ 
e'-  {f',lf)=^{f,  A)+  /3-^  i/T+  ß-^T,W'+  -  +  ß-''+'T,-J^Y^'^\ 

uns  zeigen,  dass  wenn  die  e  Perioden  von  je  f  Gliedern  be- 
kannt sind,  die  ee  Perioden  von  je  /'  Gliedern  nach  Aus- 
ziehung  der  e'^^^  Wurzel  aus  einer  bekannten  Grösse  T  unter 
Benutzung  einer  primitiven  e'^^^  Eiuheitswurzel  ß  gebildet 
werden  können. 

Nimmt  man  in  (13)  e  =  1  und  also  f  =  p  —  1,  so  erkennt  man, 
wie  direct,  ohne  Vermittelung  zwischenliegender  Perioden,  der  Ueber- 
gang  von  der  Kreistheilungsgleichung  zu  irgend  welchen  Perioden  ge- 
macht werden  kann. 

§  323.  T  wird  im  Allgemeinen  einen  complexen  Werth  haben, 
und  deshalb  kann 

(14)  {f,k-ßy  =  R\^^cp\ 

gesetzt  werden,  wobei  B  und  cp  als  bekannt  anzusehen  sind.    Das  ergiebt 

(/■,  A; /3)  ^  VT  =VbL^  *+/*"]. 

Ersetzt  man  in  (14)  A  durch  —  l  und  ß  durch  /3~^,  dann  entsteht  der 
conjugirt  complexe  Werth  zu  (/",  A;  ß),  und  daher  wird 

(/;-A;ry  =  ^['-9^], 

{{f,X-ß){f,-k;ß-^)Y=R\ 
p-i 
oder  weil  g   ^    ^  —  1   (mod.  p)  ist, 

(15)  {if,X',ß){f,lg^-ß-^)y  =  R\ 

Nun  erkennen  wir  aus  (10),  dass 

{f,Xg"-ß)  =  ß-^{f,X-ß), 

{f,  Ig^""'-,  ß-')  =  ß+'  if,  lf~^;  ß-') 

wird.  Bilden  wir  das  Product  beider  Gleichungen,  so  wird  es  klar, 
dass  die  Klammergrösse  auf  der  linken  Seite  von  (15)  bei  der  Sub- 
stitution von  [(/"]  statt  [1]  sich  nicht  ändert.  Sie  ist  demnach  als 
ganze,  lineare,  ganzzahlige  Function  der  Perioden  (5)  darstellbar. 
Bezeichnen  wir  sie  mit   U,  so  folgt  aus  (15) 
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d.  h.  die  Gleichung  e'^""  Grades,  welche  von  den  e  Perioden 
zu  je  /"Gliedern  zu  den  ee'  Perioden  von  je  /"  Gliedern  führt, 
kann  dadurch  aufgelöst  werden,  dass  man  eine  primitive 
Wurzel  der  reinen  Gleichung  s"'  ==  1  bestimmt,  einen  Winkel, 
der  dann  construirt  werden  kann,  in  e'  gleiche  Theile  theilt 
und  aus  einer  bekannten  Grösse  die  Quadratwurzel  zieht. 

§  324.  Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  in  welchem  man 
mit  Hülfe  der  soeben  dargelegten  Methode  direct  von  der  Kreis- 
theiluugsgleichung  zu  den  Wurzeln  [IJ,  [</],  •  •  •  übergeht,  der  Fall 
also,  in  welchem  e=l,  f  =  p —  1;  e'  =  j)  —  1,  / "  =  1  genommen 
wird.  Setzen  wir  dabei  der  Bequemlichkeit  halber  A  =  1,  so  wäre, 
wenn  die  auftretende  (/>  —  1)***  Eiuheitswurzel  wieder  mit  a  bezeich- 
net wird, 

U=(p~\,l-a){p-  1,  -l;«-i) 

=  {[ij  +  [i/]«  +  [r]«'  +  •••  +  lo'-'l^''-'} 

zu  berechnen.  In  dem  Producte  lassen  wir  alle  Glieder  zusammen, 
welche  die  gleiche  Potenz  von  cc  enthalten,  und  bekommen  dabei 

U=    1  +  1  +  1  +  .. .  +  1} 

+  a  {  [^  -  1]  +  [g{g  -  1)]  +  [g\g  -  1)]  +  •.•  +  [gP~^{g  -  1)]  } 

+  a.-2{j;^.-2  _  ij  _^  y^^p-2  _  1)]  +  ...j. 

Keine  der  Grössen  (g  —  1),  {g^  —  1),  ••  •  {gP~^  —  1)  ist  congrueut  0 
modulo  p,  und  daher  umfasst  jede  der  zugehörigen  geschweiften 
Klammern  alle  primitiven  p*""^  Eiuheits wurzeln;  deshalb  hat  eine  jede 
den  Werth  ( —  1),  und  so  ergiebt  sich 

f^=  (P  -  1)  +  («  +  «^  +  ■■•  +  cc"-^^)  (-  1) 
=  p  —  (1  +  a  +  «2  +  •  • .  +  a?^-'-^)  =  ^). 

Die  Kreistheilungsgleichung  kann  also  dadurch  aufgelöst 
werden,  dass  man  eine  primitive  Wurzel  der  reinen  Gleichung 
is^~^  =  1  bestimmt,  einen  Winkel,  der  dann  construirt  werden 
kann,  in  {p —  1)  gleiche  Theile  theilt  und  aus  der  Grösse  j? 
die  (Quadratwurzel  zieht. 
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§  325.  Während  wir  in  dem  letzten  Paragraphen  von  der  Kreis- 
theilungsgleichung direct  zu  den  Wurzeln  herabstiegen,  wollen  wir 
jetzt  versuchen,  den  kleinsten  Schritt  zu  thun,  der  in  dieser  Richtung 

n  —  1 
möglich  ist,  nämlich,  zu  den  beiden  Perioden  von  —^~  Gliedern  überzu- 
gehen.    Wir  bezeichnen  sie  durch 

9^0  =  [/]  +  \<n  +  [//]  +  •  •  •  +  y-'], 

^   ^  <?>i  =  [^']  +  M  +  M  +  ---  +  [r-1 

und  erhalten  sofort  für  ihre  Summe 

(17)  ^^  _(_  ^^  ===  _  1. 

Das  Product  der  beiden  Perioden  tritt  zunächst  in  der  Form 

<P.'P.  =  (^?i,  </+ 1)  +  {'^,  g'+  i)  +  -  +  Ü'-^.r-^  +  i) 

auf,  und  die  Summanden  der  rechten  Seite  sind  dabei  von  dreierlei 
Art.  Entweder  ist  ein  Summand  eine  uneigentliche  Periode  und  hat 
dann  den  Werth  ^—^ — ,  oder  er  ist  gleich  (p^,  oder  gleich  (p^.  Man 
erhält,  wenn  diese  Fälle  bezw.  m^,  m^,  Mo  mal  eintreten 

(18)  «jPo^Pi  =  niQ  ^^  -f  m, 9Do  -}-  m,(p^ . 

Aus  unserer  allgemeinen  Theorie  erhellt  aber,  dass  die  rechte  Seite 
eine  ganze  Zahl  wird,  und  da  man  mit  Hülfe  von  (17) 

9^0  9^1  =  ^0^ h  ^9^0  —  m.  0  +  9^0) 

=  ^0  ^ ^2~\-  (W'i  —  m^)  (Pq 

schreiben  kann,  so  muss  qp^,  welches  einer  irreductiblen  Gleichung  zweiten 
Grades  genügt,  hierbei  verschwinden,   d.  h.  es  muss  m^  =  m^  werden. 

Ferner  muss  in  (18)  die  Summe  der  drei  m  gleich  ^—^  sein,  und 
deshalb  geht  (18)  in 

(19)  cp^(p,  =  w,  ^^~  -f  >  (^~-  -  m^  ((f,  +  (jD,) 

p  —  1         «  —  1     ,    m,, 

=  ^0  ^ 4-  +  ¥ 

p      p  —  1 

0  2  4 

über.  Zur  vollständigen  Bestimmung  des  gesuchten  Products  brauchen 
wir  also  nur  noch  Wj,  ausfindig  zu  machen,  d.  h.  festzustellen,  wie  viele 

der  Perioden  (— ^— ;  g^"-^^  -f  ij  den  Werth  ^^—  annehmen  können. 
Dies  geschieht  stets  dann  und  nur  dann,  wenn  ^^x+i  _|_  j  j^-dj  ^ 
theilbar  wird.     Nun  folgt  aus  der  Definition  von  (j 
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gP-'  -  1  =  \g~^—  l)  (/ -"  +  l)  =  0  (mod.  p), 
imd  da  keine  frühere  Potenz  von  g  als  die  (p  —  1)*®  durch  p  getheilt 
den  Rest  0  lässt,  so  ist 

g  '    +1=0  (mod.  jO; 
da  ferner  alle  Potenzen  von  g   mit  den  Exponenten  0,  1,  •  •  •  (p  —  2) 

unter  einander  incongruent  sind,  so  ist  auch  a  =  — - —  der  einzige  Ex- 
ponent, für  den  g"  -\-  \  i^:^  0  wird.  Daraus  ist  ersichtlich,  dass  nur, 
wenn     die     Gleichung     2x  +  l  =  — 2"-    stattfinden    kann,     der     Fall 

\~  ,  g-'''^^  ^  1)  ==  ^'  .)  vorkommt.  Das  geschieht  also  für  ein 
j)  =  4ft  -|-  :3  ein  einziges  Mal,  d.  h.  dafür  ist  m.^^  =  1 ;  und  für  ehi 
p  =  4u  +  1  gar  nicht,  d.  h.  dann  wird  m^  =  0.  Also  liefert  (19) 
für  diese  beiden  Fälle  die  Werthe 

«Po^Pi  =  —  ^  i^     (y^^^^  p  =  4ft  +  1  ist), 

<Pu9>i  =  +  ^-^     (wenn  2?  =  4^  +  3  ist) ; 
diese  beiden  Resultate  können  wir  in  die  eine  Gleichung 

(20)  <)PoqPi=  4  (1-  i-^f^p) 

zusammenfassen. 

Die  beiden  Gleichungen  (17)  und  (20)  zeigen  also,  dass  cp^  und  qp, 
die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 


+  ^+  !  (i-(-i)"^  iO  =  o 


(21)  .-     ,    ^    .    4 

sind,  und  dass  sie  daher  die  Werthe 

y(-l+l/(-l)'"^p)     nnd      -i  (_  1  _  l/(- 1)V^) 

besitzen.  Die  Frage  aber,  welcher  der  beiden  Ausdrücke  den  Wertli 
von  ^0  liefert,  ist  nicht  leicht  zu  entscheiden.  Wir  müssen  darauf 
verzichten,  die  hierauf  bezüglichen  Untersuchungen  vorzutragen. 

§  IJ20.     Aus  diesen  Ergebnissen  können  wir  einen  höchst  merk- 
würdigen arithmetischen  Satz  ableiten.     Setzen  wir 

h(^)  =  (^  -  [/])  (^  -  [/])  •  •  •  (^  -  ir-']), 
\{z)  =  {z-  w'])  (^  -  [^''J)  •  •  •  (^  -  Vy'-''\)^ 

so  zeigt  uns  §  314,  XV)  dass  die  Coefficienten  jedes  der  beiden  Aus- 
drücke von  der  Form 
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sind;  wir  könuen  somit  die  Polynome  selbst  in  ähnliche  Form  bringen, 
und  also  für  den  ersten  Ausdruck  etwa 

schreiben,  wobei  R,  S,  T  ganze,  ganzzahlige  Functionen  von  2  bedeuten. 
Ersetzt  man  nun  hierin  die  Wurzel  [1]  durch  [(/],  so  gehen  /io(^), 
q)Q  und  9?i  bezw.  in  /^i(-s),  cpi  und  <Pf^  über.     Folglich  wird 

Nun  liefert  Jiq^z)  lij^(s)  offenbar  das  Polynom  der  Kreistheilungsgleichuug 
Fpiz)]  das  Product  der  rechten  Seiten  unserer  beiden  letzten  Gleichungen 
wird  gleich 


\\(2B-S-T)-^  {S-T)V  i-l)   ^\) 

•\\{2Ii--S-T)-  {S-T)V  {-\f^ p) 
--=  4-  [{2R  -S-Tf-i-  if^p  {S  -  ly], 


4 

und  wenn  wir  also  zur  Abkürzung 

2R  —  S—T  =  X,     S—T=Y 
setzen,  so   erhalten  wir  die   Darstellung  für  das  Vierfache   des 
Kreis  theilungspolyno  ms 

(22)  4:F,(z)  =  4  f^  =  X{,y  -  (-  ly^p  Y{zy. 

Für  ^j  =  17  wird  die  Gleichung,  welche  die  Wurzeln  der  Periode 
(8,  [c/])  liefert, 

^8-g,„^v  +  (4  +  9),  +  29,)^^-(49^o  +  3(5P,)^'  +  (6  +  39o  +  59'x)^^* 

und  daraus  folgt 

E  =  5«  +  45«^  +  6/  +  4:s'  +  1, 

S  =  —  e^  -\-z<^  -  4^5  ^  3^4  _  4^3  _j_  ^2  _  ^^ 

T  -=  2s^  —  3/  +  5^^  —  3^=^  +  2z\ 
Dies  führt  dann  endlich  zu  den  Schlussresultaten 

X{z)  =  2z^ ■\-z''  +  bz^+lz^  +  4z^ -\-lz'-\-Dz'  +  z-{-  2, 
r(^)  =  2^  ^  ^6  4-  ^5  ^  2^^  -\-z'  +  z-  +  z: 

A'^=X{z)'--nYizy, 
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—  zweiten  Grades  (s.:  quadratische  Gl.). 
Gleichungspolynom  15. 
Goniometrische  Lösung   cubischer  Glei- 
chungen 338. 

Gordan  159. 

—  Wurzelexistenzbeweis  173. 
Grad  einer  Gleichung  15. 
Grenzen  f.  d.  Wurzeln  20.   201  ff. 
Grenzpunkte  bei  Näherungsalgorithmen 

305. 

Hermite  213.  225.  261. 

—  Theorem  269. 

Indefinite  quadratische  Formen  197. 
Interpolationsformel,  Cauchy  43. 

—  Lagrange  39. 

—  Newton  50. 

Invariante  e.  quadrat.  Form  182. 
Irreductibilität  51  ff'. 

—  der  Kreistheilungsgleichung  360. 

—  der  Resultante  169. 
Isenkrahe  301. 
Isobarische  Function  107. 
Iterirung  314  ff. 

—  allgemeine  Eigenschaften  316. 

—  gebrochener  linearer  Funct.  319. 

—  gebrochener  rationaler  Funct.  321. 


Jacobi  43.   46.  157. 
Jerrard  125. 


194.   196.  270.  378. 


Kerschensteiner  159. 

Kettenbrüche  329. 

Königsbergers   Theorem    über  irreduc- 

tible  Functionen  61. 
Kreispolygone,  reguläre  377. 
Kreistheilungsgleichung  359  ff. 

—  Auflösung  nach  Gauss  365  ff. 

—  Auflösung  nach  Lagrange  376 ff. 

—  Irreductibilitätsbeweise  360. 

—  Zerfällung  in  Factoren  372. 
Kronecker    48.    55.    78.    268.    273.    357. 

361.  364. 

Lagrange  54.  272.  290.  323 ff.  331.   339. 
343.  378  ff. 

—  Interpolationsformel  39. 

—  Lösung   der  Kreistheilungsgleichung 
378ff. 

—  Lösung  numerischer  Gleichungen  328. 
Lagrange'sche  Resolvente  378. 
Laguerre  205. 

Laplace  44. 
Lebesgue  362. 
Legendre's  Polynom  210. 
Lineare  gebrochene  Function  319. 
Longchamps  205. 

Mandl  55. 

Mathieu  281. 

Mittelwerthsätze  2 Uff. 

Modul  complexer  Grössen  10. 

Moigno  254. 

Multiplicität  von  Wurzeln  18.  38.  72. 

Newton  277.  278. 

Newton's  Formeln  d.  Potenzsummen  98. 

—  Interpolationsformel  50. 

—  Näherungsmethode  282  ff.  309  ff.  314. 

—  Regel  233. 

—  Regel,  vervollständigte  234. 
Nicht-primitive  Einheitswurzeln  347. 
Noether  157. 

Nullstellen  17. 

Ordnung  einer  Recursiousformel  88. 
Orthogonale  Substitution  198. 

Panton  205. 
Partialbrüche  42.  73. 
Partielle      Differentialgleichungen      für 
Discriminanten  180. 

—  —  für  Resultanten  163. 

—  —  für  symmetr.  Functionen  138  ff. 
Perioden  für  primitive  Einheitswurzeln 

637. 

Polygone,  reguläre  377. 

Polynom  einer  Gleichung  15. 

Potenzsummen ;    independente    Darstel- 
lung 98. 
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Kamen-  und  Sachregister. 


Potenzsummen;  Newton'sche Formeln  98. 

—  Waring'sche  Formeln  100. 

—  für  primitive  Einheitswurzeln  356. 
Poulain  211.  212. 

Primitive  Einheitswurzeln  347. 

—  —  Anzahl  350. 

—  —  Gleichung  353. 

Product    der  Wurzeldifferenzquadrate 
129. 

(Quadratische  Formen  182  ff. 

—  —  adjungirte  183. 
definite  197. 

—  —   Determinante  182. 

—  —  indefinite  197. 

—  —  Invariante  182. 

—  —  Rang  185. 

—  —  reciproke  183. 

—  —  Signatur  197. 

—  —  Species  197. 
Trägheitsgesetz  195. 

—  —  Transformation  183. 

—  —  Verwandlung  in  Quadrate  190. 
Quadratische  Gleichungen,  Lösung  334. 

—  —  Wurzeldiscussion  244. 

Rang  quadratischer  Formen  185. 
Rationalitätsbereich  51.  52.  372. 
Reciproke  Gleichungen  lli».  365. 
Recursionsformeln  f.  Potenzsummen  97. 
98. 

—  f.  Reihen  76.  88  ff. 
Recurrirende  Reihen  86ff\ 
Reductibilität  51. 
Resolvente  378. 
Resultante  149ff.  162ff. 

—  Darstellung  150  ff. 

—  —  nach  Bözout  157. 

—  —  nach  Cayley  158. 

—  —  nach  Euler  158. 

—  —  durch  Gleichungswurzeln  150. 

—  'Eigenschaften  162  ff. 

—  Partielle  Differentialgleichung  163. 
Reuschle  355. 

Rolle's  Satz  201.  208. 

—  —  Anwendungen  209  ff. 
Runge  55. 

Sancery  300. 
Scbeibner  157. 
Schröder  300. 


Signatur  quadratischer  Formen  197. 

Signum  21. 

Species  quadratischer  Formen  197. 

Sturm  238.  252.  253. 

Stürmischer  Satz  240. 

—  —    aus     dem     Cauchy'schen     Um- 
kreisungssatze 257. 

Substitution  96. 

Subtraction  3. 

Sylvester   127.    158.    182.  199.  213.  225. 

230.  233.  252.  254. 
Sylvester's  Trägheitsgesetz  194. 
Symmetrische  Functionen  96  ff. 

—  —  eintypige  97. 

—  —  elementare  96. 

—  —  rationale  Functionen  112. 

Tauber  310. 

Theiler,  grösster  gemeinsamer  64 ff. 

Trägheitsgesetz    quadratischer   Formen 

194. 
Transformation  der  Gleichungen   113  ff. 

—  der  quadratischen  Formen  183. 
Trennung  der  Wurzeln  271  ff'. 
Tschirnhausen-Transformation  119.  125. 

334.  341. 

Umschlingung  des  Nullpunktes  38. 

Vielfache  Wurzeln  18.  38.  72.  181. 
Vincent  331. 

Waring  100.  272.  324. 

Waring's  Formel  f.  Potenzsummen  100. 

Wechsel  der  Zeichen  216. 

Wechsel-Folge  227. 

Wechsel -Wechsel  227. 

Weierstrass  8. 

Wurzel  17. 

—  Anzahl  (reeller)  208.  217.  230.  238. 
Wurzelexistenzbeweis  26  ff, 
Wurzelpunkt  17. 

Zeichenfolge  216. 
Zeichenwechsel  216. 
Zerlegung  ganzer  Functionen  in  lineare 
Factoren  18. 

—  —  —  in  irreductible  Factoren  51.  71. 

—  rationaler    Functionen    in    Partial- 
brüche 42.  73. 
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